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Abstract

The curvature in R*3 spaces with a generalized Yang-Mills connection is studied
and the results are analyzed. Other options borne by modifications of the base
space are also studied and commented. The present situation of the problem is
reviewed.
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1. Introduccion

En una teoria usual de Yang-Mills (TYM) la conexién [1] es un campo vectorial
con un nimero de componentes igual a la dimensionalidad N de la representacién
adjunta del grupo de Lie G que se estd usando para construir la teorfa. En una teoria
generalizada de Yang-Mills (TGYM) la conexién contiene tanto campos vectoriales
como escalares. [2] El lector interesado en estudiar el tema encontrard que la referencia
[3] es particularmente detallada y completa. Vamos a usar la métrica plana

(., )9 diag(l,-1,-1,-1),

y las matrices de Dirac y“,1 9 0,1,2,3 que obedecen a la relacién
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Las TGYM son teorias cudnticas con una invariancia gauge local basada en una
derivada covariante de la forma

D=/+A+0¢, 1)
donde

AJY'A, 9igy"A'T", adl,..,N,

2
®0y’p 0 —gy’e"T’, bON,+1,..,N, @

y donde los generadores I, a d1....,N,, sonlos generadores de un subgrupo maxi-
mal de G. Como se ve, el nimero de campos bosénicos escalares més el de vectoriales
esigual a N. La estructura quiral del sector fermiénico de la teoria requiere escoger un
subgrupo maximal de G, digamos G,,, y este subgrupo es también el que determina
cudles de los campos van a ser escalares y cudles vectoriales. Los campos asociados
con los generadores del subgrupo maximal tienen que ser vectoriales.

Sea U un elemento de la representaciéon fundamental del grupo G. Definimos
a la transformacién para los campos gauge en la forma

A+d>UM+OU ' -(UYUT, ©)
de donde se puede concluir que

D—-UDU™". @

Usamos entonces la derivada D para construir una teorfa cudntica de campo
que sea invariante ante las transformaciones del grupo.

2. La energia cinética de los campos gauge
en una teoria generalizada de Yang-Mills

En una TYM la derivada covariante es
Dy=0,+Ay.
Sea y un vector que va a ser trasladado por medio de transporte paralelo a lo

largo de un lazo C en R3*!. El cambio del vector va a ser

Ay 0 odiAvxds ,
ds

donde s es una parametrizacién de la curva [4]. Es posible demostrar que
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uv
Ay 0 ASMF, X

donde s es el drea encerrada por un lazo infinitesimal y donde

F pnv = w2 D v J .

En consecuencia se dice que F,, es el tensor de curvatura de la TYM. En lo que
sigue llamaremos al producto AS™" F,,, el “transporte paralelo”, suprimiendo al simbolo
del vector que fue transportado () en este ejemplo).

Hay un homomorfismo 2 x 1 entre la representacién espinorial de Dirac y las
representaciones vectoriales del grupo de Lorentz. Si S es una matriz de la representa-
cién espinorial, y si y es un espinor y A un campo vectorial contraido con las matrices
de Dirac, entonces estos campos transforman, bajo una transformacién de Lorentz, del
siguiente modo:

Yy =Sy, A— SAS™.

Es posible escribir la expresién usual para la energia cinética de los campos
gauge en una TYM utilizando la representacién espinorial. Omitiremos la demostra-
cién que se halla, por ejemplo, en la referencia [3]. La energia cinética puede escribirse
en la forma

STr(E, P )0 2;2 Tr( 4 1+ Lélu,Av])2
I =(1._ .., 1 4
d e Tr(gTr D —ETrD ) (5)

donde la traza con virgula se toma sobre las matrices gauge y la traza sin virgula sobre
las matrices de Dirac. La generalizacién natural de la energia cinética de los bosones
a una TGYM serfa

2 2

L gyur0 LT{% Tr*D’ —%Ter4 )

donde D estaria dada por (1). Este resultado deja abierto el problema de que si existird
un concepto similar en las TGYM al del tensor de curvatura £, en las TYM.
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3. Generalizacidon del tensor de curvatura

Existe una magnitud en las TGYM que tiene las propiedades que buscamos
en la curvatura. Es invariante de gauge y de Lorentz, no tiene derivadas que queden
actuando indefinidamente hacia la derecha, y se puede relacionar con la energia ciné-
tica de los campos gauge por medio de su cuadrado. Estd constituida solamente de la
derivada covariante D (en las TGYM no hay mucha eleccién):

Fo iTrDz -D’, ©)

. 2 s sz
Si ahora calculamos — TrF* encontramos de nuevo la energia cinética de los
campos gauge:

—TrF?9 Tr((iTrDz)z —i(TrDz)DZ —iDz(TrDz) + D“)
0 %(TrDz)z —TrD*

Es evidente que obtenemos una plena analogia con las TYMs. Asi,

posones O Lﬁr Lerepry ~Lrept o - 12 TrTr(F?).
2g 8 2 4g
En forma explicita la curvatura es
Fo -A—(/M)+A-A—AA-( ®)-{4.0} )
4. Efecto del transporte paralelo con curvatura generalizada

Supongamos que el lazo infinitesimal es un pequefio paralelogramo formado
o . 1
por dos vectores de posicion x* y y*. Entonces el drea, una dos-forma, es As™ =_x"y* .
El producto interno de dos vectores del tipo que sea lo definimos como

1 v
x-yEZTrxyax“nuvy ®)
donde M, esla métrica. Pero ahora generalizamos:
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S-F= %TrFXy )

Sustituyendo el valor de F, se puede comprobar que

S-FalTr( CA-(JA)+A- A— HA— (/D) —{4,D Py
=(x- () y=y () xtx-Ad-y—y-A4-x)

a x”yv ( [“AV ]+A[;,1Av ])a SMVFHV

exactamente el resultado usual de una TYM.

Aunque este dltimo resultado es el usual en una TYM, tiene el defecto de que
no incluye a los campos bosénicos escalares que existen en las TGYMs. Esta situaciéon
no es muy satisfactoria puesto que la experiencia demuestra que nuestras teorias fisi-
cas siempre reflejan estructuras matemadticas plenas de sentido. En lo que resta del
trabajo veremos dos modos de tratar de solventar este problema.

5. Un acto atrevido: agregamos una nueva dimension

Pareciera que el origen del problema radica en que hay cinco tipos de campos
(Au,u 0 0,1,2,3 y¢) y cuatro coordenadas (x*. En ese caso es légico agregar una
nueva coordenada mds del mismo modo que se procedié con los campos: usando la
matriz quiral p. La llamaremos x° y en la representacién espinorial la incluiremos
como % d x+ix”y’ . Lai hay que agregarla para que el operador sea hermitico. La pre-
sencia de la i implica inmediatamente que la métrica va a ser de la forma (1,-1,-1,-1,-1).
De hecho si tomamos

T=x+ixy’, p=y+i’y’ (10)
entonces !

| A 5.5

ZTrxyax-y—xy . (11)
Si ahora calculamos el transporte paralelo para una superficie pequefia cinco-

dimensional en forma de paralelogramo constituido por los dos vectores (10), magni-

1 ~n ) . . .
tud que llamaremos S, - 7 o 5 TrEED, obtendremos un término adicional con respecto a
nuestro cdlculo similar cuatridimensional:
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(S5 -S)Fo %TrF(Xysy +X7y+x’y)
1
d ZTr(( 101y (/) xy p + {40 Yy + {4, 0 kY y)

0 (10 (o y+nole’ - [ok'y)

dx-( @)y =y (o)X +x-[40]° -y [40]
3 (v =y X+ [4.0)).

Este resultado utiliza plenamente los campos bosénicos escalares, y, especial-
mente en el contexto de la modificacién practicamente inevitable que hay que hacerles
a la derivada covariante y a la curvatura, y que veremos a continuacién, adquiere un
claro sentido matematico.

Ahora se presenta un problema nuevo, y es que una nueva dimensién implica
una nueva energfa cinética. La nueva derivada covariante tiene la forma

DID+iy’ (0 /+iy’ ,+ A+, 12)

donde 0 / x’ Este cambio a su vez implica que la curvatura va a cambiar. Luego
de un poco de dlgebra se obtiene

FO -A—(/A)+A-A— Hg— (/D) —{4,®}—iy>( ). 13

Como fruto de nuestras investigaciones vemos que el factor para transporte
paralelo que se habia calculado antes ;- Fno es realmente el correcto, pues la curva-
tura también cambia. Lo correcto es calcular con base a £ . Obtenemos:

S, - F =—TrF%p

0 iTrﬁy?fz + iTrin( AXY +xYy)
9 S™ ( A+ A A P+ () —i( s4)+[40])

donde S*° 0 (x" y5 -x ") BEste resultado se parece mucho a la curvatura de una
TYM en cinco dimensiones, con el campo ¢ jugando el papel de un As. Sin embargo
el parecido es solamente superficial, puesto que en una TYM los cinco componentes
de un campo toman el mismo generador del grupo de Lie, mientras que en este caso el
quinto campo toma su propio generador. Con todo, le da un claro sentido matemaético
al campo bosénico escalar: en cinco dimensiones el campo escalar es la quinta com-
ponente de una conexién similar a la de Yang-Mills.

Ciencia y Tecnologia, 24(1): 71-80. 2006 - ISSN: 0378-0524



CHAVES: Curvatura en teorfas generalizadas de Yang-Mills 77

6. Las consecuencias de nuestro acto

Si agregamos una nueva dimension ésta tiene que ser muy pequefia, pues de
otro modo habria conflicto con nuestra experiencia cuatridimensional. Si se restringe
una particula representada por la funcién de onda y a un pequefo intervalo 0 <x < L,
y suponemos que la funcién de onda tiene que ser la solucién de una ecuacién armé-
nica (3; —9.)¥ =0, resulta que el estado fundamental de la particula tiene muy alta
energfa. Como las condiciones de frontera son y (0) dy (L) 0 O/ la solucién de minima
energia es

. Tx
Y o< s1n?,

lo que arroja un momentum k 0 /L que tiene que ser muy grande, ya que el ancho
L del intervalo es muy pequefio.

En el caso que nos ocupa, la particula estarfa en R**' x S', y nos interesa cono-
cer su energia si el radio del circulo es muy pequefio. Suponemos que la funcién de
onda tiene que ser la solucién de una ecuacién arménica

(0 -V2-R20,) ¥ =0

donde R es el pequefio radio del circulo. Existe ahora una condicién de continuidad
para la funcién de onda y para su derivada en la direccién 6. Sin embargo, ademads de
la solucién

Y o< sinf,

que corresponderfa un momentum &, d /R y serfa en consecuencia de muy alta ener-
gia, existe también otra muy sencilla y de menor energfa: Y 0, una constante. De
hecho, si la particula no tiene masa, la energia para este estado seria cero.

Esta no es una particula en el sentido usual pero si es un estado cudntico
aceptable.

Vemos pues que, atin manteniendo una dimensién compactificada muy peque-
na (en forma de circulo en este caso), no es necesario que todos los campos tengan
necesariamente energfas muy altas y en consecuencia que invaliden nuestro modelo
fenolégicamente. No discutiremos aquf las ecuaciones de movimiento de una TGYM
en cinco dimensiones, tema un tanto complicado.

7. Otro modo de ver tratar de hallar el sentido matematico
de estas teorias

En la seccién anterior hicimos un intento para darle un sentido matemadtico a
los campos escalares agregando una nueva dimension.
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Claro, agregar una dimensién adicional es asunto delicado. Los argumentos de
la seccién anterior muestran que no se puede desechar esta solucién a priori, en cuanto
que es consistente con las ideas fisicas tradicionales. Pero nos impone la penosa tarea
de tratar de resolver un conjunto complejo de ecuaciones de movimiento. Ademds,
agregar otra dimensién es un paso muy fuerte y es algo que uno preferiria evitar en lo
posible. ;No habrd algtin otro modo mds sencillo de encontrar un sentido matematico
a estas teorias?

Volvamos ahora a las ecuaciones (7) y (9), y estudiemos la magnitud

1
—TrFO
4 14

La pregunta es qué valor obtiene esta expresion si le damos a O los valores de
todos los covariantes bilineales. Estos son 16: 1,y*,ily*.y" |y, y** . Si sustituimos 1, ¥
o0 ¥, es inmediato de las leyes para las trazas de las matrices de Dirac que la expresién
da cero. Si sustituimos el producto antisimético i [y“,yVJ eso nos da seis grados de
libertad, que son exactamente el mismo niimero de grados de libertad del elemento
de drea en cuatro dimensiones. Esto nos lleva a la idea de utilizar la magnitud iy’
como “sonda” para obtener las magnitudes matemadticas que nos falta identificar. El
resultado es (usando el simbolo ° en lugar del - para denotar que es un esquema dife-
rente al de transporte paralelo):

xoF = %TrFixy5 d ix“( W0+ Lélu,(p]) (15)

Este resultado es sumamente interesante por varios motivos. El factor
0 +|4, 0] esla energfa cinética de campo ¢ en una TYM en la que este campo se halle
en la representacion adjunta. Ademds, obsérvese que si hacemos a este campo cero, la
magnitud £ o x es también cero, es decir, el campo escalar es fundamental para esta
magnitud. Asi, si estuviéramos trabajando en el contexto de una TYM con una deriva-
da covariante D,,, d / + A, y con ella construyéramos una curvatura Fy,, , entonces
xo F,, d 0. Finalmente, otro motivo de interés es que el resultado (15) nos dice que
el transporte paralelo de un vector a lo largo de una pequefia recta va a modificar al
vector, y que la modificaciéon depende de la direccién del transporte, consistiendo en
un factor @+ lAu ,(pJ para la direccién p-ésima. Vamos a llamar a esta propiedad
matemdtica con el nombre de “dilatacién”.

8. Observaciones finales

En este trabajo hemos presentado el concepto de curvatura generalizada que
aparece en las TGYM y hemos tratado de hallarle una interpretaciéon matemdtica.
Llevamos a cabo dos intentos. El primero utilizando una dimensién adicional, y el
segundo definiendo una nueva propiedad matemdtica que hemos llamado la dilata-
cién y que estd relacionada no con un elemento de drea sino més bien con una linea.
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Nuestras investigaciones hasta el momento no permiten discriminar de un
modo estrictamente 16gico entre ambos enfoques, y de hecho, desde un punto de vista
matemadtico, ambos estdn correctos. De un punto de vista fisico ambos son suficien-
temente disimiles que creo que no es arriesgado decir que solamente uno (si siquiera
alguno) podria ser el correcto, el que utiliza la naturaleza.

Sin embargo, al margen de la l6gica estricta, no es posible menos que enfatizar
la unidad interna que trae consigo la introduccién de la dilatacién. No es solamente
la claridad del sentido que tiene la expresién x © F', estudiada en la seccién anterior,
sino la econom{a conceptual. En una TYM, el transporte paralelo S - 7}, consiste en la
contraccién del elemento de drea en cuatro dimensiones, que tiene seis componentes,
con la curvatura de Yang-Mills que en ese mismo niimero de dimensiones también
tiene seis componentes. Si pasamos a una TGYM, entonces S © /' de nuevo nos da seis
componentes de drea y seis de curvatura (donde estas seis vienen de los covariantes
bilineales antisimétricos) para contraerlos entre ellos, y x o F' nos da cuatro compo-
nentes del vector de posicién y cuatro de la dilatacién para contraerlos entre ellos. Las
magnitudes de curvatura y dilatacién son las que aparecen cuando uno expande el
sector bosénico de una TGYM, y constan de precisamente 6+4=10 grados de libertad.
Fisicamente estos grados de libertad son factores de los términos de energia cinética
de los campos vectoriales y de los campos escalares. En el lagrangiano de la parte
bosoénica de una TGYM,,

LTGYMa%ngr(( [uAv ]+[AwAv]2)+§Tr(( u(P"'i[Aw(P]z)/

la curvatura aparece en el primer término de la derecha, y la dilatacién en el segundo.
Finalmente, si uno utiliza cualquier otro covariante bilineal para O en la expresién (14)
que no sea uno de las dos que acabamos de mencionar, la expresién se vuelve cero. El
sistema matemadtico suministra la informacién de un modo muy econémico. De hecho
inmediatamente se plantea la interrogante si serd posible agregar otros nuevos tipos de
campos, ademds de los vectoriales y los escalares, que a su vez den origen a otras gene-
ralizaciones de la curvatura, pero nosotros terminaremos aqui, sin entrar en ese tema.
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