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Resumen’

La formacion matemadtica de los maestros es una preocupacion relevante a nivel
internacional. En este trabajo identificamos dos ideas que ayudan a organizar
nuestras reflexiones sobre este tema. En primer lugar, la necesidad de considerar
ambitos del contenido matematico en sentido amplio y “grandes ideas” que articu-
lan las matematicas para pensar en la formacién matemdtica de los maestros. En
segundo lugar, se ejemplifican tres aproximaciones complementarias para el desa-
rrollo del conocimiento de matematicas: resolucién de problemas de mateméticas,
andlisis de producciones de los estudiantes, aproximacion que integra diferentes
tareas profesionales- planificar, gestion de la interaccion y andlisis de las produc-
ciones de los estudiantes. Finalmente, se reconoce el caracter contextualizado que
pueden adoptar estas aproximaciones y la necesaria articulacion de agendas de
investigacion vinculadas.
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Abstract

The mathematical preparation of teachers is of relevant international concern. In
this paper we identify two ideas that help organize our thoughts on this subject.
First, is the need to consider the mathematical content areas broadly and "big
ideas’ that articulate mathematical thinking in mathematics teacher preparation.
Second, three complementary approaches to developing knowledge of mathematics
are exemplified: mathematical problem solving, analysis of student work, and ap-
proaches that integrate the different professional tasks of planning, management
of interactions and analysis of student work. Finally, the contextual character that
can adopt these approaches and the necessary joint research agendas linked are
recognized.
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1 Introduccion

El desarrollo de la competencia matematica de los estudiantes como un aspecto de lo
que significa ser un ciudadano formado es un objetivo de los movimientos de reforma
curricular y de innovacién en la ensefanza. Los mecanismos utilizados para lograr
este fin son las reformas curriculares y la introduccion paulatina de nuevos recursos
didacticos (software, uso de TICs, etc). Sin embargo, un actor clave para la mejora de
la ensefianza de las matemdticas es el profesor de matematicas. Como consecuencia
en los ultimos afos se han producido numerosos trabajos aportando informacidn sobre
la naturaleza y caracteristicas del conocimiento que deber{a tener un profesor para
apoyar el desarrollo de la competencia matemédtica de sus estudiantes (Ball, Thames
y Phelps, 2008; Pinto y Gonzélez, 2008), y de formas de entender el aprendizaje del
maestro. En este contexto es posible identificar tres consecuencias del interés sobre el
conocimiento del maestro y su desarrollo. En primer lugar las aportaciones en relacion
a la identificacion de lo que el futuro maestro conoce de los topicos matematicos (Bata-
nero, Ruiz y Arteaga, 2010; Fortuny, Batanero y Estrada, 2004; Gozato, Godino y Neto,
2011; Ortiz, y Font,2011; Sgreccia y Massa, 2012). En sequndo lugar, las caracteristi-
cas que pueden adoptar las tareas y los entornos de aprendizaje que los formadores
proponen para el desarrollo del conocimiento del profesor y fomentar maneras de usar-
lo en la resolucion de problemas profesionales generados en la practica de ensefar
mateméticas (Llinares, Valls y Roig, 2008; Monchdn y Flores, 2010; Prieto, y Valls,
2010). Finalmente, informacién sobre el aprendizaje del maestro y factores que pueden
apoyarlo o limitarlo lo que permite una mejor comprension de este proceso (Llinares,
2012-b; Penalva, Rey y Llinares, 2013).

Un tema transversal a estos tres dmbitos en la formacion de maestros desde la pers-
pectiva de las matematicas es la manera en la que el conocimiento de matematicas
necesario para desarrollar las tareas profesionales vinculadas a la ensefanza de las
matematicas puede ser desarrollado en los programas de formacidn. Centrarnos en este
tema genera cuestiones sobre como el conocimiento de matematicas del maestro se
relaciona con otros dominios del conocimiento para la ensefianza y qué formas pueden
adoptar las tareas (Clarke, Grevholm, & Millman, 2009) y de qué manera se pueden
articular (Llinares Valls y Roig, 2008) en los programas de formacion. En este trabajo
aportamos algunas ideas sobre el papel que desempefia el conocimiento de matemati-
cas en la resolucién de problemas profesionales y qué forma pueden adoptar las tareas
en los programas de formacién complementando los focos sobre la resolucién de pro-
blemas de mateméticas, el anédlisis de las producciones matematicas de los alumnos y
la realizacion de actividades integrando diferentes tareas profesionales relativas a la
enseflanza de las matematicas.

2 El conocimiento de matematicas del maestro en la resolucion de
problemas profesionales

Algunas de las tareas profesionales del maestro son gestionar el aprendizaje de las
matematicas de sus alumnos presentdndoles tareas matematicamente relevantes, in-
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teraccionando con ellos durante la resolucion y valorando sus producciones con el
objetivo de tomar decisiones de accién. Durante todo este proceso, la manera en la
que el maestro comprende los contenidos matemdticos desempefia un papel relevante.
Junto a la comprensién matematica otras variables que intervienen en este proceso son
las concepciones-creencias que los maestros tienen sobre su papel como maestros, lo
que significa aprender matemédticas y cuéles son las evidencias de este aprendizaje
(Lebrija, Flores, Trejos, 2010; Prieto y Valls, 2010; Sanhueza, Penalva y Friz, 2013). En
este contexto, las experiencias que tengan los futuros maestros como aprendices de
matemdticas en cierta medida determinaran la manera en la que pueden aprender a
resolver diferentes tareas profesionales como elegir o disefiar problemas de mateméd-
ticas relevantes para el aprendizaje de sus estudiantes, o considerar de qué manera
las producciones de sus alumnos son evidencia del aprendizaje matematico pretendido.
Esta reflexion subyace a las cuestiones formuladas por los formadores de maestros al
considerar qué necesita el maestro para desenvolverse en estas situaciones. Las res-
puestas que indican que el maestro necesita un conocimiento de matematicas “fuerte”
y “sélido” son demasiado generales cuando hay que tomar decisiones en relacion a la
formacidn inicial.

Intentar concretar estas respuestas ha llevado a enfatizar una perspectiva profesional
de la labor del maestro considerando el papel que desempefa el conocimiento de ma-
temdticas en las diferentes tareas profesionales que debe realizar (Ball y Bass, 2000):
desempaquetar las ideas y procedimientos matematicos integrados en las tareas ma-
temdticas, identificar diferentes representaciones para mostrar las ideas matematicas,
analizar métodos y soluciones diferentes de las de uno mismo y dotar de sentido a
lo que entienden sus alumnos. Estas actividades estén vinculadas a tareas profesiona-
les como la planificacion de la ensefianza, la gestién de la interaccién y el discurso
matemdtico en el aula y la valoracion del aprendizaje de los estudiantes dotando de
sentido a sus producciones (Llinares, 2012-a). En este sentido, el conocimiento de ma-
temdticas que el maestro puede necesitar estd determinado por los contextos de uso de
este conocimiento en la resolucién de las tareas profesionales. Esta perspectiva genera
referencias para contestar a la cuestidon sobre las matematicas que deber{a conocer
un maestro (Climent; Romero; Carrillo; Mufioz; Contreras, 2013; Monchon y Morales,
2010). En particular porque traslada la atencion desde una perspectiva disciplinar del
conocimiento de las matematicas a una perspectiva profesional definida por la tarea
que debe realizar un maestro: enseilar mateméticas (Ball; Thames, y Phelps, 2008).

Esta reflexion conlleva la necesidad de identificar las grandes ideas matemdticas que
pueden articular la ensefanza de las matematicas para definir la formacién matematica
del maestro. Ejemplos de estas ideas transversales pueden ser el desarrollo del sentido
numeérico, los procesos de generalizacién, el razonamiento proporcional, el pensamien-
to relacional que permite adoptar una visién estructural de la aritmética previo a la
introduccion del algebra, los procesos de simbolizacion y ast. Adoptar esta perspectiva
transversal a los dominios matematicos pretende que el maestro pueda establecer re-
laciones entre diferentes dmbitos del curriculum y generar una visién mds holistica del
contenido matemético que debe ensefiar. Por ejemplo, para dar razones de por qué los
procedimientos son como son y proporcionar explicaciones pertinentes. Desempaquetar
las ideas matemdticas que justifican los procedimientos o hacer explicitos los significa-
dos de los conceptos cuando se usan diferentes modos de representacién requiere una
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Ana es una nifa de tercer curso de Primaria que ha realizado la siguiente cuenta

703
- 27
escribiendo en su cuaderno
5 5
6 @ @
7 8,3 7.0, 3 74 0:3
= F = s =
=] 8 o 5 86

a) ;Podrias decir qué ha sucedido?, ;cudl pudo ser la razon por la que Ana respondiera de
esa manera

b) ;Cémo podrias ayudarla?
c) ;Cémo podrias disenar la ensefanza para prevenir esta situacion?

ESCENA 2. El caso de Carlos y Javier: el uso de los modos
de representacion en la construccién y comunicacion
del significado para las fracciones

Cuando he ensenado las fracciones, nunca he tenido muchas dificultades.
Mis alumnos normalmente han entendido ripidamente la idea de fraccién. Con
las operaciones ocasionalmente he tenido mis dificultades, pero proponiéndoles
mucha préictica he conseguido que una mavoria de ellos superara bien los exd-
menes. Este ano estoy dando 5° y, como el ano pasado ya vimos alguna cosa de
fracciones, pensé que podriamos empezar este tema recordando alguna cosa del
ano pasado. Para ello, cologqué la siguiente tarea ¢n la pizarra:

:Qué son los 5/4 de 2

Me di cuenta de que habia algtin grupo de alumnos que no entendian bien
la tarea.

Mientras estaban realizando este ¢jercicio, me acerqué a Javier, y le reperti la
tarea, pidiéndole que me explicara cé6mo lo estaba haciendo. El empezé a divi-
dir en partes un rectingulo que¢ tenia pintado en un folio, v dibujé lo siguiente:

—|

Luego sombred cada una de las partes para indicar que tenia cinco cuartos.

Para intentar obtener mds informacion sobre ¢l significado de fraccion que se
podia tener en ese momento, propusc a Carlos la siguiente tarca, en la que se
utilizan fichas como modo de representacién. En estos momentos, sabfa que no
se habia urilizado este modo de representacion en la introduccion de la idea de
fraccién, pero intentaba ver lo que sucedia.

s Cudntas fichas son los 2/3 de 6 fichas?

En el proceso de resolucién, Carlos dibujé un circulo, lo dividié en tres par-
tes distintas y colocéd dos fichas sobre el circulo, dando como respucsta 2 fichas.

Figura 1: Situaciones profesionales en la ensefianza de las matematicas en educacién
primaria que requiere del maestro una comprensién de la idea de unidad y de los modos
de representacion. Fuente: Llinares (2002). El sentido numérico y la representacion de
los niimeros naturales. En E. Castro (ed.), Diddctica de la matemdtica en la Educacidn
Primaria (pp.151-176). Madrid: Sintesis; y Llinares (2003). Fracciones decimales y razén.

En MC. Chamorro (ed.), Diddctica de las matemdticas para primaria (pp.187-220). Madrid:
Pearson-Prentice Hall.



Conocimiento de matematicas y tareas en la formacion de maestros 209

comprension de las matemdticas escolares que define el conocimiento especializado de
matemadticas. Especializado en el sentido de que es un conocimiento de matematicas
que le permita realizar las tareas profesionales de ser maestro.

Por ejemplo, una de las ideas importantes en la educacién primaria es el desarrollo
del sentido numérico en los estudiantes de educacién primaria. El sentido numérico
permite a los alumnos tomar decisiones relativas a las relaciones entre las cantidades
y los nlimeros para proporcionar razones validas para sus decisiones. Una de las ideas
que un maestro debe gestionar en la ensefianza de las matematicas en la educacion
primaria para el desarrollo del sentido numérico es la idea de unidad en aritmética
y su representacién. Esta idea es clave en diferentes dmbitos de la ensefianza de
las matematicas en los primeros niveles y, por tanto, subraya la importancia de la
comprension por parte del maestro del papel que desempeia. Sin embargo, esta idea
adopta diferentes roles en los dmbitos de la aritmética de la educacion primaria en
las tareas profesionales que debe realizar un maestro. En la figura 1 aparecen dos
situaciones profesionales que debe manejar un maestro en las que la idea de unidad
y la representacion de las ideas matemdticas estdn inmersas.

En la primera situacion se describe la respuesta dada por una alumna de tercero de
educacién primaria al aplicar un procedimiento de célculo. La segunda describe las
respuestas de dos alumnos de quinto curso de educacidon primaria a actividades de
representar fracciones. En las dos situaciones las ideas matematicas, y en particular
la idea de unidad, estan representadas por modos de representacidon usuales en la
ensefianza y estan inmersas en una red de conceptos matematicos que el maestro debe
desempaquetar para poder comprender las respuestas de los alumnos. En la primera,
el maestro debe reconocer la exigencia cognitiva de la resta 703-27 para un alumno
de tercero de educacion primaria y puesta de manifiesto por la necesaria comprension
de las descomposiciones no candnicas de los nimeros (asumir que 7 centenas + 3
unidades es equivalente a 6 decenas + 9 decenas + 13 unidades) y cémo interviene
la comprension de esta equivalencia para justificar los diferentes pasos del algoritmo.
La manera en la que la respuesta de la alumna refleja o no las relaciones matematicas
entre las diferentes representaciones del nimero y como maneja los simbolos debe
proporcionar informacién al maestro sobre cémo se comprenden o no las diferentes
unidades y la representacion de sus equivalencias

En la sequnda situacién, las respuestas de los dos alumnos deber{an proporcionar
al maestro informacién sobre la manera en la que estos estdn o no comprendiendo
la idea de unidad y como es representada con diferentes magnitudes en el caso de
las fracciones. El significado de la unidad y cémo se puede usar para representar
diferentes cantidades debe ser desempaquetado por el maestro para dotar de sentido
a las producciones de Carlos y Javier, los dos alumnos que estdn respondiendo a
las tareas de representar fracciones utilizando magnitudes continuas (la figura de un
rectangulo) o magnitudes discretas (usando fichas o chips).

La comprensién matemdtica que un maestro necesita para poder resolver de manera
satisfactoria estas situaciones profesionales le exige usar su comprensién de las mate-
maticas para entender una situacion de ensefanza. La caracteristica del conocimiento
de matematicas estd en que la comprension del maestro de la idea de unidad y cdmo
se representa en determinados ambitos de la aritmética le debe permitir determinar la



210 Llinares

exigencia cognitiva de la tarea propuesta a los estudiantes y comprender las respues-
tas de los estudiantes desde el punto de vista del significado matematico movilizado
por estos. Este conocimiento es lo que se ha venido llamando “conocimiento de mate-
maticas para la ensefianza” (Mathematical Knowledge for Teaching, Ball y Bass, 2000).
En cierta medida, de lo que estamos hablando es de conocer de manera més explicita
las relaciones y significados matematicos que en otros dmbitos fuera de la ensefianza
no sera necesario. Es decir, para las mateméticas escolares los maestros deben co-
nocer de manera explicita las relaciones entre los significados y diferentes modos de
representacion. Esto puede implicar un re-aprender lo que se supone ya se conoce o
llegar a aprender de manera diferente las matematicas que ya se conocen. Este as-
pecto de re-aprender las matemdticas que se supone ya se conoce viene determinado
por el “contexto de uso” de este conocimiento, que es la resolucién de las situaciones
generadas en la ensefianza de las matematicas.

La figura 2 muestra ejemplos de tareas matematicas para los maestros que les pueden
ayudar a re-aprender el conocimiento necesario para gestionar las situaciones de
ensefianza descritas en la Figura 1, relativas a la idea de unidad. Las dos primeras
tareas exigen a los futuros maestros gestionar los significados de la idea de unidad en
diferentes modos de representacion y en diferentes contextos aritméticos como son las
descomposiciones mdiltiples de los nimeros usando simbolos y la representacion de los
nimeros con un recurso didéctico que permita ejemplificar los cambios en las unidades
para desarrollar una resta con niimeros decimales. El conocimiento de mateméticas que
deben movilizar los maestros en estas tareas forman una red de ideas mateméticas de
lo que constituye el conocimiento de matematicas para ensefar formado por la idea
de valor de posicion y agrupamiento que fundamentan los procesos de representacion
de los ntimeros, los significados de los algoritmos de calculo y las descomposiciones
multiples de los niimeros en el sistema de numeracidn decimal.

Las tareas con fracciones en la figura 2 se centran en las ideas matematicas que los
futuros maestros deben re-aprender en relacién a la idea de unidad, partes congruen-
tes y los diferentes modos de representacidn que son susceptibles de ser usados en la
ensefianza de las fracciones. De la misma manera que antes, estas tareas exigen a los
futuros maestros explicitar los significados relativos a la idea de unidad y como repre-
sentarla. En particular, para tratar algunas ideas implicitas que los futuros maestros
suelen asociar a la representacion de la idea de unidad, como el considerar la figura
de poligonos como Unica manera de representarla. Este tipo de tareas responde al ob-
jetivo de ayudar a explicitar los diferentes elementos matematicos que son necesarios
reconocer para gestionar las situaciones de la ensefianza de las mateméticas.

Estos ejemplos de tareas, examinados conjuntamente en dos ambitos diferentes como
son la representacién de los nimeros y su contextualizacién en la realizacién de las
operaciones y la representacion de las fracciones usando la recta numérica y mag-
nitudes continuas intentan poner de manifiesto la relacion entre lo matemético y lo
diddctico. En particular, poder ejemplificar la idea de cdmo entender el conocimiento
de matematicas que un maestro necesita desde la perspectiva del “uso del conoci-
miento de matemdticas” en la resolucion de situaciones profesionales. Es precisamente
la idea del “uso del conocimiento” para resolver situaciones profesionales la que per-
mite caracterizar algunos aspectos de la nocion de competencia docente del maestro.
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3a) Completa la siguiente descomposicion del nimero 41237.

41237 =4 decenasde millar + __centenas+12decenas+___ unidades

Representa las siguientes cantidades usando los bloques multibase e indicando qué pieza se i

debe usar para representar la unidad para poder realizar la siguiente sustraccion 12,25- 3,3 ’
T
LT

9a) Los siguientes rectangulos son 2/3 de la
unidad. Representa 3/2 vy justificalo

| | | | | |

10 a) Representa % en la siguiente recta numeérica. Justificalo.

N N I Y I Y I Y I Y I Y I
1

I I I I I I I I I I I I I

= ——

Figura 2. Ejemplos de tareas para ayudar a los futuros maestros a comprender la idea
de unidad y los modos de representacion en diferentes dmbitos de la aritmética.

Especificamente en lo relativo a la manera en la que se debe conocer los conteni-
dos mateméticos para poder resolver las tareas profesionales de la ensefianza de las
matematicas.

La resolucién de este tipo de tareas por parte de los futuros maestros y la discu-
sién sobre diferentes argumentos que apoyan las resoluciones tienen como objetivo
identificar y explicitar claramente las relaciones entre los conceptos y procedimientos
matemdticos que constituyen la red de ideas matemdticas alrededor de las nociones
que articulan las matematicas en la educacion primaria. En particular, las investigacio-
nes centradas en el desarrollo de la competencia docente “mirar de manera profesional”
el pensamiento matematico de los estudiantes (Fernandez, Llinares, Valls, 2011, 2013;
Zapatera y Callejo, 2013) han estado mostrando que el desarrollo de esta competencia
se evidencia en la medida en la que los maestros son capaces de reconocer y rela-
clonar un mayor nimero de elementos mateméticos relevantes en las resoluciones de
los problemas de matematicas por parte de los estudiantes. Es decir, el conocimiento
de matematicas para la enseflanza como “conocimiento en uso” en las tareas de iden-
tificar e interpretar la comprension matemética de los estudiantes se convierte en una
variable que ayuda a caracterizar diferentes niveles de desarrollo de esta competencia
docente. De esta manera es como la competencia docente del maestro se vincula a
su capacidad de reconocer las relaciones entre los elementos matematicos de manera
explicita en los problemas y resoluciones realizadas por los alumnos.

Por ejemplo, la competencia docente del futuro maestro, en la segunda tarea en la
figura 2 (representar con bloques multibase la sustraccion 12,25-3,3 para justificar
el algoritmo) se pone de manifiesto cuando este argumente que es necesario que el
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bloque elegido para representar la unidad debe permitir representar las dos cantidades
con el mismo referente. De esta manera las placas pueden ser usadas como una
representacion de la unidad para representar los dos niimeros con el fin de justificar
mediante los bloques multibase los pasos del algoritmo: en el minuendo (12,25) la
descomposicién de una placa (unidad) en 10 barras (décimas) para poder compararlas-
restarlas con las 3 placas-unidad y 3 barras-décimas que representan el sustraendo
(3,3). La justificacion de la eleccién y uso de los recursos didacticos se apoya en el
reconocimiento de la descomposicién no candnica del nimero y las equivalencias entre
las diferentes descomposiciones (admitir que 1 decena, 2 unidades, 2 décimas y 5
centésimas es equivalente a 1 decena, 1 unidad, 12 décimas y 5 centésimas). De esta
manera, el conocimiento sobre la equivalencia de las descomposiciones no candnicas
en la representacién de los nimeros en el sistema de numeracidn decimal (con la
consideracion de la idea de agrupamiento y valor de posicion) es el conocimiento
de matematicas especializado en este tipo de situaciones. Esto es lo que marca la
diferencia entre conocer las matematicas que justifican la realizacién de los algoritmos
y su relacion con los recursos diddcticos con el conocimiento Unicamente de las reglas
que rigen la elaboracion de manera correcta del procedimiento de calculo. De esta
manera poder desempaquetar e identificar los conceptos e ideas matematicas que
fundamentan la resolucion de las tareas, desglosar los procedimientos y conocer las
razones que los fundamentan y encontrar maneras adecuadas de representarlos para
comunicar las ideas matematicas a los alumnos son caracteristicas del conocimiento
de matematicas especializado para la ensefanza.

Las reflexiones anteriores sobre el papel que desempefia el conocimiento de mateméd-
ticas del maestro en las situaciones de ensefanza-aprendizaje plantean la necesidad
de que los formadores de maestros empiecen a considerar de qué manera se puede
abordar la cuestién relativa al necesario re-aprendizaje de los conceptos matematicos
que aparecen en la educacién primaria. Ademds, lo que pone de manifiesto los resul-
tados de algunas investigaciones sobre el conocimiento de matematicas del maestro
(Muioz-Catalédn y Carrillo, 2007; Saenz, 2007; Valdemoros, 2010 ) es que es necesario
potenciar el re-aprendizaje matematico en determinados ambitos para que los maestros
puedan gestionar con garantias nuevos desarrollos curriculares que estan dirigidos a
desarrollar altas capacidades de razonamiento en los alumnos de educacién primaria.
Un aspecto relevante en estos momentos es el reconocimiento de la interrelacion mu-
tua entre lo matematico y lo diddctico que se da en la resolucion de las situaciones
profesionales de la ensefianza de las matematicas. Ademas, las reflexiones anteriores
permiten identificar una caracteristica del conocimiento de matematicas para la ense-
nanza del maestro en la necesaria explicitacion de las relaciones entre los conceptos
y procedimientos matematicos.

Las investigaciones sobre el conocimiento de los maestros suelen indicar que los fu-
turos maestros tienen dificultades en proporcionar justificaciones o argumentos de las
decisiones tomadas cuando resuelven los problemas. Esta dificultad puede ser consi-
derada una evidencia del conocimiento procedimental y de la escasa consciencia de
las relaciones conceptuales que apoyan los procedimientos posiblemente debido a la
manera en la que estos futuros maestros han estado aprendiendo las matematicas. Ello
justifica la necesidad de un re-aprendizaje de los mateméticas que son el foco de la
ensefianza en la educacion primaria (Zazkis, 2011). Esta situacion plantea desafios para



Conocimiento de matematicas y tareas en la formacion de maestros 213

los formadores de profesores en el sentido de cémo plantear situaciones de resolucion
de problemas sobre conceptos que los futuros maestros han aprendido hace tiempo y
considerar de qué manera este conocimiento anterior apoya o limita su aprendizaje
actual. Esta cuestion subraya el hecho de lo que significa “aprender de nuevo lo que
ya fue aprendido” (Zazkis, 2011) que a veces puede requerir aproximaciones instruc-
cionales diferentes que cuando se intenta construir un nuevo conocimiento. En este
sentido, la familiaridad de los futuros maestros con algunos contenidos matematicos
elementales situados en la educacién primaria puede no ser suficiente para construir
un conocimiento de matemdticas para la ensefianza que fundamente la competencia
docente del maestro.

3 Tareas en los programas de formacion de maestros para el desarrollo
del conocimiento de matematicas para ensenar

Reconocer que el conocimiento de matematicas para la ensefianza es una manea de
conocer las matematicas necesario para la resolucion competente de las situaciones
de ensefianza desde el punto de vista de explicitar los elementos matematicos y re-
laciones relevantes plantea desaflos para los formadores de maestros. En particular,
porque los maestros deben de llegar a identificar y comprender las relaciones entre
las grandes ideas que articulan el curriculo de mateméticas que deben gestionar. Esto
significa que deben de ser capaces de conocer estas ideas de manera transversal en los
diferentes dominios matemdaticos (como se ha descrito en la seccion anterior) ast como
ser capaces de identificar las situaciones y las representaciones mas adecuadas para
transmitirlas a sus estudiantes. Por otra parte, entender el conocimiento de matemati-
cas de esta manera conlleva considerarlo una variable que interviene en el desarrollo
de la competencia docente “mirar de manera profesional” el pensamiento matematico
de los estudiantes. Esta competencia es la que le permite entender los posibles razo-
namientos de sus alumnos y generar explicaciones de las alternativas observadas en
sus respuestas y en sus dificultades.

Los formadores de maestros han generado respuestas a esta situacién a nivel interna-
cional desde diferentes posicionamientos (Clarke, Grevholm y Millman, 2009; Tirosh y
Wood, 2008; Zazkis, 2011). EL objetivo comtn es que los futuros maestros comprendan
los contenidos matemédticos de manera que les permita desarrollar de manera compe-
tente la ensefianza. Podemos identificar tres aproximaciones complementarias dirigidas
a este fin: un foco sobre la resolucién de problemas de matemética, un foco sobre el
aprendizaje matemético de los estudiantes, y finalmente, un foco integrando las tareas
profesionales del maestro (Llinares, Valls y Roig, 2008). La integracién de estos focos
en contextos reglados de formacidn o en talleres de formacién con diferentes aproxima-
ciones estd aportando evidencias de las caracteristicas del desarrollo del conocimiento
de matematicas para ensefiar segun se manifiesta en las diferentes tareas profesio-
nales del maestro (Monchdn y Morales, 2010; Sowder, Philipp, Armstrong, Schappelle,
1998). En lo que sigue describiré las caracteristicas de algunos tipos de tareas que
se estdn usando desde las diferentes aproximaciones. El objetivo aqul es subrayar la
necesidad de aproximaciones complementarias para el desarrollo del conocimiento de
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matemadticas para la ensefianza considerando las diferentes tareas profesionales en las
que se usan.

En la primera de las aproximaciones, la resolucién de problemas de mateméticas, las
tareas se centran en la resolucién de problemas que permiten al futuro profesor tener
la oportunidad de re-aprender lo que se supone le es familiar, ampliar su comprension
y enfrentarse a concepciones matematicas erroneas que ha podido generar a lo largo
del tiempo (Llinares, 2011; Zazkis, 2011). Por ejemplo, Zazkis (2011) plantea la necesi-
dad de que los futuros maestros puedan llegar a identificar las ideas mateméticas que
subyacen en la resolucién de problemas en el contexto de la teorla de nlmeros. Se
plantea ast el objetivo adicional de que los futuros maestros entren en contacto con
aspectos relevantes de la actividad matematica (busqueda de patrones, identificacion
de estructuras, desarrollo de pruebas). Por tanto, la actividad matemética desencade-
nada y entendida en este sentido proporciona la oportunidad a los futuros maestros
de aprender a identificar lo matemdticamente relevante pudiendo llegar a explicitar
las relaciones que justifican lo realizado. La figura 3 incluye algunos de los tipos de
problemas planteados en el ambito de la teoria de ndmeros que Zazkis (2011) indica
permiten aproximarse al objetivo de proporcionar contextos para que los futuros maes-
tros re-aprendan las matematicas que se supone ya conocen. En la figura 2 existen
otros tipos de problemas que pueden responder a este objetivo.

Sea M= 3%*x5%7 .
(Eg M divisible por 77
(Es M divigible por 5,2, 9, 63, 11, 157 Explicalo

Sea M =3352x7 + 2., Es divigible por 77

Figura 3: Ejemplos de problemas (Zazkis, 2011)

En la sequnda de las aproximaciones, la idea es desarrollar el conocimiento de mate-
méticas vinculado a la tarea de analizar las respuestas de los alumnos a los problemas
de matematicas. Con esta aproximacion se pretende que el proceso de re-aprendizaje
de las matematicas que pueden desarrollar los futuros maestros se haga vinculado al
reconocimiento de las caracteristicas del aprendizaje matemédtico de sus alumnos. Es
decir, apoyar el re-aprendizaje de algunos contenidos matematicos por parte del futuro
maestro sobre la base del andlisis de las dificultades y trayectorias de aprendizaje
de los alumnos de primaria. Esta aproximacién se basa en la relacién existente entre
el conocimiento explicito y comprension de los maestros de las relaciones entre los
elementos mateméticos en los diferentes dominios de conocimiento y la competencia
“mirar de manera profesional” las producciones de los alumnos de primaria cuando
resuelven problemas (Fernadez, Llinares, Valls, 2013; Oliveira, de la Roque, 2011; Za-
patera y Callejo, 2013). Existe una gran variedad de tipologtas de actividades que los
futuros maestros pueden realizar, desde el analisis de respuestas de los estudiantes
mostradas mediante video-clips y la realizacion de entrevistas clinicas a los estudiantes
(Penalva, Escudero y Barba, 2006). En este planteamiento, los futuros maestros deben
superar la perspectiva de solo identificar dificultades y errores en los alumnos para
aprender a reconocer caracteristicas del desarrollo del pensamiento matematico. Esto
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implica que las tareas deben poner al alcance de los futuros maestros respuestas de
los alumnos que muestren las caracteristicas del desarrollo de los significados en los
diferentes dominios matematicos.

Una estructura que pueden adoptar las tareas a realizar por los futuros maestros en
esta perspectiva viene ejemplificada en la Figura 4. Estas tareas constan de problemas
y respuestas de los alumnos de primaria reflejando diferentes niveles de comprension
por parte de los alumnos de primaria de las ideas matemdticas. Este tipo de tareas
constituyen los contextos para que los futuros maestros puedan aprender a identificar
los elementos matematicos que caracterizan los problemas y que deben ser movilizados
para su resolucion por los alumnos de primaria como paso previo a reconocer diferentes
caracteristicas en la comprension matematica de los alumnos puesta de manifiesto por
sus respuestas. Llegar a reconocer las diferentes caracteristicas que reflejan diferen-
tes niveles de desarrollo del pensamiento matemdtico en términos de los elementos
matemdticos que son o no movilizados por los estudiantes es una manifestacién de la
competencia docente. En este tipo de tareas lo que se les pide a los futuros profesores
es que describan las respuestas de los estudiantes destacando lo que consideran re-
levante en las respuestas dadas por los alumnos considerando las caracteristicas del
problema. Ademds, en algunas ocasiones se suele pedir que indiquen acciones que un
maestro podria proponer para mejorar la comprension de estos estudiantes. Estas indi-
caciones permiten explicitar de qué manera los elementos matematicos caracteristicos
del proceso de resolucion son considerados por los futuros profesores. La discusion
colectiva sobre estos aspectos permite a los futuros profesores indagar sobre su propia
comprension matematica.

Finalmente podemos identificar una tercera aproximacién complementaria a las anterio-
res que tiene como objetivo integrar el aprendizaje de las matematicas en las diferentes
tareas profesionales que debe desarrollar un maestro: elegir y disefar problemas ma-
tematicamente relevantes, gestionar la interaccién con los alumnos — en este caso en
un contexto clinico- y valorar la comprensién matemédtica de los alumnos puesta de
manifiesto en la manera en la que resuelven los problemas planteados. En este tipo de
tareas el conocimiento de mateméticas del futuro maestro interviene en la realizacidn
de las tareas profesionales — diseio, interaccion, y andlisis-. Aqui, el conocimiento
de mateméticas se integra con el conocimiento de las matematicas y los estudiantes
cuando se interpretan las resoluciones de los alumnos a las tareas planteadas.

4 Algunas observaciones finales

La formacion matemdtica de los maestros es una preocupacion relevante a nivel inter-
nacional (Sorto, Marshall, Luschei, Carnoy, 2009; Tatto, Schille, Senk, Ingvarson, Peck,
Rowley, 2008; Varas, Lacourly, Lopez, Giaconi, 2013). Esta preocupacién se genera al
reconocer que el conocimiento de mateméticas de los maestros es un elemento clave
para la mejora de la enseflanza. Una consecuencia de esta situacidn son los intentos
por clarificar que es lo que se esta entendiendo por conocimiento de matematicas para
la ensefanza y como se puede hacer operativo y qué ha movilizado a los formadores de
maestros en diferentes palses. Las aportaciones realizadas estan subrayando la necesi-
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Problema 3
Obsarva las siguientes figures que representsn mesas y sillss:
/N lava 'ata¥al
W/ A W NS
1 mesa 2 mesas Imesas
4 sillas € sillas Eslllas

Como pusdes versirededords uns mass hemos colocado 4 sillas, sirededorde 2 messs hamos colocs-
do 6 sillss y sirededor de 3 mesas hemos colocado 8 sillas

1. iPodrias dibujar 4 mesas y sus comespondientes sillas?

2. ;Cuéntss sillas podemos colocarde esta forma airededorde 5 mesas? ;¥ sirededor de 6 masas?

3. Enuna fiesta se han colocado juntas 18 mesas y sus comespondientes sillas. ¢ Cuéntos invitados
pusden sentarse? Explica como has encontrado el resultado.

4. Sienuncumpleanos se ha invitado a 42 nifios, jcuantas mesas nacesitaremos juntar en fila? Expl-
c8 como hss encontrado el resultado.

5. Explica con tus palabrss uns regla que relacions el nimero de mesas y el nimero de sillas.

Respuesta del alumno A

Apartado ! Apartado 2 Apartado 3 \
! : Yoy,
A LY 2 5 LY “ﬂ‘“\u ‘\“
o | Do PP "]}M%‘h&ﬁ ; ﬁ'wr“ﬂl'* anpﬁadup%
g . '
% Apartado 4 Apartado 5
- 4 oy Leaddl o ol b, |
Tkl Wbl L,
Respuesta del alumno C
Apartado 1 Apartado 2 Aparzado 3
3-15&'&&&. ézmqu; Rdan soe® llod B § gl Seneiv
4 ‘- '
-iz Ap:rza;o«t .ﬂlparmdo J
: RS bus P ENE Ty el b cl
5 = &1 5 swma, 2
1‘-‘%- W Rebitzi ke s | .\.u.\t.u..,r:,” -

Figura 4: Ejemplos de problemas y respuestas de alumnos de primaria presentados a los
futuros maestros usados en la investigacion de Zapatera y Callejo (2013) para identificar
como los futuros maestros reconocen los elementos matematicos y sus relaciones en
los procesos de generalizacidn que intervienen en las respuestas de los estudiantes de
educacion primaria.
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EXPLORANDO EL RAZONAMIENTO PROFPORCIONAL: Mr Tall y Mr. Short

La longitud de Mr Short eg 4 botones

La longitud de Mr. Tall es 6 botones

Cuando vsamos clips paramedir a Mr Tall y My Short obtenemos
La longitud de Mr Short es 6 clips

;Cual es la longitud de My Tall en clips?
Explica como has llegado a la respuesta

ACTIVIDAD: Realizar una entrevista a algin alumno de primaria (preparaciéon)

1.a. Usando la tarea de Mr. Tall /Short diseiia 4 problemas cambiando solo los mimeros (usa solo mimeros
menores de 20) v las relaciones multiplicativas entre ellos (por ejemplo vsa algunas relaciones entre mimeros
enterag y otras no enteras).

1.b. Indica lo que puedes esperar de cémo resolveran los problemas los estudiantes que entrevistes

2. Entrevista a algunos alumnog de primaria e intenta averiguar como lo hacen (pregiuntales que te expliquen
como lo hacen). No intentes enseiiarles nada, el objetivo es inicamente aprender a mirar cémo piensan
matematicamente los estudiantes de primaria.

Graba las entrevistas en video y luego trascribelas.

3. Analizando las respuestas
Compara lo que has obtenido con lo que esperabas (apartado 1.b)
;qué hemog aprendido?

Intenta asignar a cada niiio alguno de los miveles de desarrollo que aparecen en el cuadro siguiente (*).
Jugtifica tug decisiones.

Fuente: Khowy, HA (2002). Classroom Challenge. Exploring Proportional Reasoning: Mr Tall/Mr. Short.
En Litwiller, B. & Bright, G. (2002). Making Sense of Fractions, Rations and Proportions. Yearbook2002
(pp.101-103). NCTM: Reston, Va.

Figura 5: Actividad integrando conocimiento de matematica para ensefar en el desarro-
llo de diferentes tareas profesionales: platear problemas, interaccion con los estudiantes,
analisis de las producciones de los estudiantes en el contexto del desarrollo del razo-
namiento proporcional.

(") La actividad incorpora informacién tedrica sobre diferentes niveles de desarrollo del
razonamiento proporcional procedente de los resultados de las investigaciones en didac-
tica de las matematicas en este ambito.



218 Llinares

dad de considerar las tareas profesionales que el maestro debe realizar (y por tanto en
las que debe ser competente) como una referencia a considerar al intentar caracterizar
el conocimiento de matemdticas para la ensefianza. Pero ademds, el poder realizar
aproximaciones considerando grandes dmbitos de los dominios mateméticos — “grandes
ideas” matematicas que articulan la ensefanza — que permitan superar en los futuros
maestros un conocimiento de las matematicas parcelado y a veces desconectado.

Estas dos ideas descritas aqui para comprender las diferentes aproximaciones a la
formacion matematica de los maestros, es decir, la identificacion de grandes ideas y
dominios matematicos para articular la propuesta de formacion, y usar las tareas pro-
fesionales del maestro como referente estan permitiendo proporcionar a los formadores
de maestros diferentes aproximaciones complementarias. El desarrollo especifico de
estas diferentes aproximaciones puede estar condicionado en cada contexto particular
por las tradiciones institucionales de las propuestas de formacion y por las propias
limitaciones de cada pais. Por lo tanto es necesario el desarrollo de una linea de
investigacién en paralelo a las tareas de realizar propuestas de formacién que pue-
dan aportar informacion contextualizada en cada ambito sobre la manera en la que
los futuros maestros aprenden y/o re-aprenden el conocimiento de mateméticas y el
conocimiento de didactica de las matematicas que es necesario para el desarrollo
competente de la enseilanza de las mateméticas.
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