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RESUMEN

Inicialmente la investigación sobre Cálculo se abordó desde una perspectiva cognitiva, como en la mayoría de 
las áreas en Educación Matemática. Con el avance de las investigaciones se conformaron diferentes aproxima-
ciones, algunas desde marcos generales en Educación Matemática y otras se centraron en ideas variacionales 
o dinámicas que son propias del Cálculo. Presentamos un revisión de tipo narrativa sobre la evolución de dos 
enfoques variacionales en la investigación en las matemáticas del cambio y la variación, el marco del razo-
namiento covariacional y la línea del Pensamiento y Lenguaje Variacional. Como resultado de esta revisión 
describimos los diferentes momentos por los que atravesaron cada uno de estos a lo largo de su evolución hasta 
su momento de consolidación. Concluimos con los aspectos más relevantes en los que se centraron las investi-
gaciones bajo estos enfoques, el momento actual en el que se encuentran sus desarrollos y ligeramente algunas 
áreas de oportunidad para la investigación en el futuro.
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Variacional.
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ABSTRACT

Initially, research on Calculus was carried out from a cognitive perspective, like in most areas of Mathematics 
Education. With the progress of research, different approaches were formed, some from general frameworks in 
Mathematics Education and others focused on variational or dynamic ideas that typical of Calculus. We present 
a narrative review of the evolution of two variational approaches in research in the mathematics of change and 
variation, the Covariational Reasoning Framework and the line of Variational Thinking and Language. As a result 
of this review, we describe different stages that each of these approaches went through throughout their evolution 
until their moment of consolidation. We conclude with the most relevant aspects on which the research under 
these approach focused, the current moment in which their developments are found and briefly some areas of 
opportunity for research in the future.

Keywords: Calculus, Variational approaches, Covariational reasoning, Variational Thinking and Language.

1.  INTRODUCCIÓN

La literatura reporta amplitud de investigaciones sobre Cálculo o Análisis Elemental, 
dan cuenta de ello las diferentes revisiones llevadas a cabo (véanse los trabajos de Bressoud 
et al., 2016; Larsen et al., 2017; Rasmussen et al., 2014; Robert y Speer, 2001; P. W. Thompson 
y Harel, 2021).

Dos de estas revisiones son estudios ICMI, el primero es The Teaching and Learning of 
Mathematics at University Level en donde encontramos el capítulo “Research on the teaching 
and learning of Calculus/Elementary Analysis”. En su estudio, Robert y Speer (2001) agru-
paron las investigaciones sobre Cálculo en dos tradiciones: una orientada por la teoría y otra 
orientada por la práctica. Respecto de la segunda las autoras describen algunas investigacio-
nes llevadas a cabo en Estados Unidos que fueron motivadas por la reforma del Cálculo. En 
cuanto a la primera, organizan los trabajos en tres dimensiones. En la dimensión epistemoló-
gica destacan los trabajos centrados en obstáculos y los que incluyen análisis históricos como 
los llevados a cabo bajo la perspectiva Socioepistemológica. En la dimensión cognitiva resal-
tan los trabajos que involucran las nociones de imagen del concepto y definición del concepto 
y los llevados a cabo bajo perspectivas como la teoría APOE o los registros de representación. 
En cuanto a la dimensión didáctica, destacan los trabajos que incluyen ingeniería didáctica. 
Otra de las categorías incluye el papel de la tecnología basada en computadoras.

El otro, más reciente, es el ICME-13 Topical Survey Teaching and learning of Calculus, 
en donde Bressoud et al. (2016) reseñan los principales marcos teóricos empleados. Incluyen 
los que asumen una perspectiva cognitiva (que coinciden con los descritos por Robert y Speer 
(2001)), tal es el caso del marco del Concept Image y Concept Definition, la teoría de Registros 
de representación semiótica, teoría APOE o los tres mundos de las matemáticas. También, los 
que se desarrollan desde una perspectiva sociocultural, como la Teoría de Situaciones Didác-
ticas, la Teoría Antropológica de lo Didáctico o el Marco Comognitivo. Además, describen la 
evolución de las principales tendencias de investigación sobre los conceptos de límite, derivada 
e integral. Adicionalmente, analizan el currículum de cálculo a través de materiales y textos 
en diferentes regiones: Francia, Alemania, Estados Unidos, Uruguay, Singapur, Corea del Sur, 
Hong Kong; dedican un apartado para la investigación con profesores y las prácticas en el aula 
y proporcionan una descripción sobre las herramientas actuales para el diseño de tareas, el uso 
de tecnología como medio de visualización y un breve resumen del progreso de la investigación.

De igual manera, en la ZDM Mathematics Education encontramos dos números espe-
ciales sobre Cálculo que se introducen con o incluyen un artículo de revisión. En el primero 
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de estos números, “The teaching and learning of Calculus”, se introduce con el artículo de 
Rasmussen et al. (2014) en donde identifican cuatro tendencias en la investigación sobre cál-
culo: la primera sobre conceptos erróneos, una segunda sobre los procesos de aprendizaje 
de conceptos particulares, una tercera sobre estudios en el aula y, una última sobre el cono-
cimiento, creencias y prácticas de los docentes. Recientemente, en el número “Calculus in 
high school and college around the world” también se introduce con un artículo de revisión, 
en el que P. W. Thompson y Harel (2021) ofrecen un análisis de cómo las dificultades de los 
estudiantes se originan en los significados matemáticos y las formas de pensar (sobre la va-
riable, la función y la tasa de cambio) que los estudiantes desarrollan en la escuela primaria y 
secundaria. A su vez, resaltan la naturaleza de la experiencia de los estudiantes de “cálculo” y 
la relación de estas matemáticas con las formas en que se desarrollan las ideas fundamentales 
a lo largo de una trayectoria escolar. A manera de cierre, esbozan las preguntas que emergen 
para futuras investigaciones.

Otras dos trabajos en los cuales se da un espacio para revisar la investigación didáctica 
relativa al Cálculo es el capítulo “Understanding the concepts of calculus: frameworks and 
roadmaps emerging from educational research” que aparece en el Compendium for research 
in Mathematics Education del NCTM a cargo de Larsen et al. (2017) –que, por cuestiones de 
acceso no incluimos acá– y la entrada “Calculus teaching and learning” de la Encyclopedia 
of Mathematics Education, en la que Kidron (2020) agrupa la investigación en enseñanza y 
aprendizaje del Cálculo en: la investigación inicial centrada en dificultades cognitivas, el rol 
de la tecnología, el rol de las perspectivas históricas y otros enfoques, el rol del profesor, la 
transición entre la educación secundaria y la terciaria, y finalmente, las nuevas direcciones de 
investigación.

Estas revisiones han sido materializaciones de los esfuerzos por sintetizar la gran can-
tidad de investigación que se ha desarrollado sobre Cálculo. Como es natural, la investigación 
en esta área ha seguido –y quizás marcado– las tendencias de la investigación en Educación 
Matemática.  Como dan cuenta dichas revisiones, los inicios de la investigación relativa al 
Cálculo estuvieron marcados por el predominio de una perspectiva cognitiva, empleando 
constructos como conflictos cognitivos (Schwarzenberger y Tall, 1978); errores y concep-
ciones erróneas (Davis y Vinner, 1986; Furinghetti y Paola, 1991; Morgan y Warnock, 1978; 
Orton, 1983a, 1983b, 1984); la imagen del concepto y la definición del concepto (Tall y Vin-
ner, 1981; Vinner, 1983; Vinner y Dreyfus, 1989); obstáculos cognitivos (Cornu, 2002) o epis-
temológicos (Sierpinska, 1985, 1987); actos de comprensión (Sierpinska, 1990); o las nociones 
de acciones, procesos, objetos y esquemas (Asiala et al., 1997; Dubinsky, 2002).

Con el avance de la investigación y el cambio de paradigmas, se conformaron diferentes 
aproximaciones. Como puede identificarse de estas síntesis, mucha de la investigación reali-
zada empleó teorías o constructos teóricos sobre el aprendizaje de las matemáticas en general 
para estudiar tópicos específicos del Cálculo. Sin embargo, algunas de estas aproximaciones 
emergen específicamente en y para el Cálculo, enfocándose en aspectos propios de esta área 
como las ideas variacionales o dinámicas (Buendía y Cordero, 2005; Cantoral, 2013; Can-
toral y Farfán, 1998; Cantoral Uriza, 1990; Cantoral Uriza y Mirón Shac, 2000; M. Carlson 
et al., 2002; Clement, 1989; Confrey y Smith, 1994, 1995; Cordero Osorio, 2001; Cottrill et 
al., 1996; Freudenthal, 1983; Grabovskij y Kotel’Nikov, 1971; Kaput, 1994; McDermott et al., 
1987; Nemirovsky y Rubin, 1992; Saldanha y Thompson, 1998; A. G. Thompson y Thompson, 
1996; P. W. Thompson y Carlson, 2017; P. W. Thompson y Thompson, 1994).

Este interés condujo hacia una denominación alternativa de “matemáticas del cambio 
y la variación” para la conjunción del Cálculo con otras áreas como Ecuaciones Diferencia-
les, Álgebra, Métodos Numéricos e incluso Sistemas Dinámicos (para visión más amplia 
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al respecto véanse Cantoral Uriza, 1990; Kaput, 1994; Roschelle y Hegedus, 2013). Esta 
denominación está íntimamente vinculada con el surgimiento histórico de las áreas mate-
máticas asociadas al estudio de fenómenos de movimiento (como se puede ver en Cantoral 
Uriza, 1990; Kaput, 1994; Roschelle y Hegedus, 2013; P. W. Thompson y Carlson, 2017). Este 
conjunto de áreas es un componente sustancial de diferentes planes de estudio a nivel uni-
versitario, incluyendo la mayoría de ingenierías y de variedad de disciplinas como química, 
economía y ciencias biológicas, como argumenta (Kwon, 2020).

A su vez, este interés por aspectos variacionales se reflejó en la conformación de al 
menos dos líneas de investigación en Educación Matemática: el Marco de Razonamiento 
Covariacional que adoptó una perspectiva cognitiva y la línea de investigación Pensamiento 
y Lenguaje Variacional (PyLV) arropada en una teoría de carácter social; la primera con sus 
raíces en trabajos desarrollados en Estados Unidos, la segunda en los llevados a cabo en Mé-
xico. Ambos enfoques cuentan con una larga tradición y han atravesado por varios momentos 
de construcción (como se puede ver en P. W. Thompson y Carlson (2017) para el marco de 
razonamiento covariacional y en Caballero Pérez (2018), para el caso del PyLV).

De esta manera, consideramos pertinente realizar una revisión sobre dos enfoques que 
son propiamente para las matemáticas del cambio y la variación. Entonces, para este escrito 
planteamos como objetivo: describir de forma sintética la evolución de dos enfoques variacio-
nales en la investigación sobre las matemáticas del cambio y la variación.

2. ABORDAJE METODOLÓGICO

Como argumentan Kaiser y Schukajlow (2024) las revisiones de la literatura propor-
cionan una visión general sobre ciertas temáticas, sintetizan investigación previa y señalan las 
posibles direcciones para continuar investigando. Particularmente, las revisiones narrativas 
“brindan una descripción general de un amplio espectro de investigación en un formato de 
fácil lectura” (Murphy, 2012, p. 89) y “tienen como objetivo identificar y resumir lo publicado 
anteriormente, evitar duplicidades y buscar nuevas áreas de estudio aún no abordadas” (R. Fe-
rrari, 2015, p. 230).

Según Murphy (2012) algunos temas se acomodan mejor a una revisión narrativa, como 
las revisiones históricas o las revisiones que se basan en gran medida en información y estu-
dios históricos que no encajan bien en los formatos de revisión sistemática. Además, sugiere 
que, para robustecer las revisiones narrativas con elementos de las revisiones sistemáticas se 
debe proporcionar una descripción completa de los métodos de búsqueda utilizados para per-
mitir una mayor transparencia y reproducibilidad.

Con estas precisiones, planteamos una revisión narrativa con la que pretendemos dar 
cuenta de la evolución de dos enfoques variacionales hasta su momento de consolidación en 
la investigación didáctica en las matemáticas del cambio y la variación. La decisión de una 
revisión narrativa se justifica en: la especificidad de la temática que nos interesa; las diversas 
formas de aludir a las ideas variacionales (por ejemplo, variación, covariación, situaciones 
dinámicas, razonamiento covariacional, razonamiento variacional, pensamiento variacional) 
que dificultan especificar criterios de búsqueda en las bases de datos; más que ser exhaustivos 
como puede ser una revisión sistemática o de alcance, buscamos presentar una visión de la 
evolución de los dos enfoques. Aunado a ello, reconocemos que el grueso de los aportes de 
la línea del PyLV están reportados en tesis de posgrado y artículos de congreso, ambos en la 
región Latinoamericana, que aún no se encuentran en las principales bases de datos y reposi-
torios que suelen consultarse en las revisiones sistemáticas de literatura.
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Por la particularidad de la revisión que proponemos, delimitamos la investigación 
sobre ideas variacionales en Educación Matemática al Marco de Razonamiento Covaria-
cional con una perspectiva cognitiva y a la línea de investigación PyLV desde una postura 
social. Para la primera, tomamos como punto de partida dos artículos clave para el enfo-
que del razonamiento covariacional, el de Carlson et al. (2002) en donde se presenta por 
primera vez de manera explícita dicho marco y el de P. W. Thompson y Carlson (2017) en 
donde se revisa el marco con base en los avances de investigaciones posteriores. A partir 
del primer escrito, seleccionamos las fuentes a las que los autores aluden explícitamente 
como base para construir el marco de razonamiento covariacional. De estas elegimos las 
que son accesibles mediante las bases de datos proporcionadas por nuestra institución y les 
sumamos otras que encontramos en sus listas de referencias. Mientras que para el enfoque 
del PyLV, consideramos como artículo base el escrito de Cantoral y Farfán (1998) en donde 
aparece conformada de manera explícita como línea de investigación. De este tomamos las 
referencias clave, principalmente artículos y tesis en español. Para ubicar los escritos que 
nos hablan de la evolución de la línea en los años posteriores nos apoyamos en la tesis de 
Caballero Pérez (2018), incluyendo principalmente artículos.

3. RESULTADOS/DISCUSIONES

3.1. EL MARCO DE RAZONAMIENTO COVARIACIONAL, UN ACERCAMIENTO 
COGNITIVO

En su propuesta del marco covariacional, Carlson et al. (2002) reconocen explícita-
mente que usan como base los trabajos de Confrey y Smith (1994, 1995), Monk (1992), Ne-
mirovsky (1996), Piaget et al. (1977), Saldanha y P. W. Thompson (1998), P. W. Thompson 
(1994a, 1994b). De estas referencias no incluimos a Monk (1992) por cuestiones de acceso, sin 
embargo, pudimos reconocer que los autores consideran principalmente sus problemas sobre 
graficas de eventos dinámicos.  Respecto del trabajo sobre funciones de Piaget et al. (1977) los 
autores retoman principalmente el carácter evolutivo del razonamiento sobre funciones.

De los trabajos de Confrey y Smith comparten el enfoque de covariación (que tiene raí-
ces históricas) para el concepto de función como una alternativa al enfoque de corresponden-
cia (Confrey y Smith, 1994; Nemirovsky, 1996). Este enfoque involucra la coordinación de la 
variación en dos o más columnas en ciertas tablas, haciendo más visible el concepto de razón 
de cambio y se concibe a la función como “una relación entre dos cantidades que varían” 
(Confrey et al., 1991, p. 3). Este mismo enfoque se retoma en un trabajo posterior (Confrey y 
Smith, 1995) para la construcción de la función exponencial.

Por su parte, de los trabajos de P. W. Thompson retoman ideas relacionadas con el ra-
zonamiento cuantitativo: cantidad, operación cuantitativa y razón de cambio. La cantidad se 
concibe como entidad conceptual esquemática compuesta por “un objeto, una cualidad del 
objeto, una unidad apropiada o dimensión y un proceso para asignar un valor numérico a la 
cualidad” (P. W. Thompson, 1994a, pp. 187–188) –a este último le denomina cuantificación 
y puede ser un proceso de medición directo o indirecto. La operación cuantitativa, en contra-
posición a la operación numérica, es una operación mental por medio de la cual uno concibe 
una nueva cantidad en relación con una o más cantidades ya concebidas. En cuanto a la idea 
de razón, P. W. Thompson (1994a) diferencia entre ratio y rate aludiendo a que ratio es el re-
sultado de comparar dos cantidades multiplicativamente y rate es una ratio constante abstraída 
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reflexivamente. Siguiendo las ideas del razonamiento cuantitativo, distingue entre movimiento 
como fenómeno y velocidad como cuantificación del movimiento.

Otra de las ideas que aporta al marco de razonamiento covariacional es la idea de ima-
gen, en general, y más particularmente la de imagen de razón que propone P. W. Thompson 
(1994b) –que concuerda estrechamente con las imágenes del marco de razonamiento covaria-
cional de Carlson et al. (2002). P. W. Thompson emplea esta idea de imagen de razón para es-
tudiar las imágenes del Teorema Fundamental de Cálculo. Concibe que este teorema involucra 
la comprensión de que la acumulación de una cantidad y la razón de cambio de su acumula-
ción están estrechamente relacionadas. Con esto analiza el uso que hace Newton del Teorema 
y propone un experimento de enseñanza con estudiantes de matemáticas de último año y gra-
duados, de donde reporta que las dificultades con el teorema provienen de un concepto frágil 
de razón de cambio y de imágenes poco desarrolladas y coordinadas de covariación funcional 
y cantidades construidas multiplicativamente.

Estas ideas aparecen posteriormente en un estudio con un profesor al enseñar el con-
cepto de velocidad (P. W. Thompson y Thompson, 1994). En este experimento se buscan de-
sarrollar cuatro aspectos relativos a la velocidad (con base en trabajos de Piaget): primero, la 
velocidad como cuantificación del movimiento; segundo, el movimiento completo involucra 
dos cantidades completas (la distancia recorrida y la cantidad de tiempo requerido para reco-
rrer esa distancia); tercero, la velocidad como una cuantificación del movimiento completo se 
hace comparando multiplicativamente la distancia recorrida y la cantidad de tiempo requerido 
para recorrer esa distancia; y cuarto, existe una relación directamente proporcional entre la 
distancia recorrida y la cantidad de tiempo necesario para recorrer esa distancia.

En otro de los trabajos base, Carlson (1998) investiga cómo los estudiantes desarrollan 
el concepto de función a medida avanzan en las matemáticas universitarias –publicación pro-
veniente de la tesis doctoral de Carlson (1995). Para ello, construye y aplica un examen y rea-
liza entrevistas de seguimiento a tres grupos de estudiantes universitarios (basado en algunas 
de las investigaciones antes mencionadas y con un marcado énfasis en gráficas de situaciones 
dinámicas): los que obtuvieron la mayor calificación en algebra, los que completaron cálculo 
con la mayor calificación y estudiantes de posgrado que completaron su primer semestre con 
la mayor calificación en análisis complejo o algebra abstracta. Como resultados menciona que 
el primer grupo de estudiantes creen que toda función puede definirse por una sola fórmula 
algebraica y no están preparados para interpretar información gráfica dinámica, además, no 
saben cómo emplear la notación funcional para representar relaciones del mundo real; los del 
segundo grupo interpretan información gráfica dinámica, pero tienen dificultad para interpre-
tar y representar aspectos covariantes de una situación funcional; mientras que los del tercer 
grupo comprendieron la mayoría de los aspectos del concepto de función y tienen habilidad 
para representar aspectos covariantes en una situación funcional.

Con base en el trabajo anteriormente descrito, Carlson et al. (2001) proponen un primer 
modelo teórico como marco para describir las habilidades de razonamiento covariacional de 
los estudiantes,  entendiendo a este último como la “coordinación de imágenes de dos cantida-
des que varían atendiendo las formas en que estas cambian en relación mutua” (Carlson et al., 
2001, p. 145). Este marco se compone de cinco categorías de acciones mentales que los auto-
res han observado cuando los estudiantes se enfrentan a representar e interpretar un modelo 
gráfico de un evento de función dinámico (ver Figura 1). En el escrito emplean el marco para 
analizar las acciones mentales de los estudiantes en tareas, tanto de covariación como relacio-
nadas con límite y acumulación.
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Figura 1 – Marco de covariación.

Fuente: Carlson et al. (2001, p. 125).

Con base en estos dos últimos trabajos, Carlson et al. (2002, p. 354) definen el razona-
miento covariacional como “las actividades cognitivas involucradas en la coordinación de dos 
cantidades variables, prestando atención a las formas en que cambian entre sí”. De este modo, 
asumen el razonamiento covariacional como evolutivo –siguiendo las ideas de Piaget–, por lo 
que optan por definirlo en niveles ordenados de acuerdo con acciones mentales a las que se les 
asocia un comportamiento de los estudiantes en tareas de covariación. De acuerdo con estas 
acciones puede asignarse un nivel de clasificación a los estudiantes, dependiendo de la imagen 
general que soporte las diversas acciones mentales que exhiben en el contexto de un problema 
o tarea (ver Figura 2).
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Figura 2 - Acciones mentales y niveles del marco de razonamiento 
covariacional.

Fuente:  Carlson et al. (2002, pp. 357-358).

Este marco de razonamiento covariacional es retomado en Castillo-Garsow (2010) 
quien identifica dos formas diferentes de pensar el cambio, cambio grueso (discreto, chunky) 
y cambio suave (dinámico, smooth). Estas formas de variación gruesa y suave, junto con la 
investigación sobre las concepciones de los estudiantes acerca del tiempo como cantidad y 
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una nueva concepción de los objetos multiplicativos (Castillo-Garsow, 2010; Castillo-Garsow 
et al., 2013) son utilizadas por P. W. Thompson y Carlson (2017) para plantear el marco de 
razonamiento covariacional revisado. En este atienden separadamente el razonamiento varia-
cional del razonamiento covariacional. El razonamiento variacional se compone de seis ni-
veles principales: variable como símbolo, sin variación, variación discreta, variación gruesa, 
variación continua gruesa, variación continua suave. Acompañando estos niveles proponen 
los niveles principales de razonamiento covariacional: sin coordinación, pre-coordinación 
de valores, coordinación gruesa de valores, coordinación de valores, covariación continua 
gruesa, covariación suave. Los autores advierten que estos niveles pueden ser usados de dos 
maneras: para describir una clase de comportamiento o como una característica, la capaci-
dad de una persona para razonar de manera variacional o covariacional (P. W. Thompson y 
Carlson, 2017).

Para postular este marco revisado, los autores se apoyan en escritos históricos para 
identificar cuatro eras en el desarrollo de la concepción de función: la era de la proporción ca-
racterizada por la naciente atención al movimiento representando geométricamente la relación 
entre cantidades; la era de la ecuación, posible mediante el desarrollo de notación algebraica; 
la era caracterizada por la representación explícita de una relación entre valores de dos canti-
dades, valores que varían continuamente y cuya relación es definida mediante una fórmula o 
una gráfica; y finalmente la cuarta era, donde los valores de una variable son determinados 
de manera única por los valores de otra con “una ley de correspondencia precisa entre  e  que 
puede ser claramente establecida” (P. W. Thompson y Carlson, 2017, p. 422). Para estos au-
tores, la covariación se convirtió en una forma explícita de razonamiento en matemáticas a 
partir de alrededor del año 1000 de nuestra era; aunque como forma de pensamiento nunca se 
definió, siempre fue tácito y aparece como constructo teórico a fines de los 1980’s y princi-
pios de los 1990’s en los trabajos de Confrey y Thompson.

3.2. EL PENSAMIENTO Y LENGUAJE VARIACIONAL, UN ACERCAMIENTO SOCIAL

Este enfoque inicia con los estudios precursores de Cantoral Uriza (1990), Farfán 
Márquez (1993) y Cordero Osorio (1994) dedicados a estudiar la construcción social de co-
nocimiento matemático, principalmente en obras originales. En estos tres trabajos se inicia 
reconociendo que, en los procesos de transformación del saber matemático, para llevarlo a la 
escuela, se conforma un discurso que se apoya principalmente en la matemática formal, des-
pojando a los conceptos de las prácticas que permiten darles significado.

En el caso de Cantoral Uriza (1990) estudia el proceso de evolución de las matemáticas 
del cambio y la variación, poniendo énfasis en el Cálculo como una matemática íntimamente 
vinculada con la Física, a propósito de su emergencia asociada al estudio de fenómenos de 
movimiento. Esto se ve reforzado por los trabajos de Farfán Márquez (1993) y Cordero Osorio 
(1994) en donde aparecen el fenómeno de propagación de calor en los sólidos asociado a la 
convergencia de series y el estudio mismo del movimiento asociado a la integral, respectiva-
mente. En estos estudios, los autores reconocen una forma particular de proceder en el estudio 
de fenómenos, primero se toma un elemento o partícula en un momento dado y se identifican 
las variables esenciales relacionadas, para luego considerar ese mismo elemento o una partí-
cula cercana después de un tiempo y estudiar las variaciones de esas variables involucradas 
durante ese tiempo; pasando por ciertos niveles de constantificación se encuentra la expresión 
matemática asociada al fenómeno.
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Algunas ideas de estos tres primeros trabajos fueron condensadas en Cantoral y Farfán 
(1998), en donde se presenta explícitamente la línea de investigación PyLV. Ahí proponen un 
acercamiento didáctico para contribuir a la significación de conceptos del Cálculo, asumiendo 
como hipótesis que, para favorecer el desarrollo del pensamiento y lenguaje variacional son 
necesarios dos aspectos: por un lado, desarrollar la noción de predicción en fenómenos de 
flujo; y por otro lado, la adquisición de un lenguaje gráfico que permita operar gráficas análo-
gamente a los números o variables y con esto poder construir un universo amplio de funciones 
a partir de operar tres funciones primitivas: la identidad, la exponencial y la trigonométrica 
(Farfán Márquez, 1997).

Con estas ideas, las investigaciones posteriores se dedicaron al desarrollo e implemen-
tación de secuencias didácticas. Por ejemplo, usando calculadoras gráficas para la resolver 
de desigualdades algebraicas, partiendo del contexto gráfico y luego trasladarse al contexto 
algebraico (Farfán-Márquez y Albert, 1995); para estudiar la relación entre una función y su 
derivada o una función y su primitiva (Cantoral Uriza y Mirón Shac, 2000); para bosquejar 
gráficas de funciones haciendo uso de herramientas analíticas y numéricas –sumar, multi-
plicar y dividir gráficas– (Cantoral y Montiel, 2001); para construir el polinomio de inter-
polación de Lagrange a partir de la visualización con actividades que involucran estrategias 
dinámicas (Cantoral y Montiel, 2003). Es así como la visualización a partir de gráficas se va 
consolidando como un aspecto fundamental en los trabajos de esta línea de investigación. Si-
guiendo esa idea se propone rever la regla de los signos de Descartes vinculada con la noción 
de predicción desde su visualización (Cantoral y Ferrari, 2009b, 2009a).

Además, se han realizado investigaciones sobre la noción misma de variación, por 
ejemplo, el papel que juega esta noción en las explicaciones de los profesores durante el trata-
miento de los temas función y derivada (Cantoral y Reséndiz, 2003), destacando el papel de 
la variación: al emplear la variación numérica –relación entre conjuntos, la aproximación, el 
crecimiento o decrecimiento–, variación respecto a un punto de referencia, al usar expresiones 
verbales relativas a situaciones cotidianas, al emplear parámetros como variables principales y 
al hablar de la derivada como covariación o comparación     .

Otros estudios se enfocaron en analizar las practicas asociadas a diferentes formas de 
variación. Por ejemplo, la variación periódica se asume relacionada con la práctica de predic-
ción en ámbitos dinámicos y más que centrarse en la definición misma de periodicidad, se 
propone enfocarse en el comportamiento periódico y las prácticas de los individuos al tratar 
con comportamientos repetitivos en gráficas que representan movimientos (Buendía, 2006; 
Buendía y Cordero, 2005).

En un trabajo posterior, se reconoce a la matematización de la astronomía, de la física 
y de la transferencia de calor como prácticas de referencia asociadas a la construcción social 
de la variación trigonométrica (Montiel Espinosa, 2005). A su vez, la matematización de la as-
tronomía se asocia con la práctica social de anticipación e involucra actividades como medir, 
comparar, aproximar, en un contexto estático-proporcional. Mientras que, la matematización 
de la física se asocia a la predicción (como se argumenta en Cantoral Uriza, 1990) con activi-
dades como medir, modelar, calcular en un contexto dinámico-periódico. Finalmente, vincula 
la matematización de la transferencia de calor con la formalización, con actividades como 
medir, modelar, comprobar, en un contexto estacionario-analítico.

En cuanto a la variación exponencial, Lezama Andalón (1999, 2003) la asocia con 
construcción geométrica de raíces y productos. Estas formas de construcción geométrica son 
utilizadas también para las funciones cuadrática y logarítmica en un ambiente de geometría 
dinámica (M. Ferrari y Farfán, 2008). Específicamente, se reconocen el facilitar cálculos y 
la modelación como prácticas asociadas a la conformación de los logaritmos (Ferrari Escolá, 

a
b
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2001), de donde emerge la hipótesis de que “lo logarítmico emerge al percibir la covariación 
entre dos patrones de crecimiento diferentes, uno regido por la multiplicación y otro por la 
adición” (Ferrari Escolá y Farfán Márquez, 2010, p. 55).

Adelante, otros trabajos buscaron analizar estrategias específicas para tratar con si-
tuaciones variacionales (Cabrera Chim, 2009; Salinas López, 2003) denominadas estrate-
gias variacionales. Particularmente, Salinas López (2003) se enfoca en el aprendizaje de los 
conceptos de máximo y mínimo bajo la consideración de que los procesos están ligados a 
la variación de diversos órdenes y al estudio de la evolución del comportamiento cambian-
te. En este trabajo aparecen por vez primera estrategias variacionales, como comparación, 
predicción, seriación, estimación; y muestra como la noción de máximo y mínimo puede ser 
desarrollada mediante el uso y evolución de la estrategia de comparación, iniciando con com-
paraciones de números y segmentos verticales.

Por su parte, Cabrera Chim (2009) le da el estatus de práctica a las estrategias descritas 
por Salinas López (2003) y proporciona una acepción para el pensamiento variacional –forma 
de pensamiento a la que se dedica la línea de investigación PyLV– como “aquellas estrategias, 
formas de razonamientos, elementos y estructuras lingüísticas, que permiten discutir y comu-
nicar el estudio y análisis del cambio y la variación”(Cabrera Chim, 2009, p. 55). Decidimos 
emplear nada más el término pensamiento variacional en consonancia con (Caballero Pérez, 
2012, p. 12). Este último autor, vincula el pensamiento variacional con el razonamiento causal 
propuesto en los trabajos de Piaget (Piaget, 1930, 1954; Piaget y García, 1973).

Además, Caballero Pérez (2012) lleva a cabo una revisión de trabajos en la línea del 
PyLV, después de la cual propone una caracterización de algunos elementos como, situación 
variacional, argumentos variacionales, códigos variacionales, tareas variacionales, entre 
otros. Con estas caracterizaciones propone una tipificación de diferentes tipos de varia-
ción que se pueden observar mediante gráficas, como la variación cero, crecimientos y 
decrecimientos de tres tipos. En su trabajo posterior, considera que “el cambio alude a 
una cualidad que experimenta una transformación, en tanto que la variación consiste en 
una abstracción de las propiedades y características del cambio que se percibe” (Caballe-
ro Pérez, 2018, p. 16). A su vez, asume que este término variación ya incluye la idea de 
covariación, pues no se puede percibir, ni abstraer el cambio de una cantidad sin conside-
rar otra cantidad de referencia; de esta manera la variación involucra mínimamente dos 
variables, aunque no sean implícitas.

En este trabajo, Caballero Pérez (2018) articula teóricamente algunos de los resulta-
dos anteriores en la línea del PyLV con la conjunción de causalidad y temporización (de los 
trabajos de Piaget) de donde emerge el sistema de referencia como mecanismo para explicar 
cómo se construye la idea de variación. Por un lado, la causalidad alude a la cuantificación 
del cambio en las variables relacionadas causalmente; mientras que la temporización refiere 
a la construcción de estados intermedios en la evolución del fenómeno que den cuenta del 
comportamiento del fenómeno en diversos estados, que permita la de un estado descono-
cido del fenómeno. De los trabajos previos del PyLV, Caballero Pérez (2018), retoma ideas 
como, orden de variación superior, que alude al reconocimiento de más de un orden de 
variación en el mismo fenómeno, que al articularlos conforman la variación sucesiva. Con 
estos elementos, este autor propone que la noción de variación debe ser construida median-
te: medir el cambio, analizar cómo evoluciona esa medida y reconocer el por qué cambia de 
esa forma. La medición puede consistir en la asignación numérica o en una valoración de la 
cantidad modificada.
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Figura 3 – Modelo para el análisis de situaciones de cambio.

Fuente:  Caballero Pérez (2018, p. 156).

Para atender estos elementos se deben poner en juego prácticas variacionales, como 
formas de razonar o actuar en situaciones variacionales. Dentro de estas prácticas variacio-
nales, el autor incluye las ya descritas por Salinas López (2003) robusteciéndolas con base 
en los elementos anteriores. A estas prácticas suma algunos cuestionamientos asociados 
al reconocimiento y cuantificación de la variación: ¿qué cambia?, ¿cuánto cambia?, ¿cómo 
cambia? –propuestas en las investigaciones de Dolores y Cuevas, 2007; Vrancken y Engler, 
2014– y les añade otras dos ¿por qué cambia de esa manera? (esta y las anteriores ya se 
articulaban en el trabajo de Moreno Durazo, 2018) y ¿respecto de qué cambia? (esta última 
alude al sistema de referencia variacional).  Estos elementos se esquematizan en una pro-
puesta de modelo para analizar situaciones de cambio, como se muestra en la Figura 3.

Un modelo alternativo aparece en el trabajo de Moreno Durazo (2018) para inves-
tigar las prácticas de los médicos al analizar electrocardiogramas –una situación varia-
cional– y una versión posterior se muestra en Hernández Zavaleta (2019) para investigar 
fenómenos relativos al movimiento caótico.
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3.3. ALGUNOS TRABAJOS PREVIOS CON ALUSIÓN A IDEAS VARIACIONALES

Previo a los trabajos aludidos en los dos apartados anteriores, encontramos otros que 
ya iniciaban a enfocarse en aspectos variacionales y dinámicos, por lo que consideramos 
relevante incluirlos. Por ejemplo, en Freudenthal (1983) refiriendo a la fenomenología de 
las funciones desde un acercamiento histórico se reconoce a la variable como “algo que 
varía”. Además, considera la idea de dependencia o conexión entre las variables, ejemplifi-
cando con fenómenos como la caída libre, movimiento, crecimiento, decrecimiento, en los 
cuales el tiempo es una de esas variables. Posteriormente, agrega que la función es un tipo 
especial de dependencia, una dependencia entre variables distinguidas como dependiente e 
independiente.

Estas ideas de Freudenthal (1983), las retoman Schoenfeld y Arcavi (1988) para en-
fatizar el “sentido cinemático original de noción de variable” (p. 424) y sugieren que en la 
enseñanza del concepto de variable de deben promover sus aspectos dinámicos, considerando 
relaciones dinámicas como fenómenos que dependen del tiempo, por ejemplo, la temperatura 
en una habitación en un tiempo t o la distancia a la que cae un objeto en t segundos.

Por otra parte, aunque en Orton (1984) se reporta las dificultades de los estudiantes en 
tareas relacionadas con la razón de cambio, se entrevé cierto interés en discutir esta idea desde 
fenómenos de movimiento. Ejemplo de ello son las tareas que propone: en una primera, pre-
gunta sobre la velocidad por hora a la que viaja un auto, dada la distancia que recorre en cierto 
tiempo (sin mencionar que la velocidad es constante); en otra pregunta sobre un cuadrado cre-
ciendo con una razón constante; una tercera involucra agua fluyendo en un tanque a una razón 
constante; un cuarta sobre a una bola rodando cuesta abajo desde el reposo; una quinta trata 
la tangente como límite de una secante en un círculo; finalmente, cierra con una última tarea 
sobre la razón de cambio promedio. En resumen, con esta secuencia de tareas Orton (1984) 
pretende una discusión sobre la razón de cambio promedio e instantánea.

Aunque en la investigación de Clement (1989) se reporta de manera general dos con-
cepciones erróneas sobre las gráficas –la vinculación con una característica gráfica incorrecta 
y el tratamiento de la gráfica como una imagen, por ejemplo, la forma de la gráfica vinculada 
con la forma de la colina–; también se proponen “algunos elementos básicos de un modelo de 
estructuras de conocimiento usado en la comprensión y generación de gráficas, con énfasis 
en el concepto de covariación y el carácter analógico de la representación gráfica” (Clement, 
1989, p. 78). Para el trabajo con gráficas desde el punto de vista de la covariación, Clement 
(1989) pregunta a los estudiantes sobre la relación entre una situación cotidiana y su gráfica 
cualitativa, considerando la manera en cómo son representados los conceptos de variación y 
covariación. Para ello considera dos modelos, uno estático (Clement, 1986) y uno dinámico. 
En este segundo modelo se busca concebir cada punto de la gráfica como una representación 
de la correspondencia entre los cambios en las variables.

Por otro lado, Nemirovsky y Rubin (1992), interesados también en las habilidades y 
dificultades de los estudiantes al articular la relación entre función y derivada, proponen 
problemas en tres contextos: movimiento, fluidos e integración numérica. Los autores, ade-
más, describen que a lo largo de los episodios de aprendizaje los estudiantes usan enfoques 
alternativos para comprender la relación entre una función y su derivada, a los que denominan 
enfoques variacionales. Uno de ellos es la inclinación de la gráfica, haciendo comparaciones 
cualitativas entre puntos de la misma curva; otro es la pendiente de una curva y un tercer en-
foque es la acumulación cualitativa local (describen también que otro puede ser el área bajo la 
curva). Para los autores, un enfoque variacional involucra dos aspectos clave: primero, cómo 
construir una forma global a partir de muchas instancias de variación local; segundo, cómo 
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centrarse en la relación entre la función y su derivada, en lugar de cada una de ellas por sepa-
rado. Finalmente, argumentan que construir un enfoque variacional es un proceso complejo.

4. DISCUSIÓN Y CONSIDERACIONES FINALES

Para esta revisión partimos con el objetivo de sintetizar la evolución de dos enfo-
ques variacionales en la investigación didáctica relativa a las matemáticas del cambio y la 
variación: el Marco de Razonamiento Covariacional y la línea PyLV. Por la naturaleza del 
objetivo que planteamos optamos por una revisión narrativa, en la cual, si bien no se utiliza 
un instrumento de investigación empírica, el criterio de selección y síntesis de la literatu-
ra especifíca elementos de rigor metodológico que pueden permitir su replicabilidad. Sin 
embargo, no descartamos el hecho de haber pasado por alto alguna referencia que pueda 
ser relevante en lo que consideramos como el proceso de desarrollo y teorización de cada 
enfoque.

A partir de dos escritos clave por cada enfoque seleccionamos las referencias fun-
damentales y también incluimos la discusión de trabajos previos a la conformación de 
los enfoques variacionales. Desde estos trabajos se enfatizaba el carácter dinámico en las 
variables, su sentido original, lo mismo para la idea de función. En cuanto al trabajo con 
gráficas, que ha tenido también un papel central para los enfoques variacionales, se resalta 
la importancia de vincular una situación de movimiento y su gráfica, más que la relación 
entre una ecuación algebraica y su gráfica (como aparece en (Clement, 1989; McDermott 
et al., 1987), ideas que encontramos incluso antes, en los trabajos de Janvier (Bell y Janvier, 
1981; Janvier, 1981). Al respecto nos llama particularmente la atención, la visión que propo-
ne Clement (1989) sobre la gráfica como “un modelo de una relación entre variables basada 
en una representación metafórica de valores de variables como longitudes de segmentos de 
recta” (p. 4). Las variables o magnitudes variables refieren a una situación o fenómeno, los 
segmentos son una representación de las magnitudes involucradas en dicha situación. Esto 
también permite ver que estos trabajos iniciales también recalcaban el empleo de proble-
mas, tareas o contextos que involucran eventos o situaciones dinámicas, ya sea con materia-
les manipulables, representados en gráficas o en escenarios digitales.

Respecto al surgimiento y evolución del marco de razonamiento covariacional, de la 
síntesis reconocemos que emerge desde una postura cognitiva con investigaciones enfoca-
das principalmente en el concepto de función, proponiendo un enfoque covariacional como 
alternativa al enfoque de correspondencia. Los principales fundamentos se encuentran en 
la propuesta de razonamiento cuantitativo, en las imágenes de razón, así como de razón de 
cambio y en el carácter evolutivo de las ideas; adicionalmente, este marco está fuertemen-
te sostenido en la tarea sobre llenado de una botella. El razonamiento cuantitativo ofrece 
un enfoque centrado en cantidades entendidas como cualidades medible de los objetos y 
operaciones con dichas cantidades en contraste con el enfoque centrado en números y ope-
raciones numéricas. En estos trabajos también juegan un papel relevante las situaciones di-
námicas y contextos gráficos.

Aunque desde sus inicios, el enfoque del razonamiento covariacional busca dar una 
aproximación variacional al concepto general de función como alternativa al enfoque de 
correspondencia, la misma idea de covariación hace ver que aún existe un apego a la idea 
de dos conjuntos, ahora vistos como cantidades. De esta manera, la investigación en este 
enfoque parece permanecer apegada a la definición formal de función y la fortaleza de 
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significados que aportan los contextos o fenómenos es orientada hacia la identificación de 
esas cantidades que covarían.

Por otra parte, el enfoque del PyLV, como pilar de una postura social en la investi-
gación en Educación Matemática, desde sus primeros trabajos reconoce la importancia de 
los fenómenos de variación para la construcción de ideas en Cálculo, de manera general, 
amparados en estudios históricos que sustentan la esencia variacional de estas ideas. En un 
momento posterior se reconoce la importancia del trabajo con gráficas y se propone un en-
foque de operatividad con gráficas de funciones que apoya a la significación de operaciones 
con funciones en el contexto analítico mediante la visualización; es de esta aproximación de 
donde se toma la idea de lenguaje gráfico y que aporta el término lenguaje a la línea de in-
vestigación. En otro momento de su evolución, los trabajos se enfocan en formas específicas 
de variación, entre ellas la lineal, cuadrática, cúbica, exponencial, logarítmica, trigonométri-
ca, dejando ver la naturaleza diferente de cada tipo de función. Posteriormente, los trabajos 
se enfocaron en estudiar las formas de hacer específicas (prácticas matemáticas) de los indi-
viduos cuando se enfrentan a una situación variacional. Esto permitió conformar un marco 
para el análisis del hacer de los individuos cuando se enfrentan a situaciones variacionales, 
con la inclusión de ideas como el sistema de referencia para explicar la evolución de la va-
riación y el porqué de dicha evolución.

De esta manera, en esta línea se han estudiado diferentes tipos de fenómenos como los 
cíclicos que involucran la variación trigonométrica y periódica, la caída libre o movimiento 
parabólico, el movimiento caótico en un péndulo doble, entre otros. Para investigaciones futu-
ras, queda abierta la posibilidad de continuar estudiando escenarios de movimiento donde la 
noción de variación es inherente y con ello promover el desarrollo del pensamiento variacio-
nal (o razonamiento covariacional, según la línea que se adopte) y con ello, continuar aportan-
do a la significación de conceptos de las matemáticas del cambio y la variación.

En cuanto a la nociones de variación y covariación, Caballero Pérez (2018) explica que 
la variación ya incluye la covariación, debido a que la imposibilidad de percibir variación en 
una cantidad sino se toma otra cantidad como referencia; generalmente esta magnitud de refe-
rencia es el tiempo. En otras palabras, este enfoque decide analizar la variación de una magni-
tud siempre en estricta conexión con otra magnitud; no se puede observar o percibir el cambio 
o permanencia si no se considera que el fenómeno evoluciona o permanece en el tiempo.

También identificamos que los niveles del Marco de Razonamiento Covariacional se 
pueden emplear en dos sentidos: para describir lo que una persona requiere al enfrentar una 
situación dinámica específica o para caracterizar el nivel máximo que una persona domina 
(Thompson y Carlson, 2017); así, este marco también ha sido utilizado para diseñar secuen-
cias de tareas que buscan promover el razonamiento covariacional (por ejemplo, Johnson et 
al., 2017); sin embargo, a pesar de que varias investigaciones han realizado esbozado for-
mas en cómo desarrollar este tipo de razonamiento, consideramos que es necesario seguir 
ejemplificando y teorizando sobre cómo lograr la evolución de un nivel a otro, hasta lograr 
el nivel máximo, covariación continua suave. En esa línea de ideas, investigaciones dentro 
del enfoque PyLV han propuesto que el desarrollo del pensamiento variacional puede lo-
grarse mediante el ejercicio de prácticas variacionales específicas para los diferentes tipos 
de variación, en contraste con el enfoque generalista sobre función que se entrevé al menos 
en los trabajos principales del marco de razonamiento covariacional.

Por último, planteamos que la revisión narrativa presentada puede seguir robustecién-
dose con elementos de las revisiones sistemáticas –siguiendo las sugerencias de Murphy 
(2012); y que los resultados dan una base sólida para futuras investigaciones y prácticas 
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educativas en el Cálculo, pues proporcionamos una visión cohesiva de cómo dos enfoques 
variacionales han evolucionado y se han manifestado en la investigación didáctica, esto es 
particularmente útil para investigadores y educadores que buscan entender o aplicar estos 
enfoques en contextos educativos.
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