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RESUMEN

Uno de los factores mds relevantes que incide en el aprendizaje matematico de los estudiantes es el profesor de
matemdticas, especificamente, el repertorio de conocimiento que le permite gestionar la ensefianza y el aprendizaje
de manera coherente con los objetivos de ensefianza. Asi, el disefio de la ensefianza incluye diversos elementos que
interactdan, como recursos, estrategias, curriculum, ejemplos, etc., los cuales tienen sentido en el conocimiento del
profesor. En este contexto, los ejemplos son un elemento relevante en el aprendizaje de las matemadticas, debido a su
versatilidad en la ensefianza de procedimientos, conceptos, demostraciones y estrategias. Sin embargo, las secuen-
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cias de ejemplos intencionadas movilizan de mejor manera aspectos relevantes de un objeto matematico, resaltando
los aspectos criticos y no criticos considerados en la teorfa de la variacion. De esta manera, el objetivo de este trabajo
es explorar el conocimiento especializado del profesor de matematicas en la ejemplificacién en la ecuacién cuadra-
tica, especificamente en la descomposicién de radicales. Para ello usamos un estudio de caso instrumental con and-
lisis basados en observaciones de aula y entrevistas semiestructuradas. Los resultados muestran que la seleccién de
ejemplos y secuencias de ejemplos intencionados permite que afloren aspectos criticos de los ejemplos, movilizando
especificamente conocimiento diddctico del contenido en diferentes subdominios: en relacion con la ensefianza, las
caracteristicas del aprendizaje y del curriculum escolar. En relacion con el conocimiento matemadtico, se identificaron
evidencias en el conocimiento de los temas relacionados con los procedimientos y los registros de representacion.

Palabras clave: Ejemplificacion, Seleccion y uso de ejemplos, MTSK, Teoria de la variacion, Estudio de caso.

ABSTRACT

One of the most significant factors influencing students’ mathematical learning is the mathematics teacher, par-
ticularly the repertoire of knowledge that enables them to effectively manage teaching and learning in alignment
with educational objectives. The teaching design encompasses various interconnected elements, such as resources,
strategies, curriculum, and examples, all of which are situated within the teacher’s knowledge framework. Among
these elements, examples play a crucial role in mathematics learning due to their versatility in teaching procedures,
concepts, demonstrations, and strategies. Intentional sequences of examples, however, are particularly effective in
mobilizing critical aspects of mathematical objects, emphasizing both critical and non-critical features as outlined
in the theory of variation. This study aims to explore the specialized knowledge of mathematics teachers in ex-
emplification, focusing on the quadratic equation, specifically the decomposition of radicals. An instrumental case
study methodology was employed, using classroom observations and semi-structured interviews for data collection.
The findings reveal that the deliberate selection and sequencing of examples facilitate the emergence of critical
aspects, particularly by mobilizing didactic content knowledge across various subdomains, including teaching prac-
tices, learner characteristics, and alignment with the school curriculum. Additionally, the results provide evidence
of mathematical knowledge related to procedures and representation registers, highlighting the interplay between
exemplification and effective teaching practice.

Keywords: Exemplification, Selection and use of examples, MTSK, Variation Theory, Case Study.

1 INTRODUCCION

El conocimiento matemadtico y el diddctico del contenido pueden ser de diferente na-
turaleza (Tatto et al., 2008), y dependen de factores como el contexto educativo, los objetivos
de ensefianza, los recursos educativos, el curriculum escolar, etc. En este sentido, la investiga-
cion ha contribuido a la formacién de modelos analiticos (p.e. Ball et al., 2008; Carrillo et al.,
2018) para comprender el qué y el cémo de este conocimiento es utilizado para la ensefianza.
En estos modelos, los ejemplos son uno de los aspectos que emergen como centrales en el
aprendizaje y ensefianza de las matemdticas (Bills & Watson, 2008; Zaslavsky, 2019), y se ha
demostrado que este aprendizaje puede ser dirigido conscientemente mediante el uso cuidado-
so e informado de ejemplos o de secuencias de ejemplos en la ejemplificacion de conceptos y
procedimientos matematicos (Figueiredo & Contreras, 2015; Watson & Chick, 2011).

Si bien la seleccién y el uso de ejemplos para la enseflanza son centrales para ejempli-
ficar conceptos, nociones, procedimientos y/o teoremas, no solo basta la seleccion y uso, sino
que la ejemplificaciéon (como practica consciente) necesita la movilizacién y el conocimiento
de diversos aspectos relacionados con el uso pedagégico de los ejemplos (Adler & Pournara,
2020; Figueiredo & Contreras, 2015). Para que la ejemplificacion de algin aspecto o topi-
co matemadtico sea efectiva, es imperante que secuencias de ejemplos, transparencia de un
ejemplo, variacién e invariancia actiien de manera conjunta y dependiente, con la finalidad de
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mostrar los aspectos significativos o criticos que deben ser experimentados por los estudiantes
para lograr el aprendizaje (Marton & Pang, 2006).

Diversos trabajos han explorado el conocimiento puesto en juego por profesores de ma-
temdticas en la ensefianza, especificamente en la seleccion y uso de ejemplos (p.e. Cayo et al.,
2024; Chick & Harris, 2007; Sanchez et al., 2024), pero a pesar de estos esfuerzos, pocas han
sido las investigaciones que han explorado la ejemplificacién y su relaciéon con el conocimien-
to del profesor de matemadticas (Adler y Pournara, 2020; Figueiredo & Contreras, 2013; Pang
et al., 2016) y las que han abordado aspectos de la ejemplificacién lo han hecho en contextos
de desarrollo profesional para intencionar deliberadamente la ejemplificacion (Adler y Pour-
nara, 2020).

Al centrarnos en el tema de los radicales, como parte del contenido del dlgebra escolar,
encontramos poca investigacion al respecto (Barrera-Mora & Reyes-Rodriguez, 2010; Garcia
et al., 2022; Gémez, 2011). Estas investigaciones se han centrado, principalmente, en el tra-
tamiento de los radicales en los libros de texto, el aprendizaje de los radicales mediados por
recursos tecnoldgicos y la ensefianza de radicales relacionados con la geometria. En el caso
de los libros de texto, se evidencian algunas omisiones de tipo didécticas relacionadas con los
simbolos y la notacién, asi como de errores y conflictos entre el operador radical y las raices
(en ecuaciones), asumiéndolos como iguales. En cuanto al uso de tecnologias digitales, los re-
sultados han sido prometedores, ya que han permitido apoyar la ensefianza de los radicales y
han servido como base para favorecer el disefio e implementacion de la ensefanza.

Como se puede evidenciar, el estudio de la seleccién y uso de ejemplos para la ensefian-
za 'y su relacion con el conocimiento profundo es un tema que necesita seguir siendo atendido,
dado que una adecuada planificacion y utilizacién de ejemplos para la ensefianza de conteni-
dos matematicos especificos permitiria intencionarla a través de practicas conscientes (Kull-
berg et al., 2017). En relacién con el tema de radicales, queda en evidencia que, si bien existe
investigacion que aporta a dilucidar lineas de accidn, en cuanto a su aprendizaje y ensefianza,
esta no se ha centrado en la relacién entre el conocimiento especializado del profesor de mate-
maticas, la ejemplificacion y el tema de radicales para la ensefianza. Esta situacion plantea la
necesidad de abordar y explorar esta drea de investigacion, dado que el contenido de radicales,
y posteriormente de raices (Gémez, 2011), es un tema incluido en diversos lineamientos cu-
rriculares de matematicas (Ministerio de Educacion [MINEDUC], 2015; National Council of
Teachers of Mathematics [NCTM], 2000).

En consecuencia, es necesario explorar las relaciones entre el conocimiento del profesor
y la ejemplificacién en cuanto a la ensefianza de los radicales. En esta linea, Sdnchez-Acevedo
et al. (2023) y Sanchez et al. (2024) han comenzado a discutir la relacién entre el conocimien-
to especializado del profesor de matemadticas, particularmente en el tema de la ecuacién y fun-
cién cuadrdtica, y la ejemplificacion, pero destacando la intencionalidad y consciencia de esta
préctica, que es el contexto investigativo donde se inserta esta investigacion.

Teniendo en cuenta lo anterior, el objetivo de este estudio es explorar el conocimien-
to especializado que moviliza una profesora de Matemadticas en la ejemplificacién, a partir
de una secuencia de ejemplos en la descomposicién de radicales cuando ensefia la ecuacion
cuadrdtica.
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2. ELEMENTOS TEORICOS

Se describen los elementos tedricos que sustentan este trabajo. El primero de ellos es el
modelo de conocimiento especializado del profesor de Matematicas, y el segundo, la idea de
secuencia de ejemplos y la teoria de la variaciéon como parte de la ejemplificacion.

21 El modelo MTSK

La préctica docente requiere de un conocimiento profundo de la disciplina que se en-
sefa, asi como de la toma de decisiones de ensefianza y aprendizaje focalizada en el logro de
metas especificas en los estudiantes (Schoenfeld, 2010).

De acuerdo con esto, el modelo analitico Mathematics Teacher’s Specialised Knowle-
dge (MTSK) (Figura 1) considera tres dominios que permiten caracterizar el conocimiento
del profesor de Matematicas en relacion con la ensefanza y el aprendizaje de las Matematicas
(Carrillo et al., 2018): el dominio de Conocimiento Matemético (MK) y el dominio del Co-
nocimiento Didactico del Contenido (PCK) relacionados exclusivamente con los contenidos
matemadticos; y el tercer dominio, de las Creencias sobre la matemdtica, su ensefianza y su
aprendizaje, que permea tanto el conocimiento disciplinar como el didéctico del contenido en
relacion con la enseflanza y aprendizaje de las Matemadticas (Carrillo et al., 2018).

Figura 1. El modelo MTSK.
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Fuente: Tomado de Carrillo et al. (2018).

El dominio del Conocimiento Matematico (MK) se compone de los subdominios:

e El Conocimiento de los temas (KoT) se refiere a un conocimiento profundo y funda-
mentado del contenido matematico. Se trata de conocer el contenido concreto que se
pretende que los alumnos aprendan, con un nivel de profundizacién mayor. Incluye el
conocimiento de relaciones intraconceptuales, es decir, relativas a un mismo tema.
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e El Conocimiento de la estructura de las matemdticas (KSM) se refiere al conocimien-
to de las principales ideas y estructura de las matemadticas y de las conexiones entre
contenidos, conexiones de simplificacién, complejizacion, transversales y auxiliares.

e El Conocimiento de las prdcticas matemdticas (KPM), es el conocimiento de cémo
se procede cuando se hacen Matemadticas, su sintaxis; por ejemplo, como se define o
como se demuestra.

El dominio del Conocimiento Didéctico del Contenido (PCK) se compone de los
subdominios:

e El Conocimiento de las Caracteristicas de Aprendizaje de las Matemdticas (KFLM)
parte de la necesidad que tienen los profesores de entender cémo piensan sus alumnos
al realizar actividades y cuestiones matemadticas (dificultades de aprendizaje y modos
de pensamiento), y se centra en como se aprenden las matemadticas (Carrillo et al.,
2018). Puede ser un conocimiento fundamentado en teorias sobre el aprendizaje mate-
matico o en la reflexion del profesor sobre su experiencia.

e El Conocimiento de los estdndares de aprendizaje de las matemdticas (KMLS) se re-
fiere al conocimiento sobre lo que se establece un estudiante debe aprender y con qué
nivel de profundidad. Ademds del curriculo prescriptivo, el conocimiento puede pro-
venir de otros documentos sobre estandares de aprendizaje (0 de exdmenes o pruebas
evaluadoras externas al centro, como podrian ser las pruebas PISA) e investigaciones
que ofrecen recomendaciones al respecto.

e El Conocimiento de la enseiianza de las Matemdticas (KMT) lo conforman los co-
nocimientos que posee el profesor sobre representaciones del contenido de cara a su
ensefanza. Incluye, entre otros, el conocimiento de ejemplos, recursos, actividades y su
potencialidad en la ensefianza de un tema.

En este caso, los ejemplos para la ensefianza tienen un papel relevante en el MTSK,
particularmente en el KMT, pues forman parte de los mecanismos de ensefianza de los que se
puede valer el profesor.

2.2 Secuencias de ejemplos y variacion

La nocién de ejemplo ha sido caracterizada por diferentes autores (Bills et al., 2006;
Zodik & Zaslavsky, 2008) de acuerdo con diferentes dmbitos (matemdticos y/o de ensefianza).
En este trabajo consideraremos que un ejemplo es “un elemento de una coleccién de objetos
(entes) que es utilizado en una determinada situacién de ensefianza/aprendizaje porque evi-
dencia determinada, o determinadas caracteristicas” (Figueiredo, 2010, p. 36).

Conviene sefialar que, si se pretende mostrar cierta o ciertas caracteristicas de un
concepto o procedimiento matemdtico a través de un tnico ejemplo, dicho aspecto puede
quedar invisibilizado. Asi, el uso de secuencias de ejemplos intencionados permite resaltar
las caracteristicas del concepto, favoreciendo el aprendizaje de los estudiantes (Figueiredo
& Contreras, 2015; Kullberg et al., 2017). Para lograr resaltar aspectos criticos es recomen-
dable proponer combinaciones de ejemplos que dirijan la atencién de los estudiantes hacia
aquello en lo que se quiere focalizar la atencion (Bills et al., 2006). Asimismo, Figueiredo et
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al. (2009) mencionan que en las secuencias de ejemplos elaboradas de manera clara se pue-
den diferenciar dos objetivos diferentes, (i) las que sirven para estimular la generalizacién de
algin concepto matemadtico y (ii) aquellas que permiten profundizar en la fluidez de cdlculos
y procedimientos.

La conciencia sobre ejemplos y secuencias de ejemplos estd relacionada con la idea
de hacer que ocurra el aprendizaje desde una perspectiva relacional y perceptiva (Marton &
Booth 1997; Marton & Tsui 2004). En este sentido, Marton & Booth (1997) dieron pie a una
nueva forma de ver el aprendizaje de las matemadticas sobre la base de que “aprender consiste
en hacer nuevas distinciones; simultdneamente, discernir algo de, y relacionarlo con, un con-
texto” (Figueiredo, 2010, p.107, citando a Marton & Both, 1997). Esta teoria sefiala que “Si
un aspecto de un fenémeno o evento varia mientras otro u otros se mantienen inalterados, se
observara el aspecto cambiante” (p. 107). La parte del contenido que varia es llamada Dimen-
sién de la variacion.

La teoria de la variacion se apoya en la idea que el aprendizaje implica visualizar o
experimentar aquellos aspectos criticos de un objeto de aprendizaje (Marton & Booth, 1997,
Marton, 2015). Este objeto de aprendizaje debe proporcionar respuestas a la pregunta ;Qué
se debe aprender? (Kullberg et al., 2017) sobre la base de tres pilares: (1) el contenido, (2) el
objetivo educativo y (3) lo que se necesita aprender (aspectos criticos). Por ejemplo, si en una
secuencia de radicales \/4, 8, v 12, V16 se quiere mostrar la descomposicion de radicales, este
es el aspecto critico, el factor r 4 = 2% el invariante y la 1,2, 3,4, ... la dimension de variacion.

En este sentido, Kullberg et al. (2017) comentan que la teoria de la variacion muestra
de manera especifica las condiciones que se deben dar para el aprendizaje. Permite justificar
el fracaso en el aprendizaje cuando los estudiantes no desarrollan el sentido de lo que se pre-
tendia ensefiar, es decir, no han discernido los aspectos criticos en el aprendizaje mas que los
necesarios para la adquisicion del concepto. En este sentido, los autores plantea que:

la idea central de la teorfa de la variacion es que el discernimiento es una
condicién necesaria del aprendizaje: qué aspectos a los que prestamos atencién o
discernimos son de importancia decisiva para la forma en que entendemos o experi-
mentamos el objeto de aprendizaje. Sin embargo, el discernimiento no puede ocurrir
sin que el alumno haya experimentado. (p. 560)

En esta teoria, el aprendizaje significa la formacién de nuevas relaciones y formas dife-
rentes de aprender, es decir, aprender a ver algo de cierta manera equivale a discernir ciertas
caracterfsticas criticas de ese fendmeno y enfocarse en ellas simultdneamente (Marton, 2009).

Esto conlleva que experimentar la variacion, permite centrar el foco en aquellos aspec-
tos/caracteristicas criticas y patrones de variacion e invariancia, ofreciendo directrices para
el aprendizaje, es decir, que si “un aspecto de un fenémeno o evento varia mientras otro u
otros se mantienen inalterados, se observard el aspecto cambiante” (Figueiredo y Contreras,
2013, p. 48).

3. ASPECTOS METODOLOGICOS

Para el desarrollo del objetivo, desde un enfoque cualitativo (Bassey, 1999), adoptamos
un estudio de caso de tipo instrumental (Stake, 1999), que permite estudiar “la particularidad
y la complejidad de un caso singular, para comprender su actividad en momentos relevantes”
(Stake, 1999, p. 11), logrando un estudio minucioso y profundo sobre caracteristicas signifi-
cativas del objeto en cuestién, que en este trabajo consiste en comprender en profundidad el
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conocimiento especializado que moviliza una profesora cuando ejemplifica a partir de
secuencias de ejemplos intencionados de la ecuacion cuadratica.

3.1 Laprofesorainformante

La eleccion de la profesora responde a dos motivos relevantes: el primero es su
voluntad de participar en el trabajo, y el segundo, su accesibilidad (Loughran et al., 2008).
La profesora que participa como informante en la investigacién (de seudénimo Jenny), al mo-
mento de recolectar la informacion hacia clases en 3° grado de ensefianza media (16-17 afios)
en una escuela subvencionada de Chile. Tenia cinco afios de experiencia docente y la consi-
deracién de participar en la investigacion se debi a que fue una de las mejores graduadas de
su generacion del grado de Licenciatura en Ciencias. Ademds, ella cursaba un programa de
formacidén pedagdgica y disponia con la motivacion de perfeccionarse en la ensefianza de la
matematica.

3.2 Recolecciény analisis de la informacion

Por medio de la observacién no participante (Creswell, 2007) se videograbaron siete
clases destinadas a la ecuacién cuadratica, que incluyeron todos los temas relacionados con la
ecuacion cuadrética. En la tercera clase, la profesora ensefid la resolucién de ecuaciones cua-
dréticas usando la formula. Como parte de esta tercera clase, se trabajé en la descomposicion
de radicales como una alternativa al uso de la calculadora. Posterior al analisis de las clases,
se aplicaron entrevistas semiestructuradas, las que sirvieron como un instrumento comple-
mentario para profundizar en el conocimiento especializado de Jenny, buscando profundizar
en aspectos relevantes (Kvale, 2011) de su conocimiento.

Las videograbaciones fueron transcritas para su tratamiento y buisqueda de secuencias
de ejemplos que resaltaron caracteristicas de los aspectos de variacién e invarianza. La en-
seflanza, a partir de ejemplos y secuencias de ejemplos, fue transcrita y dividida en unidades
de informacion, que se corresponden con las declaraciones orales y/o escritas de Jenny, y al
referenciarlas, consideramos las lineas transcritas en las que se localiza la evidencia/indicio de
conocimiento. De acuerdo con Flores et al. (2014), una evidencia permite afirmar la presencia
de un conocimiento del profesor, ya sea superficial o profundo, mientras que un indicio es una
sospecha de la existencia o no de un conocimiento que emerge por alguna declaracién o acto
del profesor en el acto de enseianza; y que necesita informacién extra para ser corroborado.

Para el andlisis de los significados del discurso de Jenny y su conocimiento espe-
cializado, usamos la técnica de andlisis de contenido (Krippendorff, 1990), considerando
las etapas de descripcion, andlisis e interpretacion de los datos (Johnson, et al., 2014). La
descripcién corresponde a la seleccion de las unidades de informacion al transcribir la en-
seflanza de la descomposicién de radicales a partir del uso de la secuencia de ejemplos. En
el andlisis se identifican las caracteristicas de las unidades identificadas para describir el
conocimiento especializado que moviliza la profesora Jenny. Y en la interpretacion, reali-
zamos una lectura conjunta y transversal de las evidencias, fundamentando la comprension
del conocimiento de la profesora.

La validacién de la investigacion se logré por medio de la triangulacién de consenso
entre expertos (Flick, 2007), y para el rigor de la investigacién seguimos los criterios pro-
puestos por Guba (1983, citado en Dorio et al., 2004) que son: credibilidad, transferibilidad,
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dependencia y confirmabilidad. La credibilidad implica dar valor de verdad a la investiga-
cion, es decir, que los resultados recolectados se ajusten a la realidad observada en el aula
de clases; la transferibilidad se refiere a que los resultados de esta investigacion sirvan de
base como conocimiento en otros espacios y como referencia investigativa; la dependencia
de los resultados se relaciona con su consistencia, y su capacidad de mantenerse estables en
el tiempo; y la confirmabilidad implica que la informacién y los resultados de esta investi-
gacion fueron consensuados y discutidos por los investigadores de este trabajo, orientando
hacia la objetividad y neutralidad.

4. RESULTADOS

En este escrito nos centramos en una de las secuencias de ejemplos utilizados por
Jenny relacionada con la descomposicién de radicales. En esta secuencia identificamos el
MTSK manifestado por Jenny en relacién con la ejemplificacion de aspectos criticos de la
descomposicién de radicales, que se derivan del uso de la férmula x= @ cuando rea-
lizaba la resolucion de ecuaciones cuadréticas completas de la forma ax?+ bx + ¢ = 0, , con
a, by c diferentes de cero.

41 Secuencia de ejemplos para la descomposicion del radical de la formula

Cuando Jenny ensefiaba la resolucién de ecuaciones cuadriticas por medio de la for-
mula, junto con los estudiantes, se dio cuenta de que en algunos casos la cantidad subradical
no tenfa raiz cuadrada exacta, y presentd una secuencia de cuatro ejemplos (que fueron espon-
tdneos) de raices no exactas para explicar la descomposicidn. La secuencia de ejemplos que
presenta es (a) V8, (b) V18, (© V76 y (d) V648 , la que estéd en orden de gradualidad. Esta se-
cuencia tenfa como objetivo la descomposicién de los radicales para establecer relaciones con
las propiedades de las raices. Estos ejemplos son usados por Jenny cuando, en la resolucion de
las ecuaciones cuadraticas, la cantidad subradical no es exacta.

En la entrevista se le pregunta a Jenny por qué muestra este conjunto de ejemplos a los
estudiantes y con qué motivo:

Jenny: Para mi tiene que ver con un tema de comprender desde la raiz mas
prima, de comprender que en el fondo son 22 y si yo por ejemplo pudiese descom-
poner esa raiz desde la geometria u otra drea, lo podria usar, no es que no es vilida la
V8. Quizds también tiene que ver con las pruebas estandarizadas, las pruebas estan-
darizadas, la solucién viene en una solucién como la minima expresion.

A partir de lo que comenta Jenny, identificamos conocimiento sobre formas de repre-
sentar las radicales de manera diferente pero equivalente (Kol-registros de representacion).
Usa diferentes ejemplos para mostrar la descomposicion de los radicales como una estrategia
(KMT-estrategias, técnicas, tareas y ejemplos) para que los estudiantes recuerden formas al-
ternativas al expresar una cantidad radical no exacta.

Jenny muestra estos ejemplos, considerando lo que deben saber los estudiantes en las
pruebas estandarizadas (KMLS-nivel de desarrollo conceptual y procedimental esperado),
pues sabe que dentro de los objetivos del programa de estudio del nivel (3° medio, 16 a 17
afios) los estudiantes deberdn saber descomponer radicales en la resoluciéon de ecuaciones
cuadraticas.
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En el caso del primer radical, v8,, Jenny pregunta a los estudiantes: “La raiz de ocho
;De qué otra manera la podemos escribir?”, y un estudiante responde: “Raiz de cuatro por
dos”. A partir de la respuesta del estudiante, Jenny explica:
Jenny: Perfecto ;Qué haciamos ahi? {Muy bien!, y nos quedaba ;Cierto?, que esto
era, dos ;Raiz de?, dos [Anota 22 (Cierto? Porque la raiz de cuatro, la podiamos sepa-
rar en dos raices, la raiz de cuatro, por la raiz de dos ;Cierto? Entonces la raiz de cuatro
era dos y nos quedaba dos raiz de dos. ;Se acuerda de eso forma tipica de raices?

De la respuesta de Jenny identificamos KoT (procedimientos), pues Jenny conoce
como se lleva a cabo el algoritmo convencional para descomponer radicales no exactos, de
modo tal que uno de los factores pueda tener raiz cuadrada exacta y el otro factor sea un nu-
mero irracional.

Para los siguientes ejemplos, V18 y V16, Jenny, procede de forma similar a la anterior.
Para el , los estudiantes logran representar el v 18=«/(9 ¢ 2),, aludiendo a los factores 9 y 2, ante
lo cual Jenny valida las respuestas de los estudiantes:

Jenny: Raiz de nueve por dos ;Cierto? y la forma tipica entonces ;Nos que-
darfa? raiz de nueve por raiz de dos, que es lo mismo que decir tres raiz de dos, en
el fondo el nueve ;Cierto? tiene raiz exacta... queda multiplicando la raiz de dos
[Anota 3v2 ] ¢Se acuerda o no se acuerda ahora?

De este fragmento, Jenny muestra procedimientos (KoT) para descomponer radicales
cuadrados que no son exactos y expresarlos de forma equivalente. En el tercer caso, V12, es Jenny
quien entrega la forma de expresar la descomposicion, debido a que esta no es directa, escribiendo
V72 = (36 * 2) , descomposicién que finalmente expresa como . De este procedimiento (KoT),
Jenny sabe que cuando la cantidad subradical se descompone en factores, uno de ellos debe tener
raiz cuadrada exacta y que estos factores se pueden escribir como producto de raices.

Del célculo de la dltima raiz que presenta Jenny (648), 1o primero que evidenciamos es
KoT (procedimientos-;como se hace?), pues sabe que como algoritmo alternativo se puede
proceder via ensayo y error hasta ir encontrando factores con raices cuadradas exactas simples
(KMT-estrategias, técnicas, tareas y ejemplos). Por ejemplo, cuando explica: “Ah por dos
[Corrige] ;Ya; ;alguno de estos tiene raiz exacta fdcil? No, por ahora no me sirve mucho
esto, pero podemos ir descomponiendo... si volvemos a poner un dos. ;Dos por cudnto me da
Trescientos veinticuatro? ;Cudl es la mitad de trescientos?”, lo que alude a ir probando facto-
res para obtener 648. Esto se refleja cuando descompone 648 en 324 « 2, luego el 324 en 162
2, finalmente menciona “S7, pero aiin hay mds niimeros todavia [Ya! Y aqui es ir jugando en
realidad... el mds grande que me va a servir va a ser treinta y seis por dieciocho comprobé-
moslo, seis por ocho, cuarenta y ocho.

En relacién con la seleccion de la secuencia de ejemplos, Jenny nos responde:

Jenny: fueron ejemplos que emergieron en el momento para profundizar en un
concepto, particularmente que se pudieran descomponer de raices, porque no podian
con aquellas no exactas. Notar que acd lo que si intencioné es que las cantidades
subradicales fueran en orden creciente, porque la primera es relativamente asequible
descomponerla en , la segunda también es asequible en , y la raiz cuadrada 76 y 648
ya no es tan simple, pero también se descomponen con el 2, lo que ademds es una
forma diferente de mostrar las raices.

Jenny pone en juego conocimientos sobre la descomposicion de radicales no exactos,
evidencidandose KMT (estrategias, técnicas, tareas y ejemplos), dado que selecciona ejem-
plos adecuados para profundizar en el concepto. Asi mismo, establece como estrategia de en-
seflanza una gradualidad en la selecciéon de los ejemplos para profundizar en la comprension
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de la descomposicion por dos (KMT-estrategias, técnicas, tareas y ejemplos), estrategia de
ensefianza que emerge, dado que Jenny conoce posibles dificultades (KFLM) de los estu-
diantes en lo operacional y/o conceptual.

Los ejemplos que usa en orden creciente nos informa de su conocimiento de cémo sus
estudiantes aprenden, y con ello establece una relacién en la descomposicion de radicales y
los procedimientos que usan los estudiantes (KFLM-formas de interaccién con un contenido
matemadtico). Jenny es también consciente de que los radicales se pueden descomponer como
producto de radicales Va*b*)=+vaesV(b?)=Dbe+vaseV(b’),donde b es un cuadrado perfecto,
conociendo una forma alternativa de expresarlo. Al respecto sefiala que: “en el contexto edu-
cativo en el que estdn los estudiantes se hace necesario que ellos logren identificar formas
distintas de representar esas raices cuadradas”. Esto muestra indicio de conocimientos sobre
el papel que tiene la teoria de representaciones semidtica en la ensefianza de los conceptos
(KMT-teorias de enseiianza).

La secuencia de ejemplos que plantea Jenny al ejemplificar el concepto de radical cua-
drado no exacto hace que éstos sean coherentes con el objetivo planteado. En estos casos (en
contexto escolar) usa la propiedad de radicales para la descomposicion (KoT-definiciones,
propiedades y sus fundamentos). Con esta ejemplificacion de la idea de descomposicioén se
releva la variacion en medio de la invarianza, siendo el aspecto critico la descomposicién por
2 (KFLM-teorias de aprendizaje), lo que es manifestado por Jenny al conocer las dificultades
de los estudiantes.

En efecto, dado que Jenny considera la descomposicion de radicales no exactos como
un contenido de cursos anteriores (KMLS-secuenciacion con temas anteriores), usa como
estrategia el ensayo y error (KMT-estrategias, técnicas, tareas y ejemplos) para descomponer
por dos los radicales (aspecto invariante), es decir, iterativamente va dividiendo por dos para
llegar a la cantidad subradical irreducible. Esto lo mostramos en el siguiente fragmento (se
muestra el procedimiento de \/648):):

P :jYa! Busquemos factores que multiplicados me den seiscientos cuarenta y
ocho.

: Tres veinticuatro.

: Trescientos veinticuatro por uno.

: {No! Por dos.

: Ah por dos [Corrige] jYa! alguno de estos ;Tiene raiz exacta facil?
: No.

: No, por ahora no me sirve mucho esto, pero podemos ir descomponiendo...
si volvemos a poner un dos. ;Dos por cudnto me da Trescientos veinticuatro?
(Cudl es la mitad de trescientos?

U m v m T

: Ciento cincuenta.

P : Ciento cincuenta, la mitad de ;Veinte? Seria ciento sesenta ;La mitad de
cuatro?
E  :Dos.

P : Dos. Ciento sesenta y dos [Descompone 648 en 324 2 y luego en 162 » 2]
(S1? 'Y hasta ahora no me sirve tampoco, pero aqui tengo dos, que podria ser.
Dos por dos, cuatro, por ciento sesenta y dos y me da ese seis cuarenta y Ocho,
(El cuatro me serviria? ...
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De la interaccién de Jenny con los estudiantes, aflora el aspecto critico que hace patente
en la ejemplificacion de los radicales no exactos. Esto se observa en el mecanismo de dividir
iteradamente por 2 hasta llegar a una expresion irreducible (KoT-procedimientos). En este
caso, identificamos dos dimensiones de variacion posible, el factor “a” y el “b” en la cantidad
subradical. En el caso de la seleccién de esta secuencia de ejemplos, donde aparecen aspectos
de variacidn, Jenny centra la atencién del estudiante en lo que varia, que es el factor , mante-

niendo invariante el factor a = 2.

En estos dos tltimos ejemplos de la secuencia el aspecto invariante no es directo como
en los dos primeros ejemplos V(24 y V(2 * 9)) donde 4 y 9 son cuadrados perfectos. En los
ejemplos de y al descomponer como producto no resulta un factor que sea cuadrado perfecto
de manera directa, lo que lleva a Jenny a seguir dividiendo por dos. Para V76 = V(2  38) y
luego \/(2 °e238)= \/(4 ¢ 19) siendo 2 ¢ 2 = 22 el aspecto critico invariante, y para V648 = \/(23
* 81) evidencidndose el aspecto invariante.

Aun cuando Jenny no mostr6 evidencias de conocimiento explicito sobre teorfas de aprendi-
zaje (teoria de la variacién), moviliza, controladamente, las dimensiones de variacién posibles para
que los estudiantes experimenten y centren la atencién en un aspecto critico y no en todos a la vez.

La Tabla 1 muestra una sintesis de conocimientos de Jenny en relacion con el tema de la
descomposicion de radicales, como parte de la resolucion de las ecuaciones cuadrdticas.

Tabla 1. Indicadores de conocimiento movilizado por Jenny.

Sub/

Dominio Ao Categoria/indicador que Jenny conoce/sabe
dominio

Definiciones, propiedades y sus fundamentos. Conoce la propiedad de la descom-
posicion de radicales de indice par dos Viaeb?)=vaev(b?>)=beva(a=0).
Procedimientos. Sabe los procedimientos habituales para descomponer un radical
a una expresion irreducible.

MK
KoT

Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos. Conoce secuencias de ejemplos adecua-
dos para mostrar la descomposicion de radicales y profundizar en la comprension
del procedimiento.

Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos. Sabe que una estrategia de ensefianza en
seleccionar una secuencia de ejemplos de manera gradual en complejidad.

Teorias de ensefianza. Podria conocer la teoria de registros de representacion semioti-
ca para mostrar diferentes formas de representar los radicales al descomponerlos.
Estrategias, técnicas, tareas y ejemplos. Sabe que una estrategia de ensefianza es
el ensayo y error en la descomposicién de radicales.

KMT

Fortalezas y dificultades. Conoce posibles dificultades que tienen los estudiantes
al descomponer radicales.

Formas de interaccion con un contenido matematico. Conoce la forma en que los
estudiantes proceden en relacion con el objeto matematico, graduando la secuencia
de ejemplos.

Teorias de aprendizaje. Podria conocer elementos de la teoria de la variacion en el
aprendizaje de los estudiantes, dado que moviliza aspectos criticos de esta teoria.

PCK

KFLM

Secuenciacion con temas anteriores. Conoceria los contenidos de cursos previos
para la ensefianza de la descomposicion de radicales.

Nivel de desarrollo conceptual y procedimental esperado. Sabe que curricular-
mente la descomposicidn de radicales es un contenido del nivel de ensefianza que
sirve de base para la resolucion de ecuaciones cuadraticas.

KMLS

Fuente: Elaboracién propia.
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5. CONCLUSIONES

A partir del uso de secuencias de ejemplos intencionadamente seleccionados, se obser-
va que se manifiestan conocimientos especializados en el dominio del conocimiento matem4-
tico y didactico del contenido. La secuencia de ejemplos que utiliza la profesora permite que
afloren aspectos criticos (Kullberg et al., 2017) en la ensefianza de la descomposicién de radi-
cales, permitiendo que los estudiantes centren su atencion en aspectos particulares (variacion)
en medio de aquellos que son invariantes. Ademds de esto, se observa que en la seleccion
consciente de ejemplos que realiza la profesora, ella considera aspectos del aprendizaje de los
estudiantes (niveles de complejidad). Esta consideracion le permite seleccionar ejemplos, cen-
trandose en el aspecto critico, que es la divisién de la cantidad subradical por dos.

Tanto en la seleccién como en el uso de los ejemplos de la secuencia, la profesora mani-
fiesta, en mayor medida, conocimiento sobre estrategias, técnicas, tareas y ejemplos (KMT),
formas de interaccién con el contenido matemdtico y fortalezas y dificultades (KFLM). Esto
parece estar en concordancia con el conocimiento curricular de la profesora sobre los conte-
nidos previos (KMLS). Estos conocimientos dan cuenta de su conocimiento sobre los temas,
especialmente en cuanto a procedimientos y propiedades.

Es importante resaltar la fuerza que se da entre la seleccion intencionada y deliberada
de ejemplos (consciencia), cuando es claro lo que se quiere ejemplificar (la descomposicion
por dos), y el conocimiento diddctico del contenido que es movilizado y como nutre al cono-
cimiento matematico para la ensefianza. Aun cuando este trabajo aporta en la linea del MTSK
y la ejemplificacién, creemos que se debe enfocar este trabajo en la formacién de profesores,
en la misma linea de desarrollo que proponen Adler & Pournara (2020), como también, abrir
espacios de desarrollo para el formador de profesores.
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