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Resumen?

Se hace un recuento histérico de las Geometrias iniciando con Pitdgoras,
en lo que se denomina “Programa de...”, el cual refiere al matematico o
lugar de procedencia de cada uno. Después de la teoria de la relatividad
no se deberia separar lo espacial de lo temporal y por esto debe hablarse
de intervalos temporoespaciales. Por esta razon, se define el “cronoto-
po”, que resalta la fusién del tiempo y el espacio en una nueva construc-
cién mental y también se propone que la cronotopia sea el tratado de los

aspectos 16gicos y métricos del cronotopo y sus extensiones.

Se enfatiza la importancia de incluir en la educacién matematica for-
mal la cronotopia en la educacién primaria, secundaria, universitaria y
ademads en la investigacién matematica, siguiendo el proceso de explora-
cioén, conceptualizacién, generacién y puesta a prueba de conjeturas, ar-
gumentacién y comprobacién y terminar con la vuelta a la visualizacion-
corporalizacién de las soluciones. Esta nueva visién de matemadtica se
llamaria “Programa de Bogotd” y propone reforzar el pensamiento tem-

poroespacial.
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Abstract

The paper develops a historical account of a few famous geometry pro-
grams, starting with Pythagoras’ Program or the Crotona Program. Other
programs will be identified with the name of a person or of a city, de-
pending on the mathematician who proposed it or the city where he lived
or worked when the given program was proposed. The most famous is
the Erlangen Program. After the theory of relativity, no geometry pro-
gram should separate spatial from temporal aspects. Thus, instead of
space regions or intervals and time lapses or intervals, we should rather
think and speak of spatio-temporal intervals. For this reason, the cen-
tral object of study for future geometry programs should be called “The
Chronotope”, a word that highlights the fusion of time and space in a
new 4-dimensional construct. “Chronotopy” should be the correspond-
ing name for the theoretical study of the logical and metric aspects of
the Chronotope and its extensions to higher dimensions. Chronotopy
spreads out into four intertwined disciplines: Chronology, Chronometry,
Topology, and Topometry. Chronotopy should be included in primary,
secondary, and tertiary Mathematics Education, and also as a central line
of mathematical research, following the process of exploration, concep-
tualization, formulation, and testing of conjectures, reasoning and prov-
ing, then returning to visualization and embodiment of some aspects of
the solutions. This new vision of what was called “Geometry” is called
“the Bogota Program” and proposes to strengthen spatio-temporal think-
ing and reasoning from early education to advanced research endeavors.

Key words

Mathematics Education, Chronotope, Spatiotemporal Thought, Geome-
try.

1. Introduccion

En la ciudad de Crotona, al sur de Italia, un legendario personaje venido del
Asia Menor, después de conocer la agrimensura egipcia, establece una cofradia
de maestros y aprendices de lo que entonces se empez6 a llamar “ta mathema-
tika”, las cosas que habia que aprender. Dentro de ellas, estaban, ademads de la
astronomia y la musica, la aritmética y la geometria, cuya traduccién directa
es precisamente “agri-mensura”: la medida de los campos.

Podriamos decir que ese legendario personaje se propuso un primer programa
para lo que hoy seguimos llamando “geometria”: podriamos llamarlo “el Pro-
grama aritmo-geométrico de Pitdgoras”, o “Programa de Crotona”, que pre-
tendia estudiar los nimeros figurados, triangulares, cuadrados, rectangulares
oblongos, pentagonales, piramidales, cibicos y prismaticos, ligando asi inex-
tricablemente la aritmética y la geometria.
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En la ciudad de Alejandria en el siglo IV antes de nuestra Era, un paciente
lector de manuscritos de las distintas escuelas matemadticas griegas, la eledtica,
la milesia, la pitagérica y la ateniense, se propuso otro programa ambicioso:
unificar todo lo conocido entonces sobre la geometria en un tratado que alcan-
z6 a 13 libros, algunos de los cuales comenzaban con definiciones, axiomas
0 nociones comunes y postulados que permitieran reconstruir por deduccién
l6gica todas las proposiciones aceptadas en su época. Podriamos llamarlo “el
Programa de sistematizacién geométrica de Euclides”, o “Programa de Ale-
jandria”. Este programa se cultivé sin competencia durante casi 20 siglos, y se
sigue cultivando hoy dia en forma renovada después de la reformulacién de los
axiomas de la geometria por Hilbert a finales del siglo XIX.

En el siglo XVII se dieron dos revoluciones en la geometria. La primera y
mads estudiada en Occidente fue la revolucién que produjo Descartes con la co-
rrespondencia entre ecuaciones algebraicas y lugares geométricos en el plano,
con lo que naci6 la geometria analitica. El propésito de realizar este ambicioso
objetivo podria llamarse “el Programa de geometria analitica de Descartes” o
“Programa de Leiden”, por la ciudad en donde se publicé el apéndice geomé-
trico al “Discurso del Método” en 1637.

Por la misma época ocurrié también otra revolucién silenciosa, proveniente de
la tradicién no escrita de los constructores de catedrales y de los canteros y
picapedreros franceses, la de la geometria proyectiva de Desargues, con su ri-
co lenguaje botanico de arboles y ramas, sombras y puntos en el infinito. Esta
propuesta, no comprendida en su tiempo, se podria llamar “el Programa de la
geometria proyectiva de Desargues” o “Programa de Lyon”. Este programa fue
continuado por Pascal y, mds tarde, ya a finales del siglo XVIII y comienzos
del XIX, por Monge, Gergonne, Poncelet y Chasles en Francia y por Mobius,
Pliicker y Jakob Steiner en Alemania. Estos serfan los cuatro primeros progra-
mas para lo que se suele llamar “geometria”. Pero hubo otros mds (para mds
detalles sobre estos programas, se puede consultar muy provechosamente la
segunda edicién de la historia de las matemdticas de Carl Boyer, cuidadosa-
mente editada por Uta Merzbach, Boyer & Merzbach, 1968/1989).

2. Gaussy la geometria diferencial

Después de Descartes y Desargues, fueron los trabajos de Gauss sobre la geo-
metria de las superficies los que produjeron la gran revolucién geométrica de
comienzos del siglo XIX. Las curvaturas de las superficies no dependian ya
de su inmersién en el espacio tridimensional ambiente, sino de mediciones de
longitudes de caminos por operaciones diferenciales intrinsecas a la superficie
misma. La geometria diferencial nacié en 1827, de una vez tan hermosa co-
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mo la Venus de Botticelli, con el trabajo de Gauss sobre teoria general de las
superficies (“Allgemeine Fldchentheorie”). A este estilo de trabajo podriamos
llamarlo “el Programa de Geometria Diferencial al estilo de Gauss” o “Pro-
grama de Gottingen”, continuado por Bernhard Riemann, quien escribi6 para
su habilitacién en Gottingen tres conferencias, de las cuales Gauss escogid pa-
ra presentacion publica la que versaba sobre geometria. Asi leyé Riemann en
1854 su conferencia: “Sobre las hipétesis que subyacen a la geometria”, en la
que prepard el camino para la futura teoria de la relatividad general de Einstein.

3. Las geometrias de Lobatchevsky-Bolyai-Gauss

Con el fracaso de Lagrange para demostrar el quinto postulado de Euclides
a partir de los otros cuatro y las nociones comunes, con el fallido trabajo de
Gerolamo Saccheri en Pavia, quien crey6 haberlo logrado, y con las conside-
raciones de Lambert, la geometria estaba lista para que el genio de Gauss, la
vision de Lobatchevsky y el paciente trabajo de Bolyai produjeran hacia el afio
1820, independientemente y casi simultineamente, una geometria en la que no
sélo existiera una paralela a una recta dada por cada punto exterior a ella, sino
que todas las rectas pertenecientes a un haz de rectas que pasaran por un punto
exterior a otra recta dejaran de cortarla. En honor a Gerolamo Saccheri, por
la ciudad de Pavia, en donde vivié y ensefid, podemos llamar a este estilo de
trabajo geométrico mds alld y aun en contra de los axiomas de Euclides “el
Programa de Geometria No-Euclidiana” o “Programa de Pavia”.

3.1. Hamilton

En esa misma época, el escocés William Rowan Hamilton reformulé la me-
cénica clasica de Newton, D’ Alembert y Lagrange, considerando —ademas del
tiempo y de las tres coordenadas usuales de posicién— también los momentos
como tres nuevas dimensiones. Cred asi nuevos espacios, hoy llamados “espa-
cios de fase”, y nuevas maneras de trabajar sobre ellos. En 1843 inventd los
cuaternios, el primer cuerpo no conmutativo, al ocurrirsele agregar una dimen-
sién real a las triplas que representaban las tres dimensiones del espacio, antici-
péndose a las necesidades del pensamiento espacio-temporal de la relatividad
einsteiniana. Este estilo de trabajo anticip6 el espacio-tiempo de Minkowski y
las reformulaciones cuaternidnicas de la mecéanica cudntica. Podriamos llamar-
lo “el Programa de la geometria multidimensional de Hamilton” o “Programa
de Dublin”. En el trabajo de Hamilton sitdo el comienzo de lo que llamaré “la
cronotopia”.
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3.2. Grassmann

Por el mismo tiempo, en 1844, Hermann Grassmann inventé una manera de co-
dificar el espacio por medio de su teoria generalizada de la extension, la “Aus-
dehnungslehre”, demasiado avanzada para su tiempo. El suefio de Leibnitz de
un lenguaje simbdlico configurado por caracteres semejantes a los caracteres
chinos, llamado por €l “Characteristica Universalis”, tuvo un primer intento
de realizacién en la mencionada teoria de la extension o “Ausdehnungslehre”
de Grassmann. A este estilo de trabajo geométrico abstracto lo podemos lla-
mar “el Programa de la extensién generalizada de Grassmann” o “Programa
de Stettin”.

3.3. La topologia combinatoria

La extrafia invariancia de la suma del nimero de las caras y de los vértices me-
nos el nimero de aristas de los poliedros, notada por Descartes y Euler y que
hoy llamamos caracteristica de Euler-Poincaré, llevé a la biisqueda de otros
invariantes, como los nimeros de Betti; a las triangulaciones de las superficies
y a toda la topologia combinatoria, la cual se convertiria con los trabajos de
Poincaré y Brouwer, Spanier, Alexander, Eilenberg y MacLane en la topolo-
gia algebraica actual. Por el lugar de nacimiento de la teoria de los grafos con
la solucion de Euler al problema de los puentes de Konigsberg, podemos 1la-
mar a este estilo de hacer topologia “el Programa topolégico combinatorio” o
“Programa de Konigsberg”.

3.4. ElPrograma de Erlangen

El més famoso de todos los programas de trabajo en geometria es el llamado
“Programa de los grupos de transformaciones de Félix Klein” o ‘“Programa
de Erlangen”. En 1872, Félix Klein propone como leccién inaugural a su pri-
mera catedra en la Universidad de Erlangen la conferencia “Observaciones
comparativas sobre nuevas investigaciones geométricas”, mds conocida como
“Programa de Erlangen”.

En él utiliza la conceptualizacién de los grupos que con Sophus Lie habia
aprendido recientemente de Camille Jordan en Paris, y asi logra elaborar una
escala de geometrias que van desde la topologia, como geometria correspon-
diente al grupo de las transformaciones continuas, a la proyectiva, la afin y la
euclidiana, con subgrupos cada vez mas limitados, como el de las proyectivi-
dades y el de las afinidades, hasta llegar al grupo de las homotecias y al de las
transformaciones rigidas.
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3.5. La teoria de la relatividad de Einstein

La utilizacién de mudltiples herramientas de la geometria de Riemann, de las
transformaciones, de las matrices y determinantes, de los vectores y tensores
permitié a Einstein concretar en simbolos sus ideas revolucionarias sobre la
conjuncién del espacio y el tiempo en una variedad cuadridimensional. Min-
kowski y Reichenbach propusieron el tratamiento del espacio-tiempo con el
tiempo como variable en una dimensién imaginaria ortogonal a las tres dimen-
siones del espacio. Yo prefiero utilizar los cuaternios como la mejor manera
de tratar el espacio-tiempo, dejando el tiempo como variable real y las tres
dimensiones del espacio como tres dimensiones imaginarias ortogonales en-
tre si y con la del tiempo. No deja de ser atractiva la asociacién de ideas que
despierte la consideracién del tiempo como la dimensién real de los procesos,
mientras que las tres dimensiones del espacio estarian mds relacionadas con
nuestra imaginacion.

De la teoria de la relatividad surgieron nuevas geometrias, riemannianas y
pseudo-riemannianas, reales y complejas, elipticas e hiperbdlicas. Pero ello
significé que el nombre mismo “geometria” se quedara ya corto para el trata-
miento de esas nuevas construcciones mentales.

Los que prefieren las raices griegas a las latinas han propuesto para el espacio-
tiempo la palabra “cronotopo”, para resaltar —con las raices griegas “chronos”
y “topos” unidas entre si— la fusién del tiempo y el espacio en una nueva cons-
truccién mental.

Asi como la etimologia de la palabra “geometria” refiere al tratado de las me-
diciones de la Tierra (o de las tierras), o sea a la agrimensura, propongo que
la cronotopia sea el tratado de los aspectos 16gicos y métricos del cronotopo y
sus extensiones.

3.6. Elregreso de la intuicion temporoespacial

Desde la didactica de la geometria en las investigaciones en educacién mate-
matica, que querian devolver su lugar a la geometria en los programas escola-
res, se empezod a ver la dificultad de estudiar fisica, ingenieria y arquitectura
en las universidades sin haber estudiado geometria en los colegios.

Un programa de matemadticas que se habia reducido a la aritmética en los gra-
dos primero a séptimo; al dlgebra en octavo y noveno: a la trigonometria, la
geometria analitica y el cdlculo en los grados décimo y undécimo, no preparaba
para los estudios de tecnologias, ingenierias, arquitectura o disefio. Ni siquiera
para la fisica, que se reducia a lo que un profesor de décimo grado llamé “una
matemadtica rara”, en la cual se podian hacer aproximaciones, cancelaciones e
hipétesis intolerables para el rigor del matematico puro.
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Era tiempo de regresar a la intuicién espacial y, por qué no, a la temporal.
Mejor todavia, a la intuicién temporoespacial, que con la visualizacién y la
gestualizacion se va integrando mas en la corporalizacion de que nos hablan
Piaget (1946; 1948), Papert (1980), Lakoff y Nufez (2000).

4. Del pensamiento espacial o topico al pensamiento temporoes-
pacial o cronotopico

En la renovacién curricular del Ministerio de Educacién Nacional de Colom-
bia que se inicié en 1976, la Universidad Nacional de Colombia en Bogotd
nombré como asesor para el drea de matemadticas al matematico genovés Carlo
Federici, radicado en Colombia desde 1948. Federici habia sido mi profesor de
fundamentos de matemadtica, de 16gica y de fisica y dirigié mi tesis de licencia-
tura sobre filosofia de la ciencia. Dos afios después, la misma Universidad me
nombré a mi para remplazarlo en esa asesoria, labor que continué hasta 1993.
Como marco tedrico para los programas de la renovacién curricular propuse
una reconceptualizacién de las matemadticas escolares desde el punto de vista
de los sistemas.

Un sistema matematico tiene tres aspectos diferentes: sus universos de com-
ponentes o elementos, sus transformaciones u operaciones y sus relaciones o
nexos entre los componentes. Los llamo el sustrato del sistema, la dindmica
del sistema y la estructura del sistema.

En un articulo para la Academia Colombiana de Ciencias Exactas, Fisicas y
Naturales que escribi en 1991, extendi estas ideas a todos los sistemas mate-
maticos. En particular, definf un sistema geométrico minimal como un sistema
con al menos dos universos diferentes y al menos cuatro relaciones de inciden-
cia, una interna a cada universo y dos que conectaran los elementos de uno de
ellos con los del otro. A pesar del nombre “sistema geométrico”, era claro que
en ese tipo de sistemas minimales no habia nada de métrico.

En Colombia no hay actualmente un programa oficial para las matemadticas
escolares, sino unos lineamientos generales del drea de matematicas, que se
refieren al desarrollo de cinco tipos de pensamiento diferentes, aunque por su-
puesto relacionados: el numérico, el espacial, el métrico, el variacional y el
aleatorio o estocdstico. Hoy propondria que se hablara del pensamiento tem-
poroespacial, mds bien que sélo del espacial.

Respecto al pensamiento temporal, recuerdo que el Dr. Carlo Federici ponia
como ejercicio en sus cursos de fundamentos de matemaéticas encontrar todas
las relaciones posibles entre dos eventos en el tiempo. Tenemos que acudir a
la espacializacion de lo temporal para hacerlo, pero es muy informativo ver
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cuantas relaciones posibles hay entre s6lo dos eventos que ocurren en un tiem-
po unidimensional.

A través de ese ejercicio se ejercita el pensamiento temporal y se distingue
mas facilmente lo que parece una sutileza: el intervalo temporal vacio entre
los instantes inicial y final de un evento o proceso y el intervalo lleno o lapso
de tiempo que dura ese evento 0 proceso.

Hay que notar que la palabra “intervalo” ya trae implicito lo espacial, pues
se refiere al valle entre montafias: “inter-vallum”; en lo espacial, la palabra
“intervalo” tiene también la ambigiiedad de referirse a veces a la distancia
entre dos picos de esas montafas y a veces al valle que ocupa esa distancia, o
al camino mas o menos tortuoso que va de un pico a otro por el valle.

Estos ejercicios de pensamiento temporal hacen claramente diferentes al me-
nos cuatro significados distintos de la palabra “tiempo”: el tiempo como es-
tructura general de los procesos; el tiempo como una magnitud para los inter-
valos o lapsos temporales “llenos”, mds precisamente llamada “duracién”, ya
sea considerada como cantidad de duracién sin medirla todavia, o como me-
dida numérica de esa cantidad; el tiempo como otra magnitud para lo vacio,
llamada “intervalacién”, o para decirlo con otra espacializacion implicita, la
“distancia temporal” entre dos de esos mojones temporales sin medirla toda-
via, o como medida numérica de esa cantidad y, finalmente, el tiempo como
artificio de ubicacion de los instantes, eventos y procesos a partir de mojones,
relojes y ndmeros. Aqui se nota que la palabra “ubicacién temporal” encierra
también una disonancia, pues en latin, “ubi” significa “en dénde”, espacial-
mente hablando, no “cudndo”. Se deberfa pues hablar de “cuandicacién” en
vez de “ubicacién temporal”.

Después de la teoria de la relatividad no se deberia separar mas lo espacial
de lo temporal, y habria que hablar de intervalos temporoespaciales, sin ol-
vidar que un intervalo temporoespacial lleno congela los movimientos de los
cuerpos en el espacio en ciertas especies de trayectorias, lombrices o gusanos
cuadridimensionales que codifican lo que para nosotros es el movimiento de
un cuerpo.

Este pensamiento temporoespacial es incorporado, corporalizado, inscrito en
nuestro ser corporal y en nuestra movilidad, en los sentidos exteroceptivos e
interoceptivos, especialmente en el aparato coclear, que se ha llamado “el sen-
tido vestibular”, el cual nos indica la direccién vertical con respecto al campo
gravitacional local y nos alerta sobre los cambios de velocidad. Es importante
notar que el sentido vestibular no indica la ubicacién espacial, ni la velocidad,
sino la aceleracidon. No es pues un sentido “crénico” ni “tépico”, sino clara-
mente “cronotépico”.



La cronotopia, antes y después de la geometria 85

En un nuevo programa para el futuro de lo que solemos llamar “geometria’, la
primera propuesta es que el comienzo del trabajo privilegiado para la invencién
y la reflexién matematica deberia ser siempre ese mundo corporalizado de la
intuicién temporoespacial, lo que completa el cuadro de la visualizacién con la
gestualidad y la corporalizacién. En esa visualizacién-corporalizacién se ubica
(y se cuandica) el chispazo de la conjetura, el crisol de la conceptualizacidn,
el artificio gréafico o gestual para la expresién y la discusion entre colegas, asi
como la satisfaccion estética del problema resuelto.

Al quedar tan limitada la palabra “geometria”, que con su alusién a la Tierra y
a la agrimensura deja por fuera lo temporal y limita demasiado lo espacial, es
necesario introducir la palabra “cronotopia” y el adjetivo “cronotdpico” para
seflalar, como lo insinuamos arriba, con la unién raices griegas “chronos” y
“topos” los aspectos temporales y espaciales en su unidad.

5. Lo *-légico y lo *-métrico (la *-logia y la *-metria)

Ya he insinuado en el recuento histérico una tercera propuesta: tener en cuenta
la distincién clave para lo que podria ser un nuevo programa para esa cronoto-
pia que solemos llamar “geometria”. Se trata de la distincién entre los aspectos
16gicos y los aspectos métricos de los modelos y teorias cronotépicos.

Los aspectos 16gicos son anteriores a y necesarios para los aspectos métricos,
pero los métricos no son necesarios para los 16gicos. Més atn, el pasar dema-
siado pronto a los aspectos métricos puede y suele obstaculizar el desarrollo
de los aspectos 16gicos, de suyo mds importantes.

Uno de los problemas con la palabra “geometria” es que incluye de una vez los
aspectos 16gicos y los métricos en el nombre de la disciplina, pero no podemos
evitar esa inclusién con el uso de la palabra “geologia”, pues ya estd reservada
para las ciencias de la Tierra.

Volvamos al ejemplo del pensamiento temporal al estilo Federici. Una cosa es
el trabajo de encontrar las relaciones temporales entre dos eventos, que seria
analizar uno de los aspectos 16gicos de la estructura del tiempo, o sea “su
*-logia”, en este caso “la cronologia”, y otra cosa seria tratar de metrizar la
duracién de uno de esos eventos o la intervalacién entre el final de un evento
y el comienzo de otro posterior, que seria analizar aspectos métricos de la
estructura del tiempo, o sea “su *-metria”, este caso “la cronometria”.

En el pensamiento espacial, una cosa es el trabajo de producir, comparar, clasi-
ficar y analizar las propiedades de las lineas y de las figuras puntuales, lineales,
regionales, espaciales y ojald temporoespaciales, que seria analizar uno de los
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aspectos l6gicos de la estructura del espacio, o sea “su *-logia”, en este caso
“la topologia” en el nuevo sentido més amplio, y otra cosa seria tratar de metri-
zar la distancia entre dos de esos puntos o la longitud de una de esas lineas o el
drea de una de esas figuras regionales, etc., que seria analizar aspectos métricos
de la estructura del espacio, o sea “su *-metria”, en este caso “la topometria”.
La cronotopia se desdobla pues en la cronologia y la cronometria por el lado
temporal y en la topologia y la topometria por el lado espacial. Tenemos pues
la ecuacién que me sirve como definicion de la cronotopia:

Cronologia + Topologia + Cronometria + Topometria = Cronotopia

6. Lo *-légico y las reducciones proposicional y conceptual

6.1. Proposiciones y conceptos vs. formulas y términos

La *-logia de la cronologia y de la topologia —en el sentido amplio en que la
propongo— no se refiere Unicamente al estadio final de pulimento de una teoria
con una axiomatizacién y un despliegue hipotético-deductivo, por importante
que este estadio sea. La *-logia estd ya desde la visualizacién y la corporaliza-
cién de los modelos mentales e imaginados a partir de las experiencias diarias,
desde la aprehension que Raymond Duval llama “operatoria” de lo experimen-
tado o imaginado.

Las primeras proposiciones matemadticas de Tales, Pitdgoras y demds ge6me-
tras griegos antes de Euclides no pueden llamarse propiamente “teoremas”,
pues no se deducian de unos axiomas o postulados formulados explicitamente.
Eran relaciones matematicas, conjeturas plausibles derivadas de distintas for-
mas de visualizacidn, gestualizacion, dibujo o construccién mecdnica. No se
podia pues propiamente demostrarlas, sino mostrarlas con el dibujo y el gesto,
el lenguaje y la deixis. Se podian explicar, relacionar con otras y a lo mas se
podria argumentar a favor o en contra con razones intuitivas, de autoridad, o
con ejemplos e inducciones empiricas.

Paralelamente, los términos utilizados en esas proposiciones, relaciones o con-
jeturas no estaban definidos cuidadosamente, sino que se utilizaban tal como
circulaban en los lenguajes de la construccion, la agricultura y la agrimensura,
el comercio, el arte o la religién. La introduccién de términos técnicos y las
definiciones explicitas de los mismos tuvieron que venir mucho después.

En un nuevo programa para lo que ahora llamamos “geometria”, ese juego
de la *-logia del cronotopo se extenderia de la definicién de los términos a
la de los predicados y los operadores, no sélo para llegar a los primitivos no
definidos sino para llegar a las distintas posibles definiciones en discursos es-
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critos explicitamente formulados y regulados por distintos tipos de sintaxis, de
semdntica y de pragmatica.

7. Lo *-métrico y el regreso de las magnitudes y las cantidades

El éxito del programa analitico de Descartes para lo que se suele llamar “geo-
metria” se debid principalmente a la posibilidad de cerrar un célculo de seg-
mentos por medio de la multiplicacién y la division, las cuales producian otros
segmentos. Esto permitié reducir todas las magnitudes absolutas y relativas
unidimensionales a la longitud de un segmento de recta. Recuérdese que en
Euclides la multiplicacion de segmentos producia un rectdngulo y que su di-
visién producia una razén, que no era ni rectangulo, ni segmento, ni siquiera
ndmero.

La fisica de los siglos siguientes sigui6 tratando separadamente las magnitu-
des y las cantidades de cada magnitud, pero en las matematicas el éxito de
la geometria analitica hizo que se distrajera la atencion que antes se prestaba
a las distintas magnitudes y al tratamiento de las cantidades de las mismas.
Sobrevivieron sélo las distancias y las longitudes, confundidas muchas veces,
y las dreas y los volimenes, confundidos con las cabidas y las capacidades y
reducidos a productos de dos o tres longitudes.

Ya a comienzos del siglo XX Max Wertheimer (1945) investigé las nociones
de drea de los estudiantes de secundaria y media y encontré que no tenian
dicha nocién, sino que identificaban las dreas con ciertas formulas para calcu-
lar las 4reas de tridngulos, rectdngulos y circulos. Cien afios después podria-
mos encontrar exactamente la misma situacién (Fandifio Pinilla y D’ Amore,
2006). Todavia hoy considerariamos a un estudiante como geométricamente
competente si se sabe esas tres formulas de 4reas, si no confunde el 4rea con
el perimetro y si puede convertir metros cuadrados a centimetros cuadrados;
lo considerariamos un genio matemadtico en potencia si se sabe la formula del
drea de la esfera, si no confunde el 4rea de una bola con su volumen, y si cae
en la cuenta de que no se pueden convertir metros cuadrados a centimetros
cubicos.

En un futuro programa para la cronotopia volveriamos al estudio fino de las
magnitudes y las cantidades que propuso incansable e infructuosamente el Dr.
Carlo Federici durante 50 afios. Empezariamos por distinguir el objeto crono-
tépico de sus caracteristicas metrizables; para cada una de ellas precisariamos
la magnitud apropiada, distinguiriamos entre la cantidad respectiva como obje-
to métrico todavia anumérico, o sea sin asignarle todavia un nimero como me-
dida, y luego le asignariamos las distintas medidas numéricas de esa cantidad
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seglin procedimientos y sistemas métricos diferentes, hasta llegar al nimero
rotulado o “ndmero con letrero” que nos ensefi¢ Carlo Federici como distinto
del nimero natural, pues se trataria de un operador sobre una cantidad unitaria.

Asi, en las futuras cronometria y topometria se trataran precisamente las mag-
nitudes, sus cantidades anuméricas y sus medidas numéricas, las unidades co-
mo cantidades anuméricas a las que se les asignara el niimero 1 y no se con-
fundirdn los patrones de medida con las unidades. El patrén de medida es un
artefacto fisico que permita un procedimiento, mientras que la unidad es una
cantidad construida mentalmente que no tiene materia ni forma. Por ejemplo,
un centimetro cuadrado no es un cuadrito de un centimetro de lado; eso pue-
de ser un patrén para medir dreas por yuxtaposicién, pero no es una unidad. El
centimetro cuadrado como unidad no tiene materialidad de papel ni de pléstico
ni tiene forma cuadrada. Una unidad de area (o de volumen) no tiene forma.

En mis talleres de topometria he utilizado como unidades el centimetro trian-
gular y el centimetro circular, que se podrian realizar en patrones como tridn-
gulos equilateros de un centimetro de lado o como circulos de un centimetro
de radio. Pero las unidades respectivas no tienen forma circular, ni triangular ni
cuadrada. M4s atn, si se hace el ejercicio topométrico, resulta que la férmula
para el 4rea de un triangulo equildtero de lado L resulta ser L? en centimetros
triangulares, y la férmula para el 4rea de un circulo de radio R resulta ser R?
en centimetros circulares. No es raro pues que el drea de un cuadrado de lado
L resulte ser L? en centimetros cuadrados.

Asi podriamos extender nuestras exploraciones cronotdpicas partiendo de to-
mar una dimensioén espacial como longitud y la otra como duracién, como se
hace en fisica y en célculo, cuando se cambia del plano cartesiano (x, y) al
plano (¢, x), que si lo miramos con cuidado, ya es cronotépico. Luego podemos
avanzar con la imaginacién tridimensional, tomando dos dimensiones como
espaciales y la tercera como temporal, para poder asegurarnos en vaivén que
las formulaciones del cronotopo o espacio-tiempo de 4 dimensiones siguen
teniendo asidero imaginativo. Pero no sélo se trata de asegurar un punto de
partida para la comprensién de las teorias que superan los modelos mentales
cronotépicos, ni un refugio seguro para regresar periédicamente de los viajes
hiperespaciales a los que nos lleva la teorfa digitalizada. Se trata también de
salvaguardar la fuente de las conjeturas intuitivas, de los “insights” o chispa-
zos iniciales de los que parten las ideas peregrinas, las relaciones insdélitas o
las transformaciones descabelladas que podran luego matematizarse en formas
nuevas. S6lo asi podremos crear también nuevas matemadticas y desarrollar las
existentes por nuevos caminos.
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8. La cronotopia en la fisica

La cronotopia relativista ya no puede llamarse “geometria”, pues desborda la
Tierra y pretende abarcar todo el universo, incluida la dimensién temporal,
desde el “Big Bang” hasta la muerte térmica del universo o su muerte por el
“Big Crunch”, segtin la que llegue primero.

Un libro tan completo y profundo como el de Thomas Frankel (1977/2004),
Ilamado “La geometria de la fisica”, quedaria mucho mejor titulado “La cro-
notopia de la fisica”.

Conceptualmente hablando, la cronotopia permite concebir directamente las
vecindades cronotépicas del aparato detector y el fendmeno detectado con di-
mensiones temporoespaciales suficientemente amplias para albergar espacial-
mente tanto al dispositivo como al fenémeno, y lo suficientemente duraderas
temporalmente para permitir un acoplamiento metaestable que permita produ-
cir una lectura. Alli viven las relaciones de incertidumbre de Heisenberg.

Ese es el mundo cronotépico que vislumbré Einstein cuando imaginaba que
viajaba montado en la parte delantera de una locomotora que iba acelerando
mads alld de la velocidad del sonido, cuando ya él dejaria de oir el silbato de
la locomotora, hasta llegar a la velocidad de la luz. Alli se hizo la pregunta
crucial que transformaria la fisica del siglo XX: ;Qué pasaba con el chorro de
luz que emitia el faro delantero de la locomotora?

9. La cronotopia en la educacion y en la investigacion matematica

En la educaciéon matematica el programa para la cronotopia indica la necesidad
de superar la enseflanza puramente aritmética de la educacién primaria, en la
que lo que llamamos “geometria” se reduce al reconocimiento de figuras, para
iniciar desde el comienzo con la cronotopia sinténica con el cuerpo de nifios
y nifias, con la visualizacién y el cultivo de la imaginacién temporoespacial
y los juegos cronolégicos y topolégicos de las definiciones nocionales y la
exploracién de relaciones y transformaciones, y para avanzar en los juegos
cronométricos y topométricos con las cantidades anuméricas de magnitudes
diferentes hasta llegar a los ndmeros rotulados o con letrero.

Asi se puede aprovechar la exploracién libre y guiada, la generacién y puesta a
prueba de conjeturas y aun la invencién o reinvencion de conceptos y relacio-
nes cronotdpicas y cronoldgicas con la ayuda de los programas de computacién
electrénica.
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En la secundaria se invertiria la relacion entre el dlgebra y lo que llamamos
“geometria”, pues ahora serfan las conjeturas y problemas de la cronotopia los
que exigirian aprender o inventar notaciones que se compararian con el dlgebra
de las hojas electrénicas computacionales y con el dlgebra usual del bachille-
rato, ya no como disciplina de las matematicas conceptuales sino como una
herramienta mds para la expresion, la comunicacion, la exploracion y la puesta
a prueba de las conjeturas originadas en la visualizacién-corporalizacién cro-
notdpica y la solucion de sus problemas 16gicos y métricos. La argumentacién
a favor o en contra de las conjeturas, las demostraciones y los contragjemplos y
la argumentacién a favor o en contra de los argumentos dados remplazarian los
procedimientos rigidos de tratamiento simbdlico en el tablero o el cuaderno.
Los ejercicios de algebra se dejarian como entretenimiento para aprender a
manejar los sistemas de tratamiento simbdélico de férmulas y no como objeto
directo de ensefianza de procedimientos y algoritmos sin sentido. Més bien que
seguir redactando y proponiendo problemas como ejercicios, los profesores y
estudiantes produciriamos problemas como acertijos y desafios intrinsecos a la
cronotopia, o relacionados con las demds dreas curriculares dentro del trabajo
por proyectos integrados de varias dreas.

En la educaciéon media y posmedia, sea técnica, tecnoldgica, profesional o aca-
démica, la geometria analitica, la trigonometria y el célculo dejarian de ser el
filtro y la tortura para expulsar estudiantes del sistema educativo, para animar-
los més bien a continuar el ciclo de explorar, conceptualizar, conjeturar, poner
a prueba las conjeturas, argumentar a favor o en contra, producir, visualizar,
corporalizar y comprobar soluciones a problemas cronotdpicos relacionados
con la produccidn, la profesion o la disciplina académica escogida.

En la investigacion matematica no se procederia de manera diferente a la que
se iniciaria desde la primaria, la secundaria, la media y la universitaria. Es el
mismo ciclo que parte de la visualizacién-corporalizacién cronotdpica, que si-
gue el proceso de exploracién, conceptualizacion, generacion y puesta a prue-
ba de conjeturas, argumentacién y comprobacién, y termina con la vuelta a
la visualizacion-corporalizacién de las soluciones. La diferencia estaria en el
rigor de la argumentacion, en la densidad de la conceptualizacién y en el for-
malismo de la expresion. Pero si queremos crear matemadticas nuevas, no po-
demos esperar a comenzar a hacerlo en los posgrados, sino que tenemos que
comenzar desde nifios y volver a hacernos nifios para iniciar y concluir esos
ciclos de investigacion matematica.

El futuro programa para la que se suele llamar “geometria” parte pues de achi-
carnos como nifios para poder pasar por esa humilde puerta de entrada al uni-
verso de las ciencias, las artes y las matemdticas que es nuestra imaginacién
temporoespacial, corporalizada en nuestros nervios, musculos y huesos (o tal
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vez s6lo en nuestro sistema nervioso central), para ejercitar el pensamiento
cronotdpico al comienzo de cualquier aventurado viaje matematico, y nos pro-
pone regresar repetidamente a ese lugar privilegiado después de todos y cada
uno de los periplos tedricos mds abstractos y refinados, para encontrar alli y
la satisfaccion profunda del “insight”, ese subito “chispazo” que nos da la in-
tuicién cronotdpica de la coincidencia de un modelo con una teoria y para
encontrar también alli la fuente de las nuevas conjeturas y el punto de partida
para otro emocionante periplo matemadtico.

Nuestra puerta de entrada al universo es ciertamente pequefia: es un infimo
gusanito cuadridimensional cuyo hipervolumen es, a lo mas, el medio metro
cubico de nuestro cuerpo (y tal vez s6lo la milésima de metro ctbico de nuestro
cerebro) multiplicado por la breve duracién de nuestra vida.

En una frase en la que resuena la voz del Premio Nobel colombiano, Gabriel
Garcia Mérquez, este nuevo programa para lo que solemos llamar “geome-
tria”, o sea para la cronotopia, al que podriamos llamar “Programa de Queré-
taro” o “Programa de Bogotd”, nos propone no desperdiciar ni una sola de las
continuas oportunidades de vivir esa maravillosa experiencia del pensamiento
cronotépico “desde la cuna hasta la tumba”.
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