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JUEGOS NORMALES Y EVOLUCION CULTURAL

Osvaldo Acufial

Resumen

Estudiamos un modelo en el que consideramos
un concepto de evolutivamente estable en
Teoria de Juegos Normales. Probamos que este
concepto corresponde a la nociéon de
evolutivamente estable en Evolucién Cultural.
Con el fin de probar esto consideramos los
aspectos dinamicos de las estrategias en juegos
normales usando el concepto de la ecuacién
replicadora, que gobierna la evoluciéon en el
tiempo de un subconjunto finito de estrategias

del espacio de estrategias de un juego normal

de dado.

Abstract

We prove that the concept of evolutionarily
stable strategies corresponds to the concept of
evolutionarily stable in Cultural Evolution. We

use replicator dynamics to prove this fact.
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Introduccion

En el presente trabajo modelamos el concepto
de evolutivamente estable que aparece en la
Teoria de evolucién cultural, usando la teoria
de juegos. El concepto de evolutivamente
estable aparece originalmente en Biologia con
el trabajo de J. Maynard y G.R. Price [5] “The
Logic Of Animal Conflict”. Este concepto nos
dice que cierto tipo de caracteristicas genéticas,
una vez que han sido adquiridas por la mayoria
de una poblacién no puede ser invadida por un

grupo pequefio con una mutaciéon de dichas

caracteristicas.

En evolucién cultural no hablamos de

poblaciones de individuos, sino del conjunto de
tipos culturales o espiritus que definen la
idiocincracia de un pueblo. Entendemos por

espiritu de un pueblo como los valores, ideas y

28 publicaciones en revistas nacionales e interna-
cionales.
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creencias en un campo o actividad especifica.
La mentalidad de un pueblo incluye al conjunto
Existen ciertas

de todos los espiritus.

expreciones  culturales elementales que
determinan al conjunto de todos los espiritus. A
estas expreciones culturales elementales las
llamaremos tipos culturales elementales o
espiritus elementales. La poblacién o conjunto

de individuos podran tener una identificacion

positiva o nula en cada uno de éstos tipos

Juegos en Forma Normal

Osvaldo Acuria

culturales elementales. El conjunto de los
espiritus serdn tratados como seres vivos que
evolucionan (ver Maynard y Szathmany [7]).
Decimos que un espiritu es evolutivamente
estable si no puede ser invadido por otro
espiritu  mutante. Por ejemplo el espiritu
ciertos resulta ser

pacifico de pueblos

evolutivamente estable ver por ejemplo

Ulate,F. en [11].

Suponemos que estamos modelando una situacion donde al comportamiento de cada jugador

individual se puede describir en términos de un conjunto finito de estrategias puras (las estrategias

puras corresponden a los espiritus elementales). En general supondremos que existen N

estrategias puras R, ...

ésto consiste en jugar las estrategias puras R, ...

N

,R, y es permitido que los jugadores usen estas estrategias mezcladas;

,R,, con algunas probabilidades preasignadas

Pises Py con p=0y Z p,=1 .Entonces una estrategia corresponde a un punto p

i=1

en el simplex
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Juegos normales y evolucion cultural 25

N
SN=[p€|RN/pi>0yz p.=1}

i=1

Las esquinas del simplex S, son los vectores unitarios €; que corresponden a las estrategias
puras R;,i=1,..,N .Elconjunto S, consiste de las estrategias completamente mezcladas. La
frontera de S, consiste de todo pES, tal que el soporte de

p:soporte(p)={i€(1,..., N|/p,>0} esun subconjunto propio de [1,..., N} . Entonces se

tiene que los puntos e; corresponden a los espiritus elementales y S, corresponde al conjunto

de todos los espiritus.

Para simplificar supondremos que el juego solo envuelve dos jugadores. Para éste juego tenemos

una matriz U=(U Ij) real N XN llamada la matriz de pago del juego. El pago para la
estrategia p contralaestrategia ¢ ,p,qES, estd dadapor P- U"I:; Uiipip;
Definicién Para el juego descrito anteriormentey P €S,
(a) decimos que p es un equilibrio de Nashsi p.U. p< p.AU. pY peS,
(b) decimos que p es un equilibrio estricto de Nash si

p.Up<p.UpN peS,, p#p

Nota Todo juego en la forma normal definido por una matriz de pago U N XN admite un

equilibrio de Nash.

Proposicién 1.1 Sea pES, una estrategia para un juego en la forma normal con matriz de pago

U NXN .Entonces
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26 Osvaldo Acunia
(@ p es un equilibrio de Nash de éste juego si y solo si existe c€R tal que
Vie(l,...,N| (U,)<c y (U,)=c Vi€soporte(p); en éste caso tenemos que
c=p.Up

(b) Si  p es un equilibrio de Nash estricto entonces fJ=ei con iE[l,...,N },‘ es decir p

corresponde a una estrategia pura  R;

Prueba (a) (<) suponga que (Ui,)l:C Y i€soporte(p) y (Uﬁ)i<cVi entonces

e;.U. p=(U ) =c Vi€soporte(p) yasi

N N
p.U i)=Zﬁ Upl= 2 p,(Up 2 pc =c(, p;)=c-1=c; portanto

i€soporte(p i€ soporte (P i=

.U p=c.

>

Tenemos  entonces  que Vi€(l,...N| e U p=(U p),<p.U.p. Entonces  si

N
PES, P=Z p.e;; como p=0 Vi setiene que p(e,.Up)<p/(p.U p) ysumando

N N N
sobre i tenemos Y p.e.U.p<D. p(p.U.p)=(D. p)p.Up=p.Up y asf

i=1 i=1 i=1

N
(Z p,e)Up<p.U p; es decir pUp<p.Up Vp€ES,; por tanto p es un

i=1

equilibrio de Nash.
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Juegos normales y evolucion cultural 27

(=) Suponga que PES, es un equilibrio de Nash. Entonces se tiene que
e,.U p<p.Up Vie(l,..,N} y asi Vi (U, <p.U p. Probaremos que si

i, j€soporte(p) (U,)=(U,)..

prt P’

Suponga por contradiccién que (U p),>(U f))j ; sea

p obtenidode p tal que
Py sik#i,j
(Ph=| p,te si k=i
P& sik=j

donde >0 talque p;—e>0 (p;, p;>0)

Tenemos que z D= Z p=1 ycomo p=0 Yi peS,. Porotrolado considere:

i=1

N N N N
p.Up<p.Upo D pr(DU, Z (> U, p,) (como h#i,j implica
=1 h=1 =1 h=1
ﬁlz_ﬁlz )
N N
A ﬁl(Z Ihph+p ZU/hph <p ZUthpl7+p Z j/‘lp/‘l
h=1 h=1 h=1

e 0<e(U,)—¢€(U,),

< 0<E((Uj;)i_(Ui;)j)

Esta dltima desigualdad es verdadera; por tanto p.U. p<p.U.p ,pero p.U.p<p.U.p ,lo

cual es una contradiccién; asi se tiene que (U ). <(U ;).

)i »); - Similarmente se prueba que
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28 Osvaldo Acuria

(U,),<(U,);; yentonces (U;)=(U,);, Vi, j€soporte(p) .Porlo tanto existe una

P’

constante ¢ talque (U,)=c Vi€soporte(p) y porlaprimera parte de la prueba (=) se

tiene que ¢=p.U. p yentonces Vi€(l,...,N| (U;)=p.U.p; completandose la prueba

de (=)
(b) Suponga que p es un equilibrio estricto de Nash; entonces V pES,, p#p se tiene que

p.U.p<p.U.p. Probemos que soporte(p) esun conjunto unitario : sean

A

i, jE€soporte(p) delaparte(a) sabemos que e,.U.p=p.U.p y e, U,=p.U.p, y

entonces p=e; y p=e; ,porlotanto e;=e, ,esdecir i=j .Entonces soporte(p)

tiene a lo sumo un elemento. Como p#0 se debe tener que  soporte (p)#¢ 'y asi existe

i,€{1,...,N| talque soporte(p)={i,| .Porlo tanto si p=0 si j#i; y

N
1= Z p.= ﬁio : esto implica que p=e ,» esdecir p corresponde ala estrategia pura R,
i=1
Definicion p€ES, evolutivamente estable si V' pES, con p#p setiene que
p.U (e p+(1—¢)p)<p.Ul(ep+(l—¢)p) VYe>0 suficientemente pequefio.

Proposicion 1.2
(a) p esevolutivamente estable si y solo si
(i) pUp<p.U p ¥V p€eS, (esdecir p esun equilibrio de Nash)

(ii) si p#p PESy y pUp=p.U p entonces p.U p<p.U.p
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(b)Si p esevolutivamente estable entonces p es un equilibrio de Nash. Si p esun

equilibrio estricto de Nash entonces p es evolutivamente estable.

Prueba (a) p esevolutivamente estable si y solo si para &£>0 suficientemente pequefio

p.U. (e p+(1—¢)p)<p.U(ep+(1—¢)p)
o epUp+(l—e)p.Up<ep.Up+(1—¢)p.U p

 0<e(p.Up—p.Up)+(1—¢)(p.U p—p.U p), para £>0 suficientemente pequefio

entonces si en ésta tltima desiguladad €— 0 , si tiene que
(i) p.U p—p.U.p=0 VY peSsS, .

Probemos (ii): si p€S, y p.U. p=p.U.p entonces se tiene que

0<e(p.Up—p.Up)+(1—€)-0 esdecir p.Up—p.Up>0 yasi pUp<p.Up .

Reciprocamente suponga (i) y (ii) ;sea pE€S, talque p#)p .Setienepor (i) que
p.U p—p.U p=0 ;si p.U p—p.U p>0 ,como
he)=(1—&)(p.U.p—p.U.p)+e(p.Up—p.Up)>0 ,escontinuaen & y
h(0)=p.U.p—p.Up>0 ;existe 6>0 talque Ve 0<e<d setieneque h(e)>0 .

Si p.U. p—p.U p=0 sedebetener p.U.p>p.Up por (ii) esdecir
p.Up—p.Up>0 yasi Ve>0 &(p.Up—p.Up)>0 loqueimplica h(e)>0 Ve

Por lo tanto para £>0 suficientemente pequefio /s (&)>0 y entonces p es evolutivamente

estable.

(b) La primera parte sigue de (i) de (a). Si p es un equilibrio estricto de Nash entonces p

satisface (i) de (a) y satisface trivialmente (ii) de (a);luego p es evolutivamente estable.
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30 Osvaldo Acuria

Proposicién 1.3 Sea p€ES v evolutivamente estable; sea

Entonces £ esuna funcién continuaen S, talque 0<g<l ysi O<e<e(p) implica
pU(ep+(1—e)p)<p.Ulep+(l—€)p) si p#p y PES, .
(p—p)Up

#lp)= (-pUG-p)"

)si pUp>p.Up

Prueba Si p.Up>p.Up tenemos p.Up—p.Up>0 ,también

(p—p).U(p—p)=p.U.p—p.Up—p.U p+p.Up=p.U.p—p.U p+p.Up—p.Up

A

como p esun equilibrio de Nash se tiene (p—p)U. p=p.U. p—p.Up=0 y dado que
p.Up—p.Up>0 implica (p—p).U.(p—p)>0 ,porlotanto &(p) estd bien definiday
(p—p)Up .

E(p)=r - - Si 2(p)=0 setiene (p—p).U. p=0 vy
(p—p).Up+pUp—p.Up (p) (p—p).U.p

p.Up—p.Up>0 ,entonces p.U.p=p.U.p ypor (ii) se tiene que
p.Up—p.Up<0 ,pero esto es una contradiccion; por lo tanto
g(p)>0 si pUp>p.Up Porlotantosi p.Up>p.U.p implica (p—p).U.p>0 y

entonces (p—p).U.p+p.Up—p.U p>(p—p).U.p loqueimplica

(p—p)Up
(p—p)U p+p.Up—p.U.p

1> y asi

0<g(p)<l si pUp>p.Up. Si p.Up—p.U p<0 implica (p)=1 ;porlo tanto

Y peS, 0<z(p)<i

Probemos ahora que € es continua: tenemos que
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{p—p}ip ]
) — - e -r s SI U ;‘ _U
)= (p—pt{p—p) _p ? {} 4
1 si plipsplUp

debemos probar que la funcién de la derecha estd bien definida. Si p.Up=p.U. p entonces
(p=p).U(p=p)=(p=p).U.p+pUp=p.U p=(p=p).U.p :si (p=p).U.p=0
por (if) implica p.Up<p.U.p ,contradiccionyasi (p—p).U.p>0 ,luego

(P

-p).U -p)
(p—p )U<

U
-p)U

>
| “w
~ |~
=S
I
(==Y

Por definicién de £( p) se tiene la igualdad. Como &( p) es continua en los conjuntos
[peS,Ip.Up=p.U.p} y (peS,/pUp<p.U.p} entonces £(p) escontinuaen

Sy -Sea £>0 talque 0<e<&(p) ,si p.Up=p.U. p setiene que

P y entonces & < A(p )
(p—p).U.(p

/—\
\_/

ep.Up—ep.Up—ep.Upt+tep.Up<p.Up—p.Up
pUp—epUptep. Up<p.Up—cp.Upt+ep.Up
pU (p—ept+ep)<p.U(p—cp+ep)
p.U(ep+(1—¢)p)<p.U.(e p+(1—¢) p)

LU U

Porlotanto Ve€(0,8(p)) implica p.U.(e p+(1—¢)p)<p.U.(e p+(1—¢€)p)

Si pUp=p.U p .
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32 Osvaldo Acuria

Si pUp<p.Up ,como (p.U.p—p.U. p)=0 ,entonces
s(p.Up—pUp)+(1—=&)(p.U p—p.U p)>0 yasi

pU.(pe+(1—¢)p)<p.U(ep+(1—¢)p)
En cualquier caso se tiene que YV e€(0,2(p))
pU.(pe+(1—¢)p)<p.U(ep+(1—¢)p)
Teorema 1.4 PES, esevolutivamente estable siy solosi q.U.gq<p.U.q Y g#p enun

vecindariode p en S, .

Prueba Suponga que p es evolutivamente estable. Es claro que V' ¢€S,, q#p existe
peC={xeS,/x;=0 para algini€ soporte( p)| talque g=e p+(1—¢)p con

€€[0,1]. C esun conjunto compacto.

Por la proposicion 1.3 sabemos que £ escontinuaen S, y 0<&<l en §, .Como C es

peC

Z=in e min|p—p|>0 (pgC 0<d<min|p—p|.&
compacto Z=min{g(p)/peC}>0 y pec|p pI>0 (PEC) gea [p=plE
si. q€B(p,d), q#p existe peC talque g=¢ p+(1—¢)p , €€ (0,1] entonces tenemos

qwe d>le p+(1-¢)p—pl=le p— pl=el p— plze minl p—

pecC

. b N b
= d>emin|p— — & . E>———
pec|p pl , luego mel?|p_p| ; pero meuc,l|p_p| , entonces
p p

£<E<g(p) yasi e€<&(p) yporlaproposicién 1.3
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pU(ep+(1—¢)p)<p.U.(ep+(l1—¢)p)
=> epUlep+t(1—¢)p)<ep.U. (e p+(1—¢

= (1—&)p.Ul(ep+(1—¢)p)+ep.U (e p+(1—¢) p)<(1—&)p.U.(e p+(1—¢) p)
+ep.Ulep+(1—¢)p)

= (1—¢)p+ep).U(esp+(1—¢) p)<
= qU.q<p.Uq YqeB(p,d), q#

Reciprocamente suponga que existe un vecindario abiertode p en S, talque YV g#p,q en

tal vecindario se tiene que p.U.g>q.U.q .

Sea pE€S,, p#p para Y &>0 suficientemente pequeio & p+(1—&)p estden tal

vecindario de p 'y entonces:

p.Ulep+(1—¢)p)>(ep+(1—¢) p).U.(e p+(1—¢) p)

o p.Ulep+(l—¢)p)>e p.U(ep+(1—¢) p)+(1—¢) p.U.(e p+(1—¢) p)

e p.Ul(ep+(l—¢g)p)>ep.Ul(ep+(1—¢)p)+p.U (e p+(1—¢) p)
—&p.Ule p+(1—¢)p)

o ep.Ulep+(1—¢)p)>ep.Ul(e p+(1—¢)p)

o p.Ulep+(l1=€)p)>p.U.(ep+(1—¢)p)

Entonces V p€ES,, p#p setieneque p.U.(e p+(1—¢)p)<p.U.(ep+(1—¢)p)
YV e>0 suficientemente pequefio; es decir existe £(p)>0 talque Ve€(0,(p)) la

desigualdad del anterior se cumple; por lo tanto  p es evolutivamente estable.

NotaSi p esevolutivamente establey p €int (S,) ;entonces q.U.g<p.Uqg¥ q#p
y g€S, ;porlo tanto no existe otro equilibrio de Nash §# p ; en particular no existe otro
puntoen S, evolutivamente estable distintode p .Mdsatnsi p es evolutivamente estable

ysi g esun equilibrio de Nash tal que soporte (§)< soporte(p) entonces p=g .

Entonces juegos con varias estrategias evolutivamente estables, todas ellas deben estar en la

fronterade S, .
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34 Osvaldo Acuria

Prueba Como p es evolutivamente estable entonces se tiene que p es un equilibrio de Nash y
si. p€Sy, p#p y p.U p=p.U. p implica p.Up<p.Up .Como pEint(S,) y
siendo p un equilibrio de Nash se tiene que (U p),=p.U. p VY i€soporte(p) ,pero
soporte(p)={1,...,N| yaque p€int(S,) .Sea pES, arbitrario entonces se tiene que
N N
P-U-i’=; Pi(Uf?)i=; pi(p.U Z: (p.U.p)=1(p.U.p)=p.U.p porlo tanto

PES, implica p.U p=p.U.p .
Entoncessi pE€S,, p#p tenemos p.U. p=p.U. p ycomo p esevolutivamente estable
se debe tener p.Up<p.Up ;porlotanto V pES, p#p implica p.Up<p.Up .

Si p esun equilibrio evolutivamente estable y ¢ es un equilibrio de Nash tal que
soporte(§)< soporte(p) queremos probar que §=p .Tenemos:
N
G.Up=24Up)= 2 4Up= 2 4(p.Up)
i=1 i€ soporte(q) iE€soporte(q)

(si i€ soporte (g)=i€ soporte(p)=(U p),=p.U. p)

>
>
_‘
~>
S
>
1l

>
<
>

=( 2 dpu pr

i€ soporte ()

A

porlotanto ¢.U. p=p.U.p ,si g#p entonces ¢.U.g<p.U.q .

Por otro lado como ¢ es un equilibrio de Nash se tiene que p.U.g<g.U.qg lo cual contradice
G.U.g<p.U.g yentonces §=p .Cuando p€Eint(S,)= soporte(p)={1,....N| :si

g es un equilibrio de Nash, como soporte (§)< soporte(p) entonces §=p .
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Dinamica replicadora

Ecuacion replicadora
La dindmica replicadora describe la evolucidn de las frequencias de las estrategias en una

poblacién. Discutiremos el equilibrio de Nash y las estrategias evolutivamente estables en términos

de la dindmica replicadora. Tenemos una poblacién que ésta dividida en tipos E,,..., E, , con

n

frecuencias X, ..., x, .Elbienestar o salud del tipo E; serd una funcién

n
fi(x) (x=(x,,...,x,)) con valores reales. Si la poblacién es muy grande y las generaciénes
se mezclan continuamente entre ellas, podemos asumir que el estado x(#) evaluado en

S ={(x,,...,x,)/x>0, x,+...4+x,=1] esuna funcién diferenciable en ¢ .El cociente

1

X.
— esunamedidapara E, de su éxito como tipo. Podemos medir éste éxito como la diferencia
X

B n ¥ _
del bienestar de  E; 'y el promedio f(x)=z x, f(x) yasi —=f,(x)=f(x) ;esdecir
i=1 X

)él:xi(fl.(x)—f(x)) con i=1,....,n .(%

Llamamos a éste sistema de ecuaciones diferenciales la ecuacion replicadora.

Proposicion 2.1 El simplex S, es invariante bajo la ecuacion replicadora; es decir si x () es
una solucién de la ecuacién replicadora tal que x(0)ES, entonces x(7)€S, Vi€R .La

adicion de una funcién ¢ :S, — IR no afecta la ecuacion replicadoraen S,

Ciencias Econémicas 28-No. 1: 2010 / 23-50 / ISSN: 0252-9521



36 Osvaldo Acuria

Prueba Si sumamos x,=x,(f.(x)— f(x)) para i=1,...,n setiene

- z x,) f(x);si S= Z x, entonces se tiene S=(1—S)f (x) .Estadltima ecuacién
i=1 i=1

tiene por solucién S(#)=1 W't . Por lo tanto una solucién de la ecuacién replicadora que

empieza en el plano Z x,=1 continuard en este plano. Si x,(0)=0 = x,(r)=0 V't | por
i=1

lotanto S, como sus caras son invariantes bajo la ecuacion replicadora.

La adicién de una funcién ¢ : S, —IR no afecta la ecuacion replicadora ya que si

n

8:(x)=f;(x)+w(x) setieneque g(x ng )= x,(fi+w(x)=F (x)+w(x)

en S, yentonces g&,—&=/F,(x)+y(x)—f(x)—w(x)=f,(x)—f(x) Vx€S, .Porlo
tanto X, =x,(f.(x)—f(x))=x,(g,(x)—g,(x)) Vi=1,...,n. De ahora en adelante solo

consideraremos la restriccién de la ecuacion replicadoraa S,

Es de mucho interes el caso cuando en la ecuacién(*) las funciénes f; son lineales Vi. ;

i

b
1
entonces existe un vector fila b, de n entradas tal que Jf (x)=b,x Vi;siA= : es una

b

n

matriz definida por filas, entonces tenemos que f;(x)=(Ax), y asf se tiene
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x,(f(x)— Fa x))=x,((Ax),—x.A.x) y entonces la ecuacién replicadora toma la siguiente

forma x,=x,((Ax),—xAx) Vi=1,...,n (*)

Proposicion 2.2 Los puntos de descanso x de (*')en S, son los puntos que satisfacen las

n

ecuaciones
(i) (Ax),=c (cconstante) ¥ i€soporte(x)
(ii) x,+..+x,=1 y x,>20Vi=1,...,n

En particular los puntos de descanso de (*') en el interior de S, son aquellos puntos que

n

satisfacen

(a) (Ax),=(Ax),=...=(Ax),

(b) x,+x,+...+x,=1y Vx>0

Prueba Sea (xl,...,x )=(al,...,an) un punto de descanso de (*') en S, ; entonces

0=x,((Ax),—x.A.x), x,=a,Vi=1,...,n; si i€soporte(x) entonces (Ax)—xA.x=0 y

asi (Ax),=x.A.xVi€soporte(x) ;porlotanto x=(a,,...,a,) satisface (i) y (ii)

> n

x>0V . Reciprocamente sea (x,,...,x,)=(a,,...,a,)V1 tal que

(Ax),=c (cconstante)ViEsoporte(x),zx,.=1 y x>0V ;entonces

i=l1

n n

x.A.x=Zn:xi(Ax)i= D x(Ax)= Y. xe=Y. xe=(D,x)e=1c=c ;luego

i=l1 i€ soporte (x) i€ soporte( x) i=1 i=1
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xAx=c .Porlotanto Vi€soporte(x) (Ax)=x.A.x y entonces
x,=0=x,((Ax),— x.A.x)Vi€soporte(x). Sii¢soporte(x) entonces x,=0 y asi
%,=0=x,((Ax),—x.A.x). porlotanto X=x,((Ax)—xAx)Vi=1,...,n y entonces

x=(a,,...,a,) esunpunto de descanso de (*").

Equilibrio de Nash y los estados evolutivamente estables

Damos una interpretacién de la ecuacién replicadora (*') desde el punto de vista de la teoria de

juegos. Existe un juego en la forma normal con N estrategias puras R,, ..., R, y una funcién
de pago definidaen N X N representada por una matriz U . Una estrategia se define como un
puntoen S, .Lostipos E,,...,E, correspondena n puntos p',..., p" €S, .Elestado

de la poblacion se define por las frecuencias x; de todos los tipos E; ;es decir es un punto

X€ES,

Con a,=p".U. p’ (el pago obtenido porla p'— estrategia contrala p’—oponente )

obtenemos la funcién de bienestar f,(x) de E, definida por la férmula

)= z a;x .= Ax donde A=(a ,j) por lo tanto la ecuacion replicadora se reduce a (*').
J=1

Aunque N ,n no estdn relacionadas a priori, es conveniente dar un paralelismo entre las
estrategias puras R, ..., R, ylamatrizde pago U porun ladoy los tipos de jugadores
E,..  E

en S, ylamatriz nXn por A de bienestar. En particular consideramos la

n

siguiente definicién
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Definicién (a) Decimos que un punto X€S, es un equilibrio de Nash (simétrico) si

xA. x<x.A.x Vx€e§,

(b) Decimos que un punto  XE€S, es un estado evolutivamente estable si x.A.x<Xx.A.X para

todo x#X enun vecindariode X
Proposicion 2.3

(a) XE€S, esunequilibrio de Nashsiysolosi Vi=1,...,n (AX)<x.A X

l

(b) %€S,

4

es un equilibrio de Nash si y solo si existe c€R tal que

Vie(l,...,N} (A%).<c y (Ax)=cVi€soporte(X) ;enéstecaso c=4x.A. %

(c) XES, esevolutivamente estable siy solosi V XES, con x#X se tiene que

xA. (ex+(1—¢)x)<x.A (e x+(1—€)X)Ve>0 suficientemente pequefio.

(d) X€S, esevolutivamente estable si y solo si
(i) X esun equilibrio de Nashy

(ii)six€S,, x#X y xA.x=X.A.% entonces x.Ax<X.A. x

Prueba (b),(c),(d) tienen pruebas similares al caso de estrategias. Probemos (a); suponga que
XES, esunequilibrio de Nash, entonces e,.A.X<X.A.X yluego (AX)<X.A.X

Reciprocamente suponga que (AX).<x.A.xVi=1,...,n .Si x€S, setiene que

le:l y x,=20Vi yentonces Vi x,(Ax)<x,X.A.x ysumando sobre i

i=1
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n n

obtenemos: Zx Ax) <Zx3c A x X)X A x=X.A % yasi

i=1 i=1 l=l

xAx<X.A. XV x€S, yentonces X es un equilibrio de Nash.

Teorema 2.4 (a) Sea XES, un equilibrio de Nashen S, , con matriz de pago A , entonces

X esun punto de descanso de (*')

(b) si % es el w-limite de una 6rbita x(z) en el interior de S, , entonces X es un

n

equilibrio de Nash
(c)si x esLyapunov estable, entonces X es un equilibrio de Nash

Prueba (a) si i€soporte(X) entonces (AX),=Xx.A.% , luego (Ax)—X.A.X=0 y asi
£.((A%)—x.A.x)=0Vi€(l,...,n] ; por lo tanto si x(r)=xVt se tiene
¥=0=% ((Ax),—x.A. ¥)=x,((Ax),—xA.x) yentonces x(t)=xVt es solucién de (*); es

decir X esun punto de descanso de (*').

(b) Suponga que % es el w-limite de una 6rbita x(7) en elinteriorde S, ,y suponga por
contradiccién que & no es un equilibrio de Nash; entonces existe i€[1,...,n] tal que
X.A.x<e;Ax .Sea £>0 talque ¢,AX—X%.A.X>¢ esdecir (AX)—X%.A.X>¢ .Por

continuidad existe un vecindario abierto U de X ,acotadotalque Y x€U se tiene

(Ax),—xAx>e .Como % eselw-limitede x(¢) entonces ¥=lim x(¢) ,por lo tanto

t— o0
existe t0>0 talque vt>t0 X(I)EU yasf (Ax(t))i_x(t).A.x(t)>E Vt>t0

También tenemos  X,(7)=x,(¢)((Ax(t)),—x(t). A.x(¢)) ,como x(r)€interior(S,)V
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entonces X,(2)>0 y asi =(A.x(1)),—x(t).Ax(t)>e V1=t ,luego

X.(t .
L>>E‘v't>t0 ,porlo tanto log(x;(¢))>eV =1, .Entonces

x,(t)

fldg(xi(t))Ze(t—to)VtZIO ses decir log(x;(¢))—log(x,(z,))=e(t—1,) yasi

>e(t—t,)Vt=t, yestoimplica x,(1)>x,(1,)e"" ™V 1=>1, ;luego

[x,(t)/t=1,} esnoacotado; pero x(1)EU Vt=t, ycomo U es acotado, ésto es una

contradiccién; por lo tanto X es un equilibrio de Nash.

(c) Suponga que X es Lyapunov estable para (*'), entonces si U es un vecindario abierto de
% , existe 6>0 tal que si |x—X|<6 y si x(¢) es solucion de (*') tal que x(0)=x
entonces x(t)eU V=0
Suponga por contradiccién que X no es un equilibrio de Nash, entonces existe i€[i,...,n| tal
que €;.A.X—%.A.x>0 ; asi existe £¢>0 tal que (AX),—X.A.X>¢ y por continuidad
existe un vecindario abierto acotado de X tal que WV x€U se tiene (Ax)—x.A.x>¢
Como % es Lyapunov estable existe §>0 tal que si |x—2X|<& implica x(1)eU V=0
si x(t) es solucién de (*') tal que x(0)=x . Siendo % Lyapunov estable, % es un punto
de descanso de (*') y como 0=x,.((Ax)—Xx.A.X) y (AX),—Xx.A.x>0 entonces X,=0

Sea xE€S, tal que |x—X/<6 y x>0 ,si x(¢) es solucién de (*') tal que x(0)=x se
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tiene x(t)EUV =0 y X,(t)=x,((Ax(7)),—x(t).Ax(t)) . Como x(t)eUVt=0

tenemos (A.x(t)),—x(t).Ax(t)>¢ y como x,(1)=0V =0 implica %,(£)=0 luego
x,(t) es creciente en [0, +w) y asi se tiene V=0 x,(1)=>x,(0)=x,>0 , luego

1

x,(t)>0 V=0 .  Entonces X,(7)=x,(r)((Ax(t)),—x(r). A x(t))>x,(t).e V=0

k)

X, . Lo
luego — )>E Y =0 ; es decir logx,(t)>¢ , por lo tanto flog(x(t))dt?ft , lo que
0

x;(1)

implica log

x(1)

. >et 5 es decir x,(r)>x,e'" V>0 . Entonces (x,(1)/1=0] es no

L

acotado; pero {x(¢)/t=0}]SU ,luego U es no acotado; contradiccién U es acotado; por lo

tanto X es un equilibrio de Nash.

Definicion Un estado x€S, es asintoticamente estable si x es Lyapunov estable y toda 6rbita

x(t) cercade X estalque lim x(¢)=% .

t—o0

Teorema 2.5 Si X€S , es un estado evolutivamente estable, entonces X es asintoticamente

estable.

. .y — 5 D L. fos
Prueba Considere la funcién P (x )—foi , ésta funcién tiene un dnico maximo (en S, )enel
1

punto % . Esto sigue de la desigualdad de Jensen: si f () es una funcién estrictamente

convexa en un intervalo [ , entonces f(z pixi)<z pif(x)V xp,....x,€l y todo

p=(p,,..., p,)E€ interior(S,) vy se tiene laigualdad siy solosi X,=x,=...=x

n

Aplicamos ésta desigualdad a la funcién estrictamente convexa f =-log(-) con I=[0,0] ,
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suponemos que  (0log 0=0logoo=0 (= 0= 1) . Entonces se tiene que:

x,|=log Z x;=log1=0 ;entonces

i=1

i x;log

i=1

2

X>0

leog% <log

x>0

§<>|><

Z x,;(log x,—log £,)<0 es decir Z xlog xiSZ x;log X, ,lo que implica que

i=1 i=1 i=0

P(x)<P(x) (x=(x,,...,x,)) .Tenemos la igualdad siy solo si leogx—leogx

i=1

| =

2«

x>0

X,
si y solo si Z x;log| = |=0 siy solosi Z x,;log —10g si y solo si todos los
X,

i=1 x>0

>

=

l

son iguales entre si cuando X;>0 . Por lo tanto existe a€IR talque —=a Vi tal

=
ls

L

que X,>0 yentonces x;=ax; Vi talque x>0 ;como Z;)xi:l tenemos
x>

n
a=Y x, <), x=1 yasi 0<a<l .Entonces x,=aX,<%, Vi talque £>0 ;

x>0 i=1

suponga que a<1 entonces Xx,<X; Vi talque X,>0 ,luego x''<zx," Vi talque

|
=
-

x;>0 ; por lo tanto P(x)= F<T X =P(R) g P(x)<P(X) contradiciendo

P(x)=P(x) ;porlotanto a=1 lo que implica Z;)x,:l y esto implica que Z_;)x,:O

i
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ycomo x>0 Vi setieneque X;=0 implica x;=0 ycomo x,=X, si % >0 setiene
que x;=x, Vi=l,...,n yasi x=% .Hemos probadoquesi P(x)=P(%) entonces

x=X .Probemos ahoraque P(x)>0 siysolosi x>0 cuando X,>0 .Como

P(x)>0 Vx€eS, ;si P(x)=0 entoncesexiste i€{l,...,n} talque x =0 vy asi

x=0 y x>0 .Porlotantosi Vi x>0 implica x,>0 entonces P(x)>0

o A .
Reciprocamente, si P (x)>0 como P (x)—]zoxi cuando X;>0 sedebe tener x;'>0 y
X,

asi x;>0

Es claro que P(%)>0 ;y en el conjunto abierto de S, dado por {x€S,/P(x)>0] se tiene

que:

=

=) )Ei.logx

x>0

=2 i

x>0

Z % ((Ax),— x.A.x)

x>0

>-<|>-<

=Z ﬁi((Ax)i—x.A.x)=z £ (Ax)—xAx=X.A. x—x.A x

i=1 i=1

Como X esevolutivamente estable, existe un vecindario abierto de % en S, tal que

X.Ax—x.A. x>0 si x#Xx y x enéste vecindario. Entonces la funciéon P es una

funcién estricta de Lyapunov alrededor de x ;y entonces todas las érbitas en éste vecindario
convergena % :sea U unabiertorelativode S, talque €U y P>0 en U—{X]| y

sea VSU talque VSU , x€V , V abiertorelativode S, .Sea x(f) un solucién de

n

(*)tal que x(1)€V Wt=0 ;entonces w(X)SV porlotanto w(X)SU ycomo

w(X)SS, y S, escompactoentonces w(X)#¢ . Aplicando el Teorema de Lyapunov
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Nota (a) Si X es evolutivamente estable y X €interior(S,) ,entonces V xES,, x#Xx se

tiene que x.A.x<X.A.x
(b) En particular por (a) si X €interior (S,) es evolutivamente estable, se tiene que

P(x)>0 V x€interior(S,), x#X ;entonces P(x) esuna funcién de Lyapunov alrededor

de % en interior(S,) y por lo tanto toda érbita x(¢) en interior(S,) es tal que

lim x(7)=x%

t—

La prueba de (a) es similar al resultado correspondiente para estrategias.

Estabilidad Fuerte

(Como lamatriz A se relaciona con la matriz de pago U del juego subyacente? U es una
matriz N XN ,donde N es el niimero de estrategias puras; A es por otro lado una matriz

nXn ,donde n esel nimero de los diferentes tipos en la poblacién, cada uno de los cuales

corresponde a una estrategia p; y a,=p;.U. p;

La dindmica dada por la ecuacion replicadora describe la evolucién de las frecuencias de los tipos

E,,...,E, dados por las estrategias pP,,..., p, .Elestado X€S, corresponde a una

estrategia del promedio de la poblacién p= Z x; p; - Dependiendo en la evolucion de las

i=1

frecuencias X, , ésta estrategia describe un camino en el espacio de las estrategias S
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Consideremos al caso n=2 ;sean E,, E, dos tipos correspondientes a las estrategias p, p

A
en S, .Si x,,X, sonsusrespectivas frecuencias; tenemos que A=|" '

21

A, =p.Up , A,=p.Up , Ay=p.Up , A,=p.Up .

x| = = p.U px+p.Upx,

Por otro lado A* A N X
p.Upx+p.Upx,

p-U-<x1p+x2f9)
ﬁ-U-<x1p+leA9)

Ax=

Asf las funciones de pago de p, p respectivamente son

[1(x)=(Ax),=p.U.(x, ptx,p) y f,(x)=(Ax),=p.U.(x, p+x,p) .

A12
donde
22
R I
isi X=
Xy

Como x,=1—x, ;es suficiente describir la evoluciéon de X, y denotaremos X, por x .La

dindmica en el intervalo [0,1]| ésta dada por:

=x(f(x)=x f(x)=(1-x fz(x)=x 1 X)fl(x)—(l—x)fz(x )=
=x(1=x)(f,(x)=f,(x)=x(1=x)(p.U.(x p+(1—=x) p) = p.
=x(1=x)(x-p.U p+(1=x)p. U p—x-p.U p—(1—x) p.U. |
=x(1=x)(x(p.U p=p.U.p)+(1—=x)(p.U.p—p.U. p))=
=(=1)x(1=x)(x(p.U. p= p.U.p)+(1=x)(p.U. p—p.U.p))
porlotanto x=—x(1—x)(x(p.U.p—p.U.p)+(1=x)(p.U.p—p.U.p))

entonces x(1—x)>0 yelsignode X éstadeterminado por el signo de

(=)(x(p.U p=p.U. p)+(1=x)(p.U p—p.U. p)) .

Ciencias Economicas 28-No. 1: 2010 / 23-50 / ISSN: 0252-9521

.81 O<x<l1



Juegos normales y evolucion cultural 47

Sabemos que p es evolutivamente estable si
Y peS,,p#p x(p.U. p—p.U p)+(1—-x)(p.U.p—p.U.p)>0 ,para x
suficientemente pequefio. Por lo tanto x es decreciente para x suficientemente pequefio si y

solosi p esevolutivamente estable. Asi la frecuencia X, de la poblacion E| decrece en el

tiempo, mas atn tiendea O cuando #— oo . Por lo tanto una poblacién evolutivamente estable

E, no puede ser invadida por ninguna poblacién minoritaria £, .Es mds tenemos que

Y peS, y pES, fijo es evolutivamente estable si y solosi p es evolutivamente

estable:

Como A=[€)'U‘p {) 'U'lf entonces 0} es evolutivamente estable si y solo si se tiene
p.Up p.Up 1

que:

(i) v, v ka1 <[0,1J-A~m Y e 5l 530 Ly

2

i) V| = > Xy |20

(if) [xz tal que x,tx,=1, x,x,20 | . 1} y

[x, x,]-A 0 =[0,1]-A- 0 entonces [xpxz]'A‘ N <[0,1]-A- N
1 1 X, X,
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Por otro lado (i) Q[xl,xz]_[P-U?]g[(),l]-
P

ox,pUptx,p U p<p. U

ox,p.Upt+t(1—x}p.U p<
ox,p.Upsx,p.Up
Sp Upsp U p

Tambien se tiene que:

Xy

£|0
b

X

1 11
© x,p.Up+x,p.Up=p.Up
< x,p.Up+(1—x,)p.Up=p.Up
< X P UP X i7 U.p <x17&0)
< p.Up=p.Up

y [x,,x] A * “ex,,x,]

Xy

x, p.U p+x2p.U.p

<[0, 1]} "7 "
x,p.U p+x,p.U p

=[x, 5] P

A

ox,p.U(x, ptx,p)+x,p.U(x, ptx,p)<p.U.(x
ox p.U(x, ptx,p)<(1—x,) p.U(x, p+x,p)
ox, p.Ul(x, ptx,p)<x, p.U.(x, p+x,p)

< p.U(x; p+x,p)<p.U.(x, ptx,p) (x,#0)
ox,p.Up+x,p.U p<x,p.U p+x,p.U p
ox,p.Up<xp.Up

<p.U p<p.Up (x,#0)

Por lo tanto se tiene que
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Y x,€[0,1]

Y x,€[0,1]
Y x,€[0,1]
Y x,€[0,1]

<:>xlp+xzi)¢p<:>x1p_xli)¢0<:>x1p¢xl P (xl;é())@p#i)

1p+x2i))
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(i) p.U. p<p.U. p

(ii)ep#p, p.Up=p.U.p = p.Up<p.Up

c 0 . A e . A
y asi se tiene que 1l s evolutivamente estable ¥ p , p fijo, p , pESy©Pp es
evolutivamente estable.

En particular si p es evolutivamente estable, X; p+x,D convergea p para todo valor

inicial suficientemente cercano a p
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