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Resumen: Este trabajo se enfoca en el
problema epistemologico que supone el
desdoblamiento de una teoria axiomdtica entre
formalismo e intuicionismo. La propuesta aqui
planteada pretende despojar el intuicionismo
originario de los axiomas mediante la evocacion
a una correspondencia entre los modelos
isomorfos, esto es, los modelos cuya estructura
logica es semejante.
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1. Introduccion

El presente trabajo versa sobre la teoria
axiomatica o los sistemas axiomaticos, y con
ello se enmarca dentro de la problematica de la
filosofia de la matematica. Definitivamente no
es un trabajo sobre matematica, propiamente —ni
pretende serlo-, aunque evidentemente se vale de

los problemas planteados dentro de esta discipli-
na que han llevado a una formulaciéon mas bien
epistemologica sobre la axiomatica.

Haré un breve recorrido histérico del método
axiomatico con el fin de direccionar la discusion
hacia el problema epistemologico que se presenta
en dicho método, y luego expondré una propues-
ta de solucion a partir de las tesis de R. Blanché
y J. Ladri¢re, mediante los modelos isomorfos.
De este ultimo principalmente, por cuanto, las
distinciones entre los distintos sistemas forma-
les han sido tomadas de su obra Limitaciones
internas de los formalismos, asi como las tesis
respecto a la obra de David Hilbert. Esto con el
fin de delimitar el trabajo en la teoria formal y
su problematica tal cual la expone Ladriére, y asi
evitar una mal direccion hacia los problemas pro-
pios de los autores mencionados y sus sistemas.

La teoria axiomatica encontré su natalicio
en el Organon aristotélico, y posteriormente
su desarrollo, asi como amplia difusion, en los
Elementos euclideos, donde no solo se cimentd
como teoria geométrica, sino también como
modelo de teoria deductiva. Esta rigurosidad
logica de la deduccién geométrica, le permitid
—a la axiomatica- presentarse como forma aca-
bada de teoria deductiva. Prueba de ello es que,
hasta finales del siglo XIX, esta concepcion
permanecié basicamente inalterada salvo algu-
nas variaciones terminoldgicas y epistemologi-
cas de mayor o menor envergadura, v.gr., con
la aparicion de las geometrias no-euclidianas,
propiamente con Bolyai, Gauss y en particular
Lobachevsky y Riemann.

Sin embargo, previo a esto, la teoria axio-
matica asi expuesta en su acepcion clasica se
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entiende como un conjunto de verdades acerca de
un dmbito determinado de la realidad organizado
de tal manera que casi todos los conceptos que
intervienen en la teoria son definidos a partir
de unos pocos conceptos primitivos -que no se
definen-, y casi todas las verdades que componen
la teoria son demostradas a partir de unas pocas
verdades primeras o axiomas -que no se demues-
tran-. Los conceptos primitivos no necesitan ser
definidos, pues los conocemos intuitivamente. Y
los principios primeros o axiomas no necesitan
ser demostrados, pues su verdad es evidente y la
captamos por intuicion.

Ahora bien, el problema radica en que la
intuicion se presenta insuficiente como justifi-
cacion epistémica si queremos alcanzar algin
grado de certeza en la verdad del axioma y, si el
fin de la axiomatizacion de una teoria deductiva
es desprender a dicha teoria de las significacio-
nes intuitivas sobre las que, en primer lugar, fue
cimentada, cabe preguntarse, ;como contender el
caracter intuitivo presente en las teorias axioma-
ticas, si debilita toda rigurosidad 16gica?

Este trabajo se enfoca en el problema episte-
moldgico que supone el desdoblamiento de una
teoria axiomatica entre formalismo e intuicio-
nismo. La propuesta aqui planteada, de la mano
con Blanché (1898-1975), pretende despojar el
intuicionismo originario de los axiomas median-
te la evocacion a una correspondencia entre los
modelos isomorfos, -aquellos que suponen la
correspondencia formal entre varias teorias axio-
maticas-, esto es, los modelos cuya estructura
logica es semejante.

Como precision, es necesario aclarar que, es
incorrecto hablar de la axiomatica como sistema
unico, es decir, como si fuera un unico sistema
con axiomas, definiciones, proposiciones, etc.,
ya constituido y determinado, el cual se aplicara
a diversos temas o problemas como medio de
analisis, introduciendo talvez, otras variables
que se subsumieran en el tema en cuestion. Tal
es el caso de la axiomatizacion de la geometria
de Pasch, asi como la axiomatizacion de Peano
para la aritmética, o bien, nuevamente en la
geometria, la axiomatica de Hilbert. Mas atn,
se puede hablar de un orden geométrico (=
modelo axiomatico), empleado por Baruj Spino-
za. De manera tal que, al hablar de un método

axiomatico (o bien geométrico), aludimos a esta
estructura hipotético-deductiva en la que, a par-
tir de ciertas nociones primitivas, se enarbola un
sistema logico de proposiciones.

I1. Marco histérico

1. Aristoteles

Aristoteles (384 a. C.-322 a. C.) distingue en
los Analiticos posteriores (1988, 339), dos posi-
bles puntos de partida para las demostraciones,
los axiomas y las definiciones. Su preocupacion
recae sobre el argumento de que deben haber
primeros principios (= no demostrables) para
cualquier ciencia, para que con ello se evite una
regresion infinita en los argumentos. Este texto es
de particular interés porque enarbola una teoria
cientifica valiéndose del silogismo demostrativo,
que es de caracter apodictico; esto a su vez evoca
el caracter epistémico del método axiomatico,
al remitir hacia los fundamentos de toda teoria
cientifica. Siendo este el caso, la ciencia depende
de un conocimiento mas bien pre-cientifico, bajo
el cual surgen las nociones previas que permiten
la construccion del edificio argumentativo. Esas
nociones previas, como acabo de sefialar, son de
dos tipos: a) axiomas y principios (como el de
no-contradiccion), que son verdades universales
aplicables a cualquier deduccion, aunque perte-
nezcan a ciencias distintas; b) definiciones, que
son aquellos principios inmediatos propios de
cada una de las ciencias. Ahora bien, esta es la
primera aproximacion expositiva al método axio-
matico, y en ella misma se encuentra el quid del
problema que nos atafie, a saber, ;como se llega
a conocer esas nociones previas, toda vez que
la ciencia propiamente dicha, segiin Aristoteles,
no permite obtenerlos, antes bien los presupone?
Para atender a este problema, el Estagirita apunta
a la contrastacion de hipotesis, como etapa de
adquisicion de esos principios, es asi que, en la
Metafisica (2008, 119-20),«prueba» que el prin-
cipio de no-contradiccion: a) no puede probarse
positivamente, puesto que se presupone en toda
prueba y el intento de demostrarlo daria lugar a
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un circulo vicioso, pero b) tampoco puede refu-
tarse, pues en el instante de hacerlo se negaria la
validez de esa refutacion misma; de manera que,
por reduccion al absurdo, expone la validez pre-
demostrativa de ese principio fundamental para
todo conocimiento discursivo.

Ahora bien, hasta ahora tenemos el proble-
ma de: 1) ;como se llegan a conocer las nociones
previas?, y podemos afiadir un problema que
deviene de este, a saber, 2) las nociones comunes
0 axiomas, son considerados verdades incuestio-
nables, universales y necesarias, que pretenden
dar un suelo firme para poder cimentar todo el
edificio argumentativo. Un uso correcto de las
reglas de inferencia nos conduce a pensar que, si
los axiomas a partir de los cuales se demuestran
todas las demas proposiciones son verdaderos,
estas a su vez, y de manera necesaria, habran
de ser verdaderas. Este sistema, aunque rigido,
parece proveer una solidez logica dificil de fran-
quear. Sin embargo, cabe preguntarse, si sucedie-
ra que se incurre en un error, v.gr., alguna de las
proposiciones termina por ser falsa, ;debemos
pensar que ha sido un mal uso de las reglas de
inferencia, si es el caso imposible que el error
esté en aquellos primeros principios necesaria-
mente verdaderos? Ante este segundo problema,
la primera interrogante toma mayor relevancia,
si es el caso que, verdaderamente, queremos
cimentar un edificio sobre suelo firme.

2. Euclides

La obra de mayor consideracion historica
de Euclides (325 a. C.-265 a. C.) es sin duda, los
Elementos, tratado sobre aritmética y geometria
que, aunque elemental, se mantuvo incuestionado
por siglos. En este libro, el matematico alejandri-
no basicamente elabord un ordenamiento logico
y metodico sobre el conocimiento matematico
de su época, en el cual, su originalidad no fue
ni teodrica ni metodica, pero si lo fue su uso del
método. Talvez por esto es que se le suele acufiar
el método axiomatico a Euclides, pues se valié de
teoremas matematicos ya conocidos en su época, a
la vez que implement6 la teoria axiomatica antes
expuesta por Aristoteles, para darle un orden
logico y estructurado al cuerpo de conocimiento

en matematicas. Ahora bien, lo determinante de
esto es que, valiéndose de dicho método, alcanzo a
reconstruir de manera deductiva los teoremas de la
matematica a partir de verdades evidentes y nece-
sarias. En la obra mencionada, Euclides divide sus
principios en Definiciones (= que tienen la forma
de estipulaciones aunque otras incluyen varias
aseveraciones que no son propiamente definicio-
nes i.e. la afirmacion de que ‘Un diametro divide
un circulo por la mitad’ (d.17), asi como pares de
definiciones, donde se puede leer facilmente como
una afirmacion ‘Una linea es sin amplitud’ (d.2),
‘Las extremidades de una linea son puntos’ (d.3)
o ‘Las extremidades de una superficie son lineas’
(d.6)); Postulados (= los cinco incluyen tres reglas
de construccion); y Nociones comunes.

A partir de esta exposicion, la geometria
clasica en la forma que toma a partir de Euclides
en los Elementos, se establece como un modelo
de teoria deductiva, consideracion que le dio a
la geometria el estatuto como ciencia racional
(= demostrativa).

Directa o indirectamente, todas las proposi-
ciones se comunican entre si (= cada teorema se
encuentra unido por una relaciéon necesaria a las
proposiciones); la demostracion no puede remontar-
se al infinito, razén por la cual reposa sobre algu-
nas proposiciones primeras: indubitables. Todo es
empiricamente verdadero, pero la experiencia no es
criterio justificatorio. La tnica via de demostracion
es deductiva, y las tinicas leyes, las de la logica.

Como se ha mencionado, este sistema perma-
neci6 inalterado por varios siglos. La controversia
surgio en el Gltimo de los postulados euclideos, el
quinto. El problema recaia en su incapacidad de
verificacion empirica. Y atendiendo a la segunda
interrogante antes planteada, si los primeros prin-
cipios son verdades incuestionables, ;qué sucede
con el caracter evidente de este quinto postulado?
Mas alla de cuestionarnos las implicaciones que
esto pudo tener para la geometria propiamente,
nos interesa ver el problema que supuso para tan
solido método.

Hasta el siglo XVIII hubo numerosos inten-
tos por resolver este problema, intentando, ya
fuera, obtener un postulado similar aunque mas
evidente, o trataron de deducirlo de los otros pos-
tulados y axiomas (= dandole con ello el caracter
de una proposicion, mas bien). Lo determinante
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por sefialar aqui es que, se emprendié toda una
labor centenaria por querer validar una verdad
evidente; ahora ciertamente, la distincion cla-
sica entre axiomas y postulados recae sobre el
caracter demostrativo de uno y otro, aquellos
son indemostrables, estos son demostrables en
su correspondencia con la realidad, sin embargo,
lo que comparten es el estatuto epistemologico
de verdades necesarias. Y, considero, si se puede
dudar de una de esas verdades, se puede dudar
también de todas las demas. Este tipo de afirma-
ciones condujo, en el siglo XIX, a la aparicion de
otras geometrias nuevas, pero mas importante,
no-euclidianas.

3. Geometrias no-euclidianas

Howard Eves, en el primer tomo de su Estu-
dio de las geometrias, se explaya al respecto y
afirma,

Poco después de la primera cuarta parte
del siglo diecinueve tuvo lugar un evento
geométrico que demostrd ser de tremenda
importancia, no solo para la geometria, sino
para todas las matematicas; se invent6 una
geometria que diferia radicalmente de la
geometria tradicional de Euclides. Antes
de este evento se habia, y realmente existia,
s6lo una geometria posible, y que cualquier
descripcion del espacio contraria a la expo-
sicion euclidiana debia ser necesariamente
incompatible y contradictoria. (1969, 319)

Ciertamente, las nuevas geometrias no fue-
ron ni necesariamente incompatibles, ni con-
tradictorias. Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
quien fuera llamado el Principe de los matema-
ticos, nos comenta Angel Ruiz (1999, 93), inici6
sus intentos por demostrar una geometria valida
sin el quinto postulado euclidiano a la corta
edad de 15 afos. Unos afios después le escribid
una carta a Bolyai (1775-1856), quien también
fue pionero en las geometrias no-euclidianas,
donde le expresaba la imposibilidad de deducir el
quinto postulado de los demas postulados eucli-
dianos. Mas atn, habria de afirmar luego que,
era imposible demostrar que los resultados de la
geometria euclidiana fueran tanto autoevidentes

como necesarios verdaderamente (= cosa que si
afirmaria de la aritmética).

Nicolai Lobachevsky (1793-1856), es consi-
derado el padre de la geometria no-euclidiana,
pero este titulo le ha sido otorgado sélo por haber
sido el primero en publicar; el caso es que, Loba-
chevsky, Bolyai y Gauss, todos contemporaneos,
trabajan al mismo tiempo, pero por separado en
los nuevos problemas de la geometria.

Ahora bien, mas importante alin para nuestro
propdsito, fue la implicacion de esta aparicion de
nuevas geometrias respecto al objeto de analisis
de la geometria, v.gr., el espacio fisico; de mane-
ra tal que, la teoria axiomatica en la acepcion cla-
sica arriba planteada, esto es, como un conjunto
de verdades acerca de un determinado ambito de
la realidad entra en disputa, planteando la inte-
rrogante sobre /jcudl es la geometria verdadera?,
o mejor aun, /cual geometria describe adecua-
damente el espacio fisico?, poniendo con ello en
entre dicho la teoria del espacio kantiana propia
de la época, la cual, habia revalidado los axiomas
y postulados euclideos situdndolos como juicios
a priori impuestos en la mente, lo que a su vez
supone que, de ser negados, no es posible hacer
ninguna suerte de razonamiento compatible con
el espacio. Ante esto, insiste Eves,

La geometria se liberd de su molde tradicio-
nal, y los postulados de la geometria se con-
virtieron, para el matematico, simplemente
en hipotesis, de cuya verdad o falsedad
fisicas no era necesario preocuparse. [...] Un
postulado, como lo emplea el matematico no
necesita ser autoevidente ni veraz. [...] La
invencion de una geometria no euclidiana,
invalidando una creencia tradicional y rom-
piendo con el hébito de pensar que se habia
tenido durante siglos, asestod un fuerte golpe
a al punto de vista de la verdad absoluta en
las matematicas. (319-320)

Como he mencionado, el presente trabajo
no pretende ahondar en problemas propias de la
matematica sino sefalarlos indirectamente, con
el fin de direccionar nuestro problema. De mane-
ra que, lo que nos compete son las consecuencias
de los mismos en un plano epistemologico y
propiamente para la teoria axiomatica como
sistema. Es asi que, podemos aseverar, ante el
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surgimiento de las geometrias no euclidianas, la
intuiciéon ya no comprende una necesidad para
cualesquiera razonamientos acerca del espacio
fisico, sino que, pone en entredicho el valor
mismo de verdad, y mas aun, respecto al caracter
no so6lo verdadero, sino apodictico y autoevidente
de quienes ocuparan el mas alto lugar de la jerar-
quia epistemologica: los axiomas.

4. La axiomatica

Por otro lado, en el mismo siglo XIX, pro-
piamente en 1882, Moritz Pasch (1843-1930)
publicaria sus Conferencias sobre una nueva
geometria, en las que pretende basamentar la
geometria euclidiana en nociones y axiomas
primitivos mas precisos, haciendo hincapié
en los métodos deductivos empleados para
desarrollar el tema, y argumentd que el razo-
namiento matematico no deberia apelar a la
interpretacion fisica de los términos primitivos
(= correspondencia material), sino que deberia
basarse Unicamente en manipulaciones forma-
les justificadas por axiomas.

Para que la geometria llegue a ser verdade-
ramente una ciencia deductiva, es necesario
que la manera como se sacan las consecuen-
cias sea en todas partes independiente del
sentido de los conceptos geométricos, como
debe serlo de las figuras; solo debe tomarse
en consideracion las relaciones establecidas
por las proposiciones (que hacen oficio de
definiciones) entre los conceptos geométri-
cos. (Blanch¢, 1965, 24)

Con esto expone una serie de reglas que
puntualicen los términos primitivos a partir de
los cuales se va a desarrollar el sistema geomé-
trico, e igualmente esgrime en favor del énfasis
sobre las relaciones logicas entre los términos
primeros, antes que considerar el sentido que se
les pueda dar. Esto supone un conocimiento si
no tedrico, al menos operatorio de la loégica aqui
presupuesta, de manera que sea anterior a la teo-
ria axiomatizada.

El problema que supone esta formalizacion
de la axiomatica es que, en honor del espiritu
propio de la axiomatica, la presuposicion de

conocimientos es inadecuada, toda vez que
esta pretende explicitarlo todo sin presuponer
nada. Ella misma proporciona los cimientos
del edificio, no considera ninglin otro tipo de
pieza anterior a los cimientos mismos. Esto
ciertamente es problematico, y es talvez el ter-
cer problema por enlistar junto a los dos men-
cionados anteriormente, a saber 3) ;Qué tanto
conocimiento es permitido presuponer previo al
sistema propiamente? jcuanto de ello esta tacito
en las nociones primitivas y qué tan necesario
es explicitarlo en la edificacion del sistema?
Mas adelante volveré a esto.

Hasta ahora, el desarrollo de la axiomaética
como modelo deductivo ha llevado a considerar
los postulados de una teoria no susceptibles
de verdad o falsedad, pues contienen variables
relativamente indeterminadas. Es necesario dar
a estas variables ciertos valores a modo de cons-
tantes, para poder someterlas a juicios de verdad
o falsedad; sin embargo, esgrime Blanché, esto
ya excede a la axiomadtica como tal y da lugar a
sus aplicaciones.

Posteriormente a Pasch, hubo al menos dos
sistemas axiomaticos que alcanzaron gran rele-
vancia histérica; de los cuales, le habremos de
prestar un poco mas de atencion al segundo.

a. Giuseppe Peano (1858-1932): construyo una
axiomatica para la teoria de los niimeros
naturales.

b. David Hilbert (1862-1943): en sus Funda-
mentos de la Geometria, expone una axio-
matica sobre la geometria euclidea. No se
preocupd mucho por reducir el nimero de
los términos primitivos, los cuales incorpor6
a los axiomas; mismos que repartié en cinco
grupos segun el dominio de los teoremas
que determinan.

Ahora bien, en el programa de Hilbert, de
la mano de Kant, esgrime que las matematicas
gozan de un contenido que les es asegurado
independientemente de toda logica, y, en conse-
cuencia no pueden fundarse en ella. Contrario
a esto, la condicion que permite la aplicacion
de razonamientos logicos es que se dé algo a la
representacion: objetos concretos, presentes en
la intuicion de forma inmediata; y, en este caso,
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ese objeto son los signos. La solidez del razona-
miento matematico recae sobre la intuicion del
signo, cuya evidencia es privilegiada. Sin embar-
g0, en algun momento, estas evidencias fueron
puestas en discusion, develando un exceso de
confianza en ellas y, reconociendo que, tales evi-
dencias sobre las que se descansaba, no podian
ser consideradas como criterios de verdad.

5. La crisis de los fundamentos

Respecto a lo recién planteado, Ladriere cita
a Hilbert,

[...] No se puede suprimir el recurso a la
evidencia: toda demostracion debe poder
sustentarse, en definitiva, sobre evidencias,
y lo que se denomina razonamiento no es
sino un procedimiento por medio del cual
se propaga la evidencia de ciertos términos
tenidos directamente por otros cuya verdad
no se manifiesta de manera inmediata. Y la
evidencia se realiza en la intuicion: es pues,
necesario precisar sobre qué intuiciones hay
que apoyarse y justificar el papel que se les
atribuye. (1969, 27)

Este cuestionamiento sobre las intuiciones
primeras es lo que se ha venido a llamar: la crisis
de los fundamentos. Esta crisis, dice Ladriére lo
que supone es un examen critico de los conceptos
basicos asi como de los métodos de razonamien-
to empleados, propiamente en relacion con el
sistema aceptado de evidencias.

La propuesta de Hilbert ante esta crisis
radica en el peso otorgado a la intuicion sensible
del signo (= objeto-signo), para la cual, antes
bien, formula una distincidn entre matematica
y metamatematica. Para su programa sobre la
fundamentacion de las matematicas planeta dos
puntos de vista:

a. Todo lo que hasta aqui ha constituido la
matematica propiamente dicha, queda
estrictamente formalizado, de manera que la
matematica propiamente dicha (= matema-
tica en sentido estricto), se convierte en un
cuerpo de formulas demostrables.

b. A (a) se le viene a afadir otra disciplina, la
metamatematica, que sirve para asegurar
la verdad de aquella. En esta se aplica un
caracter intuitivo que se aplica para esta-
blecer el caracter no-contradictorio de los
axiomas.

Con esto, Hilbert pretende convertir los
axiomas, formulas y demostraciones de las teo-
rias matematicas en objetos de la intuicion; pero,
para ello, es necesario realizar una formalizacion
estricta de todas las teorias matematicas.

II1. Sistemas formales

Para demostrar que un sistema es auto-con-
sistente, hay que demostrar que no contiene pro-
posiciones contradictorias. Tal condicion supone
que el sistema esté adecuadamente formalizado,
y esto se puede lograr mediante la axiomatiza-
cion, esto es, estableciendo los conceptos inde-
finidos, asi como los supuestos indemostrados
junto con las reglas de inferencia.

Ahora bien, la axiomatica, la cual es nues-
tro sistema de interés, como hemos visto, ha
mutado mucho a lo largo de los afios. Ladriére
(1969) distingue la axiomatica cldsica de la
moderna, como de contenido y pura, respectiva-
mente; de esta manera, en la acepcion clasica, es
decir, la axiomatica de contenido, los conceptos
fundamentales estaban dados intuitivamente,
y a partir de ellos se establecian proposiciones
consideradas como evidentes. Por otro lado, la
axiomatica moderna, es mas bien pura, es decir,
los conceptos de los que se vale son introduci-
dos explicitamente y definidos por relaciones
que establecen entre ellos. Los axiomas no se
consideran ya, como verdades evidentes, sino
que, se exponen como hipotesis cuya validez
es probada en funcion de qué se puede deducir
de ellos.

Por otro lado, otro sistema formal que emer-
gi6 durante el siglo XIX fue el de la logistica, a
partir de los trabajos de Boole. Es de corte ana-
litico puesto que recurre a las operaciones pura-
mente elementales, elaborando procedimientos a
partir de ellas que den lugar a operaciones mas
complejas. La logistica, desde sus inicios ha
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tomado la forma del calculo, con operaciones
dadas y definidas por un conjunto de reglas.
Sin embargo, esgrime Ladriére, «[...] esta
deberia adoptar en algiin momento una forma
axiomatica y deductiva: las propiedades de
las operaciones fundamentales quedan fijadas
por ciertas relaciones, enunciadas a manera de
axiomas, y se dan reglas que permitan dedu-
cir de estos axiomas proposiciones validas»
(1969, 37).

A suvez, y en relacion con el problema sobre
los fundamentos, los logicistas consideran que
los conceptos matematicos se pueden derivar
de conceptos logicos enteramente, mas aun, la
matematica es tan solo una parte de la 16gica y
no existen conceptos matematicos ajenos a esta.

IV. Intuicionismo

Un caso anverso de los modelos formales
recién expuestos, lo presenta el intuicionismo,
esgrimido por Brouwer y su escuela, para quie-
nes la matematica es independiente del len-
guaje matematico y de la logica. Asi lo expone
Ladriére,

El ente matematico no posee realidad auto-
noma, antes bien, existe solamente en el
acto por el cual es engendrado. [...] El pen-
samiento matematico se fundamenta en una
intuicion originaria, a saber, la division de
la unidad, fuente de la dualidad. Esta intui-
cion es esencialmente la de la estructura del
tiempo, y constituye la base de la nocion de
numero entero. (1969, 44)

Con esto, se elimina todo tipo de apriorici-
dad, toda vez que no se puede afirmar x o no-x,
sin haber resuelto un procedimiento efectivo que
permita obtener tal solucion. Ahora bien, ante el
problema de los fundamentos, los intuicionistas
desdefian un marco sistematico y piensan, mas
bien, que las matematicas estan en constante
devenir, de manera que la constructibilidad
avanza a medida que avanza la matematica. De
manera que, realmente, no aportan ninguna solu-
cion al problema, sino que, proponen una suerte

de estilo matematico que consiste en la refundi-
cion de todas las teorias.

Mientras tanto, como se sefialo con brevedad
anteriormente, Hilbert buscd una conciliacion
entre las teorias expuestas (= logicismo, axio-
matica, intuicionismo), dandole a los sistemas
formales el lugar de la metamatematica o teoria
de la demostracion, destinada al problema de
los fundamentos, esto es, sus términos elemen-
tales; mientras que a la matematica le asigné
todos los tipos de razonamiento, que a su vez
deberian adecuarse a prescripciones mas bien
constructivistas.

V. Modelos isomorfos

Sin embargo, todas estas propuestas de una
u otra manera, nos llevan a la elaboracion de
sistemas formales. Y, mas importante aun, el
formalismo es la concepcion dominante ante el
problema de los fundamentos.

La axiomatica, argumenta Ladriere -asi como
la posicion hilbertiana-, tiene un caracter platoni-
co, es decir, considera el ente matematico como
existente en si, de manera que un sistema formal
es tan solo la transposicion (= representacion
simbodlica) de una realidad matematica autébnoma;
sin embargo, asevera que, el sistema solo puede
construirse en la prolongacion de una matematica
intuitiva, de otra manera, que esta realidad mate-
matica se haya expresado previamente de alguna
manera.

Pero, indistintamente de su consideracion
platonica o empirista, parece haber siempre
una dualidad reducible a dos niveles tedricos,
v.gr., nivel intuitivo (= estadio no critico de las
teorias matematicas) y un nivel formalizado
(= estadio critico). Esto tira por la borda la pro-
puesta hilbertiana de distincién entre ciencia y
metaciencia, reduciéndola a teorias intuitivas
y formales. Puesto que, si la metaciencia es
la ciencia de los fundamentos, se termina por
identificar con aquellos que desea fundamentar.
La tarea ahora es la de reducir la intuiciéon a un
minimo absoluto.

Ahora, hablar de un sistema formal = hablar
de un perfeccionamiento del método axiomatico
en su maxima abstraccion. Este método consiste
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en un aislamiento —en un determinado marco
teorico- de ciertos enunciados considerados fun-
damentales, a partir de los cuales se pueden
derivar otros nuevos mediante reglas logicas de
inferencia. Este tipo de exposicion presenta una
forma ordenada en la cual se procede desde lo
mas conocido a lo menos conocido, de lo mas
simple a lo mas complejo.

Algunos ejemplos de la presencia intuitiva
en la axiomatica son los siguientes:

1. A. intuitiva: aisla los conceptos y enunciados
fundamentales a partir de los cuales se dedu-
cen los demas; sin embargo, los primeros se
consideran como intuitivos y los segundos
como evidentes. Este es el caso de la geome-
tria euclidiana.

2. A. abstracta: se precisa completamente el
contenido de los conceptos fundamentales,
haciendo uso de propiedades enunciadas
explicitamente. Pero, hacen referencia a la
significacion intuitiva de los términos utili-
zados. Esto sucede en la definicion ordinaria
de grupos en algebra.

3. A. formal: el contenido de los conceptos fun-
damentales ya no desempefia ningin papel.
Su significacion queda fijada de manera
absoluta por las relaciones establecida entre
los conceptos mediante los axiomas. Sin
embargo, los axiomas siguen apelando a
expresiones del lenguaje comun, por lo que
su sentido viene dado por la intuicion.

4. Sistema formal puro: toda referencia a un
orden de significados exteriores al sistema
queda eliminado mediante el empleo de un
lenguaje simbolico rigurosamente definido,
a la vez que se explicitan totalmente los
modelos de deduccion. Aunque la intuicién
no es eliminada por completo, no afecta el
contenido de los conceptos o expresiones.

Esta transicion en la axiomatica modifica su
sentido: su fundamento ya no es la evidencia, sino
la comodidad. Los enunciados iniciales se eligen
arbitrariamente = lo unico relevante es que, del
cuerpo de axiomas pueda deducirse la teoria.

Ahora bien, la precision de sistema formal
requiere la distincion entre presentacion, repre-
sentacion e interpelacion de un sistema:

1. Presentacion: formulaciéon de una eleccion
particular de simbolos.

2. Representacion: correspondencia biunivoca
entre sus componentes primitivos y una
clase de objetos.

3. Interpretacion: correspondencia entre una
las proposiciones primitivas de un sistema
con una determinada clase de enunciados
cuya verdad o falsedad se determina inde-
pendientemente del sistema, de manera que
a las proposiciones derivables del sistema, le
corresponden enunciados verdaderos.

4. Modelo: conjunto de elementos (En) que se
encuentra en correspondencia con los com-
ponentes de un sistema formal. De manera
tal que:

4.1. A las proposiciones del sistema for-
mal corresponden enunciados formados
mediante elementos del conjunto (En).

4.2. Sea posible determinar independiente-
mente del sistema formal, si un determi-
nado enunciado es verdadero o falso.

4.3. A las proposiciones derivables del sis-
tema formal corresponden enunciados
verdaderos.

5. 3=4

Dos modelos M, y M, se denominan isomor-
fos si entre los elementos de sus campos respec-
tivos existe una correspondencia biunivoca (= a
cada elemento M, corresponde un elemento M,,
solo uno y de manera reciproca), de manera tal
que, si un elemento de M1 es verdadero, asimis-
mo lo es su correspondiente en M,,.

Concatenado con esto, Blanché elabora una
serie de tesis sobre los indefinibles y los inde-
mostrables en las que afirma que:

1. No es logicamente indispensable que la tota-
lidad de los términos fundamentales y de los
postulados sea presentada en bloque desde
el principio de la teoria, asi como agotada
antes de que comiencen las definiciones y
las demostraciones.

1.1. (1) alcanzaria a entorpecer la exposi-
cion, sin ningun tipo de ventaja logica.

2. Para evitar (1.1), es preferible proceder por
grados sucesivos e introducir a medida que
sea necesario, aislada o grupalmente, nuevas
nociones fundamentales.
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2.1. (2) puede ser ilustrado en el proceder
geométrico que emplea Spinoza en la
Etica, donde el lector puede observar
cinco partes en las que estd dividi-
do el texto, cada una con sus propios
axiomas, definiciones, etc., pero que a
su vez, cada parte sucedente se puede
retrotraer a las partes anteriores con
sus respectivos axiomas, definiciones,
etc., es decir, cada una de las partes esta
supuesta en las siguientes, pero exponen
términos primitivos nuevos segun el
problema atinente. Si el filosofo holan-
dés hubiera expuesto en un primer libro
todos los axiomas, definiciones, etc., la
oscuridad del texto seria poco menos
que absoluta.

Dos maneras de entender ‘sistema’: (a) con-

junto de nociones y proposiciones que lo

componen, primitivas y derivadas; (b) tal o

cual organizacion logica que es posible darle

a (a).

3.1. (@) =(b)

3.2. Todas las reconstrucciones axiomaticas
de la geometria euclidiana son equi-
valentes, puesto que contienen en el
fondo el mismo conjunto de términos y
proposiciones.

3.3. La diferencia recae en la distribucion
entre primitivos y derivados.

3.4. Dos sistemas de proposiciones son equi-
valentes si, cualquier proposicion del
uno, se puede demostrar con la sola
ayuda de las proposiciones del otro.

Estando dada una teoria deductiva concreta,

siempre es posible reconstruirla sobre bases

diferentes.

4.1. Si el sentido de los términos no esta
determinado de manera univoca (= equi-
voca), siempre que haya un sistema
de valores que satisfaga igualmente el
conjunto de relaciones enunciadas por
los postulados, dar varias interpretacio-
nes concretas diversas, estas devienen
en modelos, siendo el sistema origi-
nal uno de estos, aunque no el Unico,
ciertamente.

4.2. Si es el caso que (4.1), y hay una coin-
cidencia en la abstraccion = modelos
isomorfos (= estructura logica).

4.3. El método axiomatico tiene la preten-
sion de establecer (4.2).

Considero que esto si no elimina el lugar
original de la intuicion entre los términos primi-
tivos, al menos despoja a la intuicién de su lugar
dentro del sistema, toda vez que ya no supone
remontarse hacia ella en algtn tipo de signifi-
cacion, sino que la verdad de los enunciados es
satisfecha mediante su correspondencia entre
modelos. De esta manera al llevar a la axioma-
tica hacia la formulacion de un sistema formal
puro, sus verdades ya no se reducen a la eleccion
arbitraria y a la validez deductiva que toman sus
derivables, sino que encuentra su valor episté-
mico mediante la funciéon que cumple en otro
modelo légicamente semejante.
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