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Resumen

Se propone una funcién ventana obtenida a partir de los polinomios concentrados doblemente
ortogonales. Esta funcién ventana se escoge de las soluciones a la ecuacion matricial de autovalores
que define a tales polinomios. Los filtros digitales obtenidos a partir de estas funciones ventana tienen
en general una pendiente de caida que los hace adecuados para visualizar sefiales débiles en presencia
de sefiales mucho mas fuertes. Esta aplicacion en el anélisis espectral demuestra su utilidad al
compararse con filtros digitales obtenidos de otras funciones ventana mas comunmente usadas.

Summary

A new window function, obtained from the doubly orthogonal concentrated polynomials, is proposed.
It is chosen among the solutions to the matrix equation from which originates those polynomials. The
digital filters, obtained using the window function technique, have a better rolloff, making them
appropriate to distinguish weak signals in the presence of stronger signals. This application in spectral
analysis shows its usefulness when a comparison is made between digital filters obtained using other
commonly used window functions, and digital filters obtained from the proposed window.

Descriptores: Polinomios; funciones ortogonales; optimizacion; tratamiento y deteccion de sefiales

1. INTRODUCCION De las técnicas mencionadas, las mas
populares son la primera y la tercera [4]. Aqui

1.1 La técnica de ventanas en el disefio de
Jiltros digitales

Los filtros de respuesta finita al impulso (con
siglas “FIR” en inglés) tienen la ventana de ser
compelidos con facilidad a poseer fase lineal
para una respuesta al impulso par o impar.
Como tal propiedad es de suma importancia en
la practica, las técnicas de disefio de filtros
FIR son de interés considerable. Hay cuatro de
ellas que a continuacion se enumeran: (1) la
técnica de funcion ventana; (2) la técnica de
muestreo en frecuencia; (3) la técnica de
disefios con rizado uniforme vy, (4) la técnica
del disefioc maximamente plano [1-3].

se tratara con la primera. Si se denota con
H,() la respuesta en frecuencia deseada para
un filtro FIR, su respuesta .al impulso puede
denotarse por h,(n). Ambos conceptos estan
relacionados por el par de ecuaciones

H, ((0) = Z h, (n)e_jm (M

H=—0

1 .
h,(n)= % [H, (@)™ dew @)
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Como H,y(@) es una funcion periédica, las dos
ecuaciones anteriores definen una serie infinita
de Fourier con hun) como los coeficientes.
Para la mayoria de los filtros practicos, la serie
es infinita pues Hy @ o alguna de sus
derivadas es discontinua. Sin embargo, debido
a las limitaciones practicas de calculo
computacional, la respuesta en frecuencia del
filtro FIR esta dada por:

H(w)= ih(n)e'-”‘”’ €))

n=0

La ecuacion anterior es una aproximacion a
H,f) mediante una serie finita de Fourier.
Para disefiar un filtro FIR basta truncar la
respuesta ideal Ay (n) fuera del intervalo 0 »
M para producir A(n):

h(n) }’r, (”) 0<n= M

0. otros valores de n

El disefio especificado por la ecuacidn anterior
es la aproximacion de H,(@w) por H(w) basada
en el minimo error cuadratico medio; tal error
se obtiene truncando la serie infinita de
Fourier correspondiente a tal funcién. Sin
embargo, el truncamiento de la serie de
Fourier origina el conocido fendmeno de
Gibbs en H{w), especialmente si H,(w) es
discontinua [6]. Como los filtros son
idealmente discontinuos en los bordes de sus
bandas de transicion, el simple truncamiento
de la respuesta al impulso producira
usualmente un disefio inaceptable.

La técnica de ventanas propone utilizar una
serie de funciones w(n) de extension finita con
el objeto de truncar o segmentar sefiales largas
para usar la transformada discreta de Fourier
(DFT) u otras operaciones de longitud finita o
en bloque, para producir:

h(r) = w(n)h,(n) @)

Esta técnica tiene la ventaja de ser fécil de
emplear y reduce el fenomeno de Gibbs en la
aproximacion a la respuesta en frecuencia.
Tiene la desventaja de destruir la optimalidad
del error minimo cuadritico de la
aproximacion original y de tener efectos
implicitos sobre la respuesta en frecuencia.

Las ventanas preferidas en el disefio de filtros
digitales por su facilidad de calculo son: (1) la
ventana von Hann; (2) la ventana Hamming;
(3) la ventana Blackman y (4) la ventana
Kaiser [1,7]. Desde el punto de vista del
disefio, las ventanas Hamming y Kaiser son las
mas empleadas, la primera por la atenuacion
de rizado en la banda de rechazo y su ancho de
banda de transicion, y la segunda, por ser casi
optima en el sentido de tener la méxima
energia en el l6bulo principal para un nivel
pico dado en los lobulos secundarios y por
permitir disefiar por separado el ancho de
banda de transicién y la atenuacién en la banda
de rechazo.

Otras ventanas que difieren de las anteriores
en que satisfacen criterios explicitos de
optimalidad en el dominio de la frecuencia son
la Dolph-Chebysheyv y la esferoidal prolata. La
primera minimiza el nivel maximo de los
lébulos secundarios y la segunda, maximiza la
razon de la energia del I6bulo principal a la
energia de los lobulos secundarios [8-12]. Si
bien ambas ventanas son matematicamente
optimas, su comportamiento es extremo para
algunas aplicaciones. En vista de ello, se ha
propuesto una ventana que logra el
compromiso optimo entre la energia total de
los l6bulos secundarios y la amplitud pico de
tales lobulos [13].

1.2 La técnica de ventanas desde el punto de
vista del andlisis espectral

Criterios diferentes a los usados en el disefio
de filtros digitales son utilizados para escoger
una funcién ventana cuando se realiza el
analisis espectral de una secuencia de datos.
En este caso, los factores que privan en tal
escogencia son la resolucion espectral
(indicada por el ancho de banda de transicion)
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y el ambito dindmico (indicado por Ia
pendiente de caida de la grafica de magnitud
en dB) que sefiala el poder de una funcion
ventana para distinguir sefiales débiles en
presencia de otras mas fuertes [14].

Por las razones expuestas en el parrafo
anterior, la ventana von Hann se utiliza de
preferencia en el analisis espectral en lugar de
la Hamming, pues la primera tiene una
pendiente de caida de 18 dB por octava que
supera a la de la segunda con tan sélo 6 dB por
octava. Cuando se trata mas bien de disefiar
filtros digitales, se prefiere la Hamming a la
von Hann. En este Gltimo caso, priva como
criterio de convergencia la atenuacion minima
alcanzada en la banda de rechazo.

El objetivo de este articulo es proponer la
utilizacion de una funcién ventana obtenida de
uno de los polinomios concentrados
doblemente ortogonales, que es de extension
finita y con la ventaja que su respuesta al
impulso presenta coeficientes ficilmente
calculables a partir de una ecuacion matricial
de autovalores [15].

1.3 Polinomios concentrados doblemente
ortogonales

Los polinomios concentrados doblemente
ortogonales ”(x) son polinomios de orden
surgidos al maximizar la razon:

Gy e

R(f)—W

(5)

donde [, [/, son intervalos de la recta
numérica. Al polinomio £ (x) que maximiza
tal razén se le puede ver como el polinomio
con la energia mas concentrada en el intervalo
I, a expensas de su energia en /.

El problema de maximizar R(f) es equivalente
al de encontrar el autovalor mas grande A,” al
que corresponde la autofuncion £, (x) dentro
de un problema de autovalores. Las

autofunciones restantes, polinomios de orden n
igualmente, integran junto con f,”(x), un
conjunto de funciones f(x) (j = 0, ..., n)
ortogonales simultaneamente sobre /, ¢ [, [15].

Sea @y(x), @i(x), ..., @.(x} una base para el
espacio F, de polinomios de orden ». Cada
polinomio en F,, se describe como:

.ﬂﬂ=;ﬂ@&) ©

por lo que se le puede representar
vectorialmente como £ = [f, fi, ... f;]". Con
esta dltima notacion, R(f) puede escribirse
como:

/4
R(f)= i (7)

[~ I~

/" es la transpuesta de £, A y B son matrices

(n+1) x (n+1) con elementos descritos por:

[4,(x)g, (x)ais

que son integrales evaluadas sobre /, e [,
respectivamente. Para maximizar R(f) se
resuelve la ecuacion matricial de autovalores

Af =ABf %)
El mayor autovalor A,’” que satisface la
ecuacion anterior da la razén méaxima para
R(). Las coordenadas f; del autovector
correspondiente  son los coeficientes del

polinomio £,"’(x) en la ecuacion No. 6 que
hace R(f) = A,/

Una base conveniente que puede usarse para
calcular los polinomios f(x) es ¢i(x) = x'. Si I,
= [a\, as], i, = [b), b>], puede demostrarse que
las entradas de las matrices 4 = [a;] y B = [6;]
estan dadas por:
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i+ j+1

i+ j+l i+ j+1 i+ +1
a A A _bl i

4 22
i+ j+1 < i+ j+1

Cualquier otra base puede utilizarse para
realizar el calculo de los polinomios que
maximizan R(f). La naturaleza de tales
polinomios depende de si /, o /, son disjuntos
o no. Si lo son, se habla de un problema
exterior. Si 1, c I, se habla de un problema

interior [15].

2. LA VENTANA PROPUESTA Y SU
COMPORTAMIENTO EN EL
ANALISIS ESPECTRAL

La Figura No. | muestra los primeros diez
polinomios que solucionan la ecuacion
matricial de autovalores (8) para n = 50, /, = [-
0415, 0.415] e I, = [-0.5, 0.5]. Si se examina
la octava solucion, se reconoce un grafico
comunmente usado en el disefio de filtros de
respuesta finita al impulso (FIR) mediante la
técnica de la funcion ventana. Se propone usar
esta solucion particular (y sus similares) para
definir una funcién ventana cuya aplicacién
mas importante ser en el andlisis espectral.

2[) \\\\\\ 2 z 3 3
2 2 ﬂ
1 | 1 1
3 1 '\ i
5 i
1] o : o o
1 -1
- -1 . . -1 t
| RAL BRI
-2 -2 -2 ] -2
-0.5 0 05 -0.5 ] 05-05 ] 05-05 1] 0.5-05 o 0.5

-3 -2
“0s [ 0505

-2
056-086 3] 0.5

Figura No. 1 Polinomios concentrados doblemente ortogonales para un problema interior, con #=50,
I= [-0.415,0.415], [,=[-0.5,0.5]. Los polinomios estin normalizados al valor de la integral del

cuadrado del polinomio sobre /.

La Figura No. 2 muestra que la ventana
obtenida  del  polinomio  concentrado
doblemente ortogonal definido por la octava
solucion tiene una mejor pendiente que las

ventanas von Hann, Hamming y Blackman.
Esto es muy util en situaciones donde se trata
de visualizar una sefial débil en presencia de
una més fuerte.
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Figura No. 2. Comparacion entre diferentres ventanas. Las siglas PCDO significan “polinomio
concentrado doblemente ortogonal”. Se propone como nueva funcién ventana la octava solucion, que
es un polinomio de grado 50. se compara su rendimiento contra funciones ventana von Hann,
Hamming y Blackman de la misma

La Figura No. 3 muestra el comportamiento de ortogonal”) puede resaltar una sefial que esta
los filtros obtenidos de las diferentes ventanas cien decibelios por debajo del pico principal.
en el reconocimiento de una sefial débil en La sefial usada para este ejemplo fue una sefial
presencia de sefiales mas fuertes. La ventana de multiples senoides:

PCDO (“polinomio concentrado doblemente

x(n) = sew{ 1 o(m—ﬁ’%}} 0.001 co{ ] s{zxﬁ”ﬁDJr .s?e»—{zt{zzz N’i 1)] i
0.00001(:0{30(2;: N’i ID

9




220 INGENIER[A

Magnitug {8}

4] 0.1 0.2 A3 1 a4 a.5 0.6 a.7 0.8 o.9 1
Frecuencia Norrmalitada

Figura No. 3. Comparaci6n del rendimiento de las diferentes ventanas en el analisis espectral

Considérese ahora otro ejemplo, pero esta vez soluciones de la ecuacion matricial de
con un polinomio de grade 30, donde los autovalores (8). El polinomio mas apropiado
intervalos /, = [-0.425, 0.425] e /, = [-0.5, 0.5]. para la aplicacion discutida seria el dado por la
La Figura No. 4 presenta las primeras diez sexta solucion.
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Figura No. 4. Polinomios concentrados doblemente ortogonales para un problema interior, con » = 30,
I= [-0.425,0.425], [,=[-0.5,0.5]. Los polinomios estan normalizados al valor de la integral del
cuadrado del polinomio sobre /..
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La Figura No. 5 muestra que la nueva ventana
tiene mas ancho de banda mas ancho, una
atenuacion comparable a las otras pero una
pendiente mejor. Usando ahora la misma sefial
dada por la ecuacion (9), se aplica las cuatro
filtros derivados de las cuatro ventanas a fin de
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visualizar los cuatro senoides presentes en la
sefial original. La Figura No. 6 muestra que el
filtro digital derivado de la ventana nueva
propuesta exhibe bastante bien la sefial mas
débil presente en la sefial de senoides

multiples.
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Figura No. 5. Comparacion entre diferentes ventanas. Se usa como nueva funcién ventana la sexta
solucién al problema matricial de autovalores, que es un polinomio de grado 30.
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Figura No. 6. Se compara el rendimiento en el analisis espectral del filtro obtenido a partir de la
ventana propuesta contra el rendimiento de los filtros digitales obtenidos de las ventanas von Hann,

Hamming y Blackman de la misma longitud.
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La Figura No. 7 muestra un ejemplo final
donde se ha resuelto el problema matricial de
autovalores  para  obtener  polinomios
concentrados de grado 60, tomando esta vez /,
= [-0.4, 0.4] e /, = [-0.5, 0.5]. La solucién de
mayor interés es la cuarta. La Figura No. 8
compara varias ventanas de la misma longitud
entre ellas. La atenuacién minima conseguida

por la ventana propuesta en la banda de
rechazo es de —47 dB y su pendiente de caida
es mejor que la de las otras ventanas. La
Figura No. 9 muestra como el filtro obtenido a
partir de la ventana propuesta distingue la
sefial mas débil. Se emplea otra vez la sefial de
miltiples senoides de la ecuacion (9).
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Figura No. 7. Polinomios concentrados doblemente ortogonales para un problema interior con n = 60,
1= [-0.4,0.4], 1,=[-0.5,0.5]. los polinomios estdn normalizados al valor de la integral del cuadrado del
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Figura No. 8. Comparacion entre diferentes ventanas. Se propone como una nueva funcién ventana un
polinomio de grado 60, cuarta solucién de la ecuacién matricial de autovalores, mostrada en la figura

anterior.
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Figura No. 9. Comparacion del
las diferentes ventanas.
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