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Resumen

Los polinomios concentrados doblemente ortogonales, sintetizados a partir de la maximizacién de la energia en un intervalo pero
en detrimento de la energia en otro, s¢ utilizan en la aproximacién por minimos cuadrados de la magnitud de filtros de respuesta
finita al impulso de fase lineal. Junto con la técnica de la descomposicion de valor singular, se emplean para calcular los
coeficientes de la respuesta al impulso, los cuales definen tales filtros. Varios ejemplos ilustran lo aplicable del método
propuesto; tal aplicabilidad se da tanto directamente (sin interferencia de la aproximacion por minimos cuadrados) como
mediante tal aproximacion,

Summary

The doubly orthogonal concentrated polynomials, obtained after maximizing an energy ratio in an interval at the expense of the
energy in another, are used in the least-squares approximation of the magnitude function of finite impulse response digital filters
with linear phase. Along with singular value decomposition, these polynomials are used to calculate the impulse response
cocfficients which characterize the filters. Several examples show their applicability. They can be applied both directly (without

using a least-squares approximation) as well as by using the approximation.

Descriptores: Polinomios; funciones ortogonales; optimizacion; tratamiento y deteccion de sefiales.

1. INTRODUCCION
El disefio de filtros digitales de fase lineal

El discfio de filtros digitales es un tema
recurrente dentro de la literatura técnica. La
basqueda de algoritmos y enfoques que
garanticen un disefio 6ptimo bajo un criterio
determinado, constituye un esfuerzo comin
dentro de la investigacion en esta drea.

Los filtros digitales sc clasifican en dos tipos,
los filtros de respuesta finita al impulso (que
denominaremos FIR de acuerdo con sus siglas
en inglés) y los filtros de respuesta infinita al
impulso (IIR). Si se compararan ambos tipos
de filtros para efectos de uso, lo usual es
hacerlo sobre la base del namero de
multiplicaciones por muestra, requerido en el
método estandar de realizacion para cada tipo

de filtro. Siguiendo tal criterio, para el diseiio
de filtros pasobajo con caracteristicas de
rizado casi uniforme, los filtros elipticos IIR se
construyen mas eficientemente que los filtros
FIR de fase lineal equivalentes. Al agregarsele
a las especificaciones de disefio el
requerimiento adicional del retardo de grupo
constante en la banda de paso, los filtros FIR
de fase lincal presentan una construccion mas
eficiente que los filtros IIR elipticos con
retardo de grupo ecualizado [1].

La comparacion sobre la base del niimero de
multiplicaciones por muestra se justifica
puesto que, desde los puntos de vista de
programacion y de construccidn, tal niimero es
una excelente medida de la complejidad del
disefio asi como es también el factor
determinante de la razéon méxima de
procesamicnto del sistema. Sin embargo, hay
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otros métodos para comparar los dos tipos de
filtros, en particular, cuando se consideran los
diversos efectos debidos a la longitud de
palabra finita que ocurren en un disefio
préctico.

Entre tales efectos se tiene el ruido de
redondeo, tanto el correlacionado como el no
correlacionado y la sensibilidad a 1la
cuantificacion de los coeficientes. Para la
construccion de un filtro FIR en forma directa,
el ruido de redondeo miximo se reduce
acumulando sumas parciales en un registro de
longitud extendida y luego redondeando el
resultado final. Para los filtros IIR construidos
en cascada en aritmética de punto fijo, el ruido
de redondco esta relacionado con el problema
del ambito dindmico; la varianza del ruido no
correlacionado de redondeo puede entonces
minimizarse usando las técnicas del
aparecamiento de polos y ceros y el
ordenamiento de las secciones del filtro [2]. El
ruido correlacionado de redondeo puede
climinarse tanto usando esquemas apropiados
de cuantificacion en determinadas estructuras
como incorporando mecanismos de saturacion
adecuados en dispositivos aritméticos [3].

Para resolver el problema de cuantificacion de
los coeficientes, se suele escoger longitudes de
palabra diferentes para los valores de los
coeficientes y los valores de la sefial [3]. La
longitud de palabra de los coeficientes se
escoge para satisfacer especificaciones de
respuesta en frecuencia, en tanto que la
longitud de palabra de la sefial se escoge para
satisfacer una razon de sefial a ruido
determinada.

Desde un punto de vista cuantitativo, es mas
facil comparar los dos tipos de filtro utilizando
como medida el numero de multiplicaciones
por muestra. Considerando ademas que los
filtros (va sea continuos o digitales) de fase
lineal, son preferidos a los filtros con fase
arbitraria debido a su retardo de grupo
constante, no es de extrafiar que los filtros
digitales con fase lineal hayan recibido tanta
atencion en la literatura.

De los dos tipos de filtro considerados, los
filtros FIR son los que de una forma mas
simple pueden manipularse para obtener una
fase lineal, permitiendo asi que el disefio se
concentre en la caracteristica de magnitud que
el filtro va a poseer [2-4]. El principal
obstdculo que enfrentan los filtros TIR para que
sean compelidos a poseer fase lineal es el
hecho de que, para un filtro discreto causal,
lincal e invariante con el tiempo de fase
minima, tanto su fase como su magnitud se
relacionan por una transformada de Hilbert
[5], lo que implica que al especificar
independientemente las caracteristicas de fase
de las de magnitud, la relacion mencionada se
veria afectada con toda probabilidad [6].

Aparte de ser ficilmente compelidos a tener
exactamente fase lineal, los filtros FIR no
presentan problemas de estabilidad. Se han
empleado diferentes téenicas para disediarlos y
pueden clasificarse en: (1) método de
ventanas, (2) muestrco en frecuencia y (3)
disefios de rizado uniforme [7].

Una ventana es una funcién de peso limitada
en el tiempo utilizada para controlar la
convergencia de una serie de Fourier mediante
la modificacion de los respectivos coeficientes.
Un filtro FIR que aproxime una determinada
respuesta en frecuencia necesita  del
truncamicnto de la serie de Fourier, lo que da
origen al fendmeno de Gibbs [8]. El efecto de
este fendmeno se aminora multiplicando la
ventana por los coeficientes de la serie
truncada. El disefio por ventanas es una técnica
bien establecida |9,10].

El segundo método para aproximar un filtro
con especificaciones de respuesta en
frecuencia dadas es mediante el muestreo de la
respuesta descada en N puntos, donde N es el
nimero de muestras en la respuesta al impulso
del filtro. El muestreo puede ser uniforme o no
uniforme. Para las bandas de transicion, deben
escogerse cuidadosamente los valores de la
respuesta en frecuencia para optimizar el
disefio del filtro [11-16].
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La tercera técnica para disefiar filtros FIR
involucra la solucion de un sistema de
ecuaciones no lineales para generar un filtro
con un error de aproximacion de rizado
uniforme. Las cantidades desconocidas son
tanto los cocficientes de la respuesta al
impulso como el comjunto de frecuencias
donde ocurren los valores extremos del error
de aproximacion. Las ecuaciones no lineales
se escriben como restricciones sobre tales
valores extremos y sobre las derivadas.
Técnicas estandares de optimizacion no lineal
se usan luego para resolver las ecuaciones [17-
22].

Una técnica reciente basada en la mezcla de
los dos métodos anteriores consiste en utilizar
polinomios ciclotomicos para formar un
prefiltro sin multiplicadores, para luego
adicionarle un eccualizador. Se propone una
estrategia para escoger los polinomios
adecuados para satisfacer especificaciones del
filtro, en tanto que el ecualizador se puede
disefiar de dos formas: un ecualizador basado
en muestras espaciadas uniformemente
construido, oOptimamente, mediante un
algoritmo modificado de Parks-McClellan
[21], o un ecualizador basado en muestras

donde:

1., I, son intervalos de la recta numérica. R(f)
puede interpretarse como una razéon de
energia. Al polinomio f,"”(x) que maximiza tal
razén se le puede ver como el polinomio con
la energia mas concentrada en el intervalo 7, a
expensas de su energia en /.

El problema de maximizar R(f) es equivalente
al de encontrar el autovalor mas grande A," al
que corresponde la autofuncién f,"(x) dentro
de un problema de autovalores. Las
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espaciadas irrcgularmente, construido
empleando métodos de seleccion de

subconjuntos de funciones base complcjas.
Esta técnica reduce el nimero de adiciones y
multiplicaciones requeridas a costa de agregar
un pequefio porcentaje de retardos adicionales.
Reduce también la sensibilidad a la
cuantificacion de los coeficientes como al
ruido de redondeo [23]. Se ha propuesto
asimismo wusar un tipo especial de
programacion lineal para el disefio basado en
polinomios ciclotomicos [24].

En este articulo se propone usar el método de
muestreo uniforme en frecuencia para disefiar
filtros FIR de fase lincal utilizando polinomios
concentrados doblemente ortogonales. Se
proponc usar cstos polinomios tanto
directamente como por medio de la solucion a
un problema de aproximacion de minimos
cuadrados.

Polinomios concentrados doblemente
ortogonales
Los polinomios concentrados doblemente

ortogonales j""[’x) son polinomios de orden n
surgidos al maximizar la razon

S B @)

autofunciones restantes, polinomios de orden
n, igualmente integran junto con f,”(x), un
conjunto de funciones f”(x), j = 0, .., n
ortogonales simultineamente sobre /, e /5 [25].
Un problema similar fue resuelto involucrando
en la solucion un conjunto completo de
funciones ortogonales de banda limitada tanto
sobre un intervalo finito como sobre toda la
recta numérica [26].

Sea dux), ¢i(x), .., @(x) una base para el
espacio F, de polinomios de orden n. Cada
polinomio en F, se describe como:
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f(X)=> f,8.(x) @)

Por lo que se le puede representar
vectorialmente como £ = [fp, /i, -, f»]". Con
esta ultima notaciéon, R(¢f) puede escribirse
como:

T4
RU)=“TB

<
I~

€))

[~
I~

£ es la transpuesta de £, A y B son matrices
(n+1) x (n+1) con elementos descritos por:

[ 4,098, (x)dx

que son integrales evaluadas sobre 1, € [y,
respectivamente. Para maximizar R(f) se
resuclve la ecuacion matricial de autovalores

Af=1Bf @

El mayor autovalor A que satisface la ecuacion
anterior da la razén méxima para R(), A"

Las coordenadas f; del autovector
correspondiente son los coeficientes del
polinomio en la ecuacion 2 que hace R(f) =

low ; ﬁl’n}(x)’

Una base conveniente que puede usarse para
calcular los polinomios f”(x) es ¢i(x) =x'. Si L,
= |a, a3, Iy = [by, b1], puede demostrarse que
las entradas de las matrices 4 = [a;] ¥

B =[b;] estan dadas por:

i f+j+1 i+_:'+t_ i+ 41
a, :dz—.Ta{— ’ b,-,- :ﬁ.—.bl‘—
i+j+1 i+j+1

Cualquier otra base puede utilizarse para
realizar el calculo de los polinomios que
maximizan R(/). La naturaleza dec tales
polinomios depende de si 7, o /; son disjuntos
o no. Si lo son, se habla de un problema
exterior. Si I, c I, sc habla de un problema
interior [25].

Figura No. 1 Polinomios concentrados doblemente ortogonales para un problema simétrico interior,
con n = 5. Los polinomios estan normalizados al valor de la integral del cuadro de la funci6n sobre 7 .



ROMERO: Polinomios concentrados ... 123

Figura No. 2 Polinomios concentrados doblemente ortogonales para un problema asimétrico interior,
con n = 5. Los polinomios estén normalizados al valor de la integral del cuadrado de la funcién sobre
1.

Ejemplo No. 1 Para el caso definido por I, = [-0.5,0.5], 1, = [-0.1,0.1] y n = 5, se muestra en la Figura

No. 1 los seis polinomios f(x) que maximizan la razén de energia estudiada. Esto corresponde a un

problema interior.

Ejemplo No. 2 Un problema interior asimétrico se ilustra con I, = [-0.5,0.5], I, = [0.05,0.35] y n = 5.
La Figura No. 2 muestra los resultados obtenidos empleando la base propuesta en el texto.

2. APROXIMACION DE MINIMOS CUADRADOS USANDO POLINOMIOS
CONCENTRADOS DOBLEMENTE ORTOGONALES

La doble ortogonalidad caracteristica de los polinomios f™(x) es util en cicrtos problemas de
aproximacion por minimos cuadrados.

Las dos ecuaciones dc ortogonalidad para los polinomios /™ (x) son:

|| 7 (2) FIPYE =4 )
Iy
jf;“(x)fk‘“(x)dx = AN ©)

1

Paraj, k=0,1, ... ,nyparan=012, . . Supdngase que se busca un polinomio de grado n, f{x), para
aproximar una funcién dada g(x) y que el crror de aproximacién se define como:
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E=o, [|f(x)-g@)| dc+o, [|f(x)-g(x)| dx 0

1 b
donde:

las constantes @, y @ son pesos positivos reales. Para minimizar E, escribase f{x) como:

"

Fley= ¥ @4 F 0% ®)

j=0

Considerando la solucién ffx) asi como la funcidn a aproximar g(x) como entidades reales, s¢ tiene

Ezo, [(f(x)-g(x)’ds+o, [(f(x)-g(x))?dx ©)

Derivando con respecto a ¢; e igualando a cero

" 8 R
22 0=0, 20 -1 L D de 10, [2[/ (1) - g ()] L
c,; H dc, i de,
Noétese que
of(x) _ 0 ¢

(n) = fn
acj acj }Zﬂcifj (x) f.i (x)

Sustituyendo en la peniiltima ecuacion,

(/)

=217 ()~ g kv, [ 277 ] (09— e
i I, s

J
O=aw,[27(x)f(dc -0, [2/(x)g(x)dr

to,[27M(x) f(x)d -, [277(x)g(x)dx

Iy

Haciendo uso de las ecuaciones de ortogonalidad,

[ e = [ £ o £ (x)dx

I I,

e Y Gdlc
=c,A] st j=m
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[P f@de=[ 1P Y e, /7 (x)d

I Iy
=c; SLj=m
=0 sl j#m
Finalmente,

0=w,c A" -w, f f(x)g(x)dx +w,c, —wb‘[ S (x)g(x)dx

a"joud
1 iy

‘Los valores de ¢; que resuelven el problema de aproximacion por minimos cuadrados son entonces,

o, [ £ () g(x)de +o, [ 117 (x)g(x)dx
L 1y

c;= o (10)
w0 A+,

con j=0,1, 2, ..., n. Esta ecuacion permite el diseiio de filtros digitales como se indica en 1a préoxima
seccion.

3. APLICACIONES EN EL DISENO DE FILTROS DIGITALES

La respuesta en frecuencia de un filtro digital se define por

H(e!™ ):ih(n)e‘f“"'r =H(w)

n=0

h(n) es la respuesta al impulso, T el periodo de muestreo y @ la frecuencia en radianes por segundo.
Para el disefio de un filtro digital de fase lineal, la respuesta en frecuencia se hace simétrica o
antisimétrica alrededor de un punto medio y en cada caso, M puede ser impar o par [3]. Para un disefio
simétrico con M par,

M

=1

M )
H(w): Zh(n)e_.jmr "'h('ﬁziJe_J—z T i gh(ﬂ)e - janT (1)

=]

lo que después de alguna algebra y usando simetria, cambia a [4]

H(&J)=g_1«ﬂ%7' h(%}+2_ih(f)cos[[%——ljw?":| (12)
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Para un disefio simétrico con M impar [4]
M-1

H@w)=2¢""7" 0 co{[M ;”Jar} 13)

Las dos ecuaciones anteriores tienen la forma

_jmf{.]"
H(w)=A(w)e 2 (14)
donde:

A(w es una funcion real de la variable @ y queda expresada en términos de la respuesta al impulso
h(m). La ecuacion 14 indica claramente que se puede aproximar A(w) mediante una expansion
polinomial semejante a la dada en la ecuacion 8. Si tal es el caso, se tratard de una aproximacion de
minimos cuadrados.

Aplicacion directa de los polinomios f™(x) al diseiio de filtros digitales

Por aplicacién directa se entendera el empleo de uno de los miembros /{ (x), para algiin n y algin j, en
el disefio de un filtro digital. Para ello, se establece la siguiente ecuacion

f}"’(w)=h[MT)+zth(")°°5 [(—ﬂ;——i)wf'] a3

i=0

En total, hay A#/2 + 1 incognitas. Extendiendo la ecuacion a L frecuencias { @}, se establece un sistema
sobredeterminado de ecuaciones que se puede resolver usando la descomposicion de valor singular
(SVD), que proporciona una solucion h(n), 6ptima bajo el criterio de minimos cuadrados lineales. Los
coeficientes del filtro, es decir, los valores del vector A(n), tendran norma minima en el sentido
euclideano [27,28].

El nimero L de frecuencias debe ser mayor o igual que A/2 + 1. El sistema de ecuaciones mencionado
en el parrafo anterior se escribe como B = d, donde h es el vector de cocficientes del filtro, d es el

vector de valores resultante al evaluar el polinomio en las frecuencias { @} y B es la matriz originada al
evaluar la funcion coseno en la ecuacion 15. B tiene entradas de la forma

2af (Y]

donde:

j=1,..,Lei=0,.. M?2-1. Unade las columnas o filas de B (dependicndo del ordenamiento
escogido) estara constituida por solamente unos. La solucion del sistema sc obtiene en términos de los

vectores singulares derechos v y los valores singulares {o;} provenientes de la descomposicion de
valor singular de B:
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h=Y —v,v/B"d (16)

donde:

W es el rango de B, definido como el niimero de columnas lineal mente independientes de la matriz. En
nuestro caso, la solucion es consistente porque W iguala el nimero de elementos de h.

Ejemplo No. 3 Las figuras No. 3, 4y 5 muestran efemplos de filiros paso bajo, paso alto y pasabanda,
respectivamente, disefiados de acwerdo con el procedimiento indicado. Para variar parametros de
Jrecuencia de corte, banda de paso y de rechazo, atenuacién Y otros que son usuales en la teoria de
filtros, se modifica el orden n de los polinomios f(x) junto con los intervalos de ortogonalidad I, e I,.
El orden incide directamente sobre la atenuacion, en tanto que la especificacion de los intervalos lo
hace sobre los pardmetros de frecuencia de corte ¥ las bandas de paso y de rechazo.

Fitiro digllal aproximado
s 1 T Y T 1 1 T Y T T
E [1 1] S e R R Y T T s -
g
I S N S V. .
a
£
2-0.5 L 1 1 L L 1 1 1 1
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Fittro Paso Bajo
1 T T T T T T T
3 : :
= * .
§u_5_ ................................................ R L T PP =
= : :
0 L 1 1 L L L 1
0 0.15 0.2 0.25 0.3 0.36 0.4 0.45 0.5
0 =T T T T T ! J T :
§-20f . T LI S RN S ——— !
-] A g 5
3 e Kow wo ko v e e, S e L T 8 T N PR < RS SO -
E . ! \y ¥ ’ AT o M T :
:__,w.— .................. o LR ETRY ' ........ * ........ Y IR 1 VSRR A ¥ CET N ‘,;,..i,/.\.j\..‘.._
P \ v Y ! LU MR
-80 1 it ’ i I il b/
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.36 0.4 0.45 0.5

Fram_gmlu normallzada

Figura No. 3. Aplicacién directa en el disefio de un filtro paso bajo. Poniendo n = 40, I, =[-0.5,0.5],
se produce el polinomio de la primera figura, que aparece normalizado a su valor méximo. Luego se
calcula los valores de h(n), para producir el filtro paso bajo mostrado.
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Fiiro dighail aproximada

Li ¥

0.1
1 L L§
E’n‘s" ........ BRI 1 e A SNSRI N
4] i AL
] 0.05 0.1
o ] L

R KA VAVE VTR TS TN
o 0.05 o

Figura No. 4. Aplicacién directa en el disefio de un filtro paso alto. Poniendo n = 30, /,=[-0.1,0.1],
I, = [-0.5,0.5], se produce el polinomio de la primera figura, que aparece normalizado a su valor
maximo. Luego se calcula los valores de h(n) , para producir el filtro paso alto mostrado.

Filtro digial aproximado

-

Polinomio normalizado

Magnitud

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 as
Frecuendia normalizada

Figura No. 5. Aplicacién directa en el disefio de un filtro pasabanda. Ponicndo n = 60, 7,=[-0.1,0.1],
I, = [-0.5,0.5], se produce el polinomio de la primera figura, que aparece normalizado a su valor
maximo. Luego se calcula los valores de h(n) , para producir el filtro pasabanda mostrado.
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Combinacion del criterio de minimos cuadrados y polinomios f*(x) para el disefio de filtros
digitales

Suponiendo que 7, = [ay, a,], I = [by, b2] y que 1, esta contenido dentro de 7, (problema interior), la
solucion al problema de minimos cuadrados se escribe como:

1 az n al n
(=@, +0,) [ [P (Dgx)dx +a,| [ £ (x)g(x)dx
o A" +o
a J b a bl (17)
by
+| f}“(x)g(x)dx}
La anterior ecuacion se aplica en el disefio de un filtro digital estableciendo la igualdad
Loy
P r” (a)):h(y—)+2 ih(i)cos{(ﬂ—iij} (18)
j=0 2 i=0 2
En la derivacion de 1a ecuacion 17, se supuso sigue el procedimiento esbozado en la seccion
que no hay una region de transicion entre las anterior. Dentro de la banda de rechazo, g(x)
bandas de paso y de rechazo del filtro, por lo toma un valor pequefio, en tanto que para la

que facilmente se puede identificar la banda de banda de paso, g(x) = 1.
paso con I, y la banda de rechazo con lo que
resta de 7. Para proceder con el disefio, se

Fiitro paso bajo aproximado
T T T

o o
2 © =

T T
4
]

Poincmio nomakzado
e o
N &
4 T

o
T

[}
-]
N

L n 1 A n
) 0.08 0.1 0.185 0.2 0.26 03 038 0.4 0.45 os

Magntud (0B)

i A 2 " A L 1 A
o 0.08 0.1 0.18 0.2 0.25 0.3 0.236 0.4 0.48 0.5
Frecuencia normalizada

Figura No. 6. Disefio de un filtro paso bajo. Poniendo n =31 7,=[-0.2,0.2], I, = [-0.5,0.5], se produce
la aproximacion por minimos cuadrados a una plantilla de un filtro paso bajo ideal (con region de
transicion nula entre las bandas de kpaso y de rechazo). Luego se calcula los valores de h(n) , para
producir el filtro paso bajo mostrado.
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Ejemplo No. 4 En la Figura No. 6 se presenta un disefio de filtro paso bajo donde la region de
fransicion entre bandas es nula, es decir, se aproxima un filtro paso bajo ideal. Para la banda de

rechazo, g(x) = 0,001,

Para mejorar la respuesta de magnitud del
disefio anterior, la region de transicién debe
suponerse no nula para efectos de disminuir el
rizado de aproximacion; es aconsejable que se
defina entonces una funcién continua que
realice una transicién suave entre bandas
[29.30]. A modo de ejemplo, considérese el
pulso de pendiente senoidal mostrado en la
Figura No. 7, de uso en telecomunicaciones
para eliminar la interferencia entre simbolos
[31]. La transicion del valor 1 al valor 0 del
pulso se realiza por medio de la funcién

& (AaJ):l 1—sen mAw (19)
2 20

x

donde Aw = @ - @,, con @, la mitad del valor
de la longitud de la region de transicién y @, el
valor central de tal region.

Si la region de transicion no es nula, hay dos
casos a considerar: (1) la banda de paso
conforma el intervalo de ortogonalidad 7, y (2)
tanto la banda de paso y la region de transicion
conforman tal intervalo.

Para el primer caso anterior, el cdlculo de los
coeficientes ¢; se modifica como:

-0.1

0.1 02 0.3 0.4 o0s

Frecuencia normaklizada

Figura No. 7. Pulso de pendiente senoidal.
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. 1
’ walf;" + @

€y

{(w., ro,) [ 17 (x)g, (x)dx +&’al:_[f,-(")(x)gz(x)dx

4 (20)

“ €2 by
1@, @+ [ £ (x)g, (x)ax + If,-(")(x)g?(x)dxH

Los intervalos [c;, @] y [a2, c;] forman la
region de transicion en la que se define una
funcién g,(x), que define la transicién del valor
1 al valor 0 del pulso con pendiente senoidal
mostrado en la Figura N° 7. g(x) vale 1 en
tanto que g»(x) sera un nimero cercano a 0.

Ejemplo No. 5. Er la Figura No. 8 se muestra
un  filtro paso bajo disefiado con los
pardmetros siguientes: @, = 1, o, = 0.001,
&%) = 1, g2(x) = 0.00001, 7, = [-0.2,0.2], ], =

C. =—
g (n)
a)uﬂ.j +m,

€

- {(ma +o, )[J’ f7(x)g, (x)dx +

[ 7 ()8, (x)c

[-0.5,0.5], c2=10.3153 y ¢, = -0.3153. El orden
de los polinomios utilizados es n = 30, un
orden menor que los del ejemplo inmediato
anterior,

En el segundo caso mencionado, cuando la
region de transicion y la banda de paso
integran el primer intervalo de ortogonalidad 7,
y siguiendo la notacion utilizada, se tiene que
I, = [e}, ¢3]. Los coeficientes ¢; se calculan
ahora como:

2N

i re (x)g,(x)a*x} . w{j /7 ()g, (de+ | £ (g, (x)csz
a L €2

Filro digital aproximado
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Figura No. 8. Disefio de filtro paso bajo, con la banda de paso cubriendo el intervalo 7, de
ortogonalidad, en tanto que la regi6n de transicion y la banda de rechazo conforman la parte restante

del intervalo I, .
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Firo diglial aproximado
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Figura No. 9. Disefio de filtro paso bajo, con la banda de paso y lar egion de transicién cbnslituyenda
el intervalo 7, dec ortogonalidad, en tanto que la banda de rechazo conforma la parte restante del

intervalo I, .

Ejemplo N° 6 En la Figura No. 9 se muestra un filtro paso bajo diseiiado con los pardmelros
siguientes: ay= 1, @, = 0.001, g,(x) = 1, ga(x) = 0.00001, I, = [-0.3153,0.3153], I, = [-0.5, 0.5], &, = -
0.2 y a, =0.2. El orden de los polinomios utilizados es n = 30.

Otras funciones pueden sugerirse para trazar la region de transicién entre las bandas de paso y de

rechazo [30]. La usada aqui constituye un ejemplo.

4. CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado un método de
disefio de filtros de respuesta finita al impulso
con fase lineal, basado en la aplicacion de
polinomios concentrados doblemente
ortogonales. Se utilizé el criterio de minimos
cuadrados para realizar una aproximacion vy,
posteriormente, se utilizd la descomposicion
de wvalor singular para encontrar los
coeficientes de la respuesta al impulso que
definen el filtro digital.

Aunque los gjemplos presentados
corresponden a disefios para un filtro paso bajo
en su mayoria, mediante las transformaciones

espectrales adecuadas, tales disefios pueden
adecuarse a los restantes tipos de filtro (paso
alto, pasabanda y recchazo de banda) [32].
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Fiiro dighail aproximada
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Figura No. 4. Aplicacién directa en el disefio de un filtro paso alto. Poniendo n = 30, /,=[-0.1,0.1],
I, = [-0.5,0.5], se produce el polinomio de la primera figura, que aparece normalizado a su valor
maximo. Luego se calcula los valores de h(n) , para producir el filtro paso alto mostrado.

Filtro digial aproximado

-

Polinomio normalizado

Magnitud

Frecuendia normalizada

Figura No. 5. Aplicacién directa en el disefio de un filtro pasabanda. Ponicndo n = 60, 7,=[-0.1,0.1],
I, = [-0.5,0.5], se produce el polinomio de la primera figura, que aparece normalizado a su valor
maximo. Luego se calcula los valores de h(n) , para producir el filtro pasabanda mostrado.





