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POLINOMIOS INTERPOLANTES
EN RR”

Vernor Arguedas Troyo
Roberto Mata Montero

RESUMEN

En el presente trabajo se analiza la forma de los po-
linomios interpolantes del tipo Hermite, en IR” y se
hace la presentacién de algunas propiedades de los
polinomios interpolantes en R", en general. El obje-
tivo de este trabajo es aplicar estos métodos a ecua-
ciones diferenciales. Se estudia el caso especial de las
funciones polinomiales en que fes de la forma:

fi1ab] x [¢,d] — R", con:
h
f=|: |, para

1
f:1a,b] x [¢d]l = R", y particiones:

P, ={x0=a<xl <---<xp=b}

P, ={yO=c<yI <<y, =d}

ABSTRACT:

In this paper we study Hermite’s interpolation poly-
nomials in IR". We mention some general properties
of general interpolation polynomial in IR”.
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1. FUNDAMENTOS TEORICOS:
Definicién
Una funcién ¢ : [a,b] x [¢,d]—=IR", dada por:
0,
o=
b,

se llama una funcién polinomial si y sélo si @.: [a,b] x [c,d] — IR" es una funcién po-
linomial; es decir, si existen a € R,parai=0,1,..1y;=0,1, .., m, tales que:

{
(p(xi’yj) =D a;x'y!
i=0

En general, podemos definir:

EN

¢:] J{a:.b;]— R", dada por:
i=1
P
Q= :
?,

como una funcién polinomial de /variables, tal que:

i
— @, .. ) oy M
(pi(x)—zllan, ' anp X xn
=1

con le IN.

Nos interesa trabajar con las funciones polinomiales ¢(x,y) que separen variables,
es decir, sean iguales al producto de un polinomio en x por un polinomio en y; esto
es: @(x,y)=p(x)+q(y).

Para las funciones polinomiales existen las derivadas parciales de f, para cada f,
donde:
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Definicién:

]
Seaf:[][a.b]—R", cona, <b,
i=1

C? i exi I, N Vizll
e C? si existe — ‘——.,conj € N, Vi=1,---,
/ ' x-'x, / Y
Ji
[l=q+ht++is  j=|i|;con[j]<p
I

2. ANALISIS PARA [= 2:
Vamos a estudiar el caso de 1= 2, es decir f:lab] x [¢d] - R", tal que:

f=2a,.(pi ®q;, conag, € Ry:

@;: [a,b] > R"
a:[c,d] - R

para ¢ =1, p; donde ® significa multiplicacién componente a componente, es decir:

Qi al,i(y)

f(x,y):Zai
Q. »

Sea A ={ f: [4,b] x [¢,d]>IR" tal que fse expresa como suma finita de producto de
polinomios}. Entonces: f, = f, € Ay f, ® f, e A.

Por el teorema de Stone-Weierstrass, A es denso en C([a,b] x [c,d], R™). Sin pro-
blema, se obtiene el mismo resultado en C[H,':l[a,,b,.],R" ] donde:

f(x,y)®g(x,y)= (Z a; ¢, (x)® a,.(y)J[z by +0;(x)® v, (y)j

= Zai ob; e (qu(x) . ¢,(x)) ®(ai(y) . Wj(y))

parai=1, ... pyj=1, .., m.
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Definicién:
Dada la funcién f: [a,b] x [c,d] — IR", y las particiones:

J={a=x,<x <x,<.<x_ <x =b}c[ab]

M={c=y, <3<y <<V <Vn =d} c[c,d]
entonces, K =Jx M es una particién de [a,8] x (¢ d], donde:

K={(x, y].); t=0,..,L7=0,.., mtene (Im+ [+m+ 1) elementos.

Definicién:

Llamamos polinomio de Lagrange de fcon respecto a la particién K, a:

P(x,y)= Y 0,(x) ¢ B,(») +f(x,,,)
coni=0,..,lyy=0,..,m,

¢; [a,b] - lRyﬁ]: lcd] >R

en donde:
(x=xg)...(X=%,)...(x = x)
0 (X, = X))o (% =%, ). (%, — X,)
~y) 7=y )~y
By = (= (y/\y,) Y= )
(y,—*yo)---(y,—y,-)---(y,»—ym)

Notemos que:
fogilab] x [c,d] >R
(x,9) = @,(x) « ;(3) « f(x;,3,)

es una funcién polinomial y

P= 2 S g €5 una funcioén polinomial.

Pinterpola a fen K pues P(x, WA 3)-
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Este tipo de algoritmo presenta el problema de ser muy demandante en los recur-
sos de memoria de la maquina.

Nota:

La definicién de polinomio de Lagrange de fcon respecto a la particién K es muy
restrictiva. No todo polinomio interpolante de fes de Lagrange.

El siguiente resultado es un teorema cuyo valor es tedrico ya que no tiene interés
desde un punto de vista numérico.

Teorema:

Dada la funcién f: [a,b] x [¢,d] — R
i
r=|:
I
y las particiones: J={a =x,<x,<..<x=8yM={c=y <y, <..<y =d.Si P y P, son

dos polinomios interpolantes en el sentido de Lagrange de fsobre K= Jx M, enton-
ces P, = F,.

Demostracién:
Sean P, y P,, polinomios interpolantes tal que:
P(xy) =2 0,(x) B(»)« f(x.;)
P(eoy) =2, 0(x) o v, () f(x.)
con Pl(xi,yi)=f(xi,yj) y P2(xi,yj)=f(xi,yj), para:
1=0,..,,1lyj=0, .., m Como:

P, (%, y,) es el polinomio interpolante, en el sentido de Lagrange, de fx, 9,) sobre J.
P,(x, y,) es el polinomio interpolante, en el sentido de Lagrange, de Sf(x, y,) sobre J.

Entonces:
P (% y,) = Py(x, y,) parak=0, .., m

En igual forma:

Pl(x],, y) = PQ(x]., y) paraj=0,..,1
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Concluyendo que:

P =P,

Los polinomios en mencién son unicos en el sentido de la construcién de Lagran-
ge, pero pueden haber otros polinomios que no son de Lagrange y que también inter-
polan, esto debido al teorema de la funcién implicita.

Ejemplo:

El siguiente es un ejemplo de dos polinomios interpolantes diferentes, para los
mismos puntos. ’

Sea flx,y): = 2x% + y?

El conjunto {(x,y) € R? tal que f(x,y) = 1} define una elipse.

V2 12

L tos P=(0,1),0=|—,0|, R=|—,—

os puntos (0,1),0 (2 >
pertenecen a la elipse, los cuales, se muestra que no son colineales.

Obtenemos los vectores direccionales, perpendiculares a las rectas determinadas

por Py O, Py R, respectivamente, con los que determinamos:

—1;—51«/5 4
lradior = +—5———vyelcentro | ——,—
e r 8473 y n (4\/5 8)

del circulo que contiene a B, Qy R, el cual tiene ecuacién dada por:

2 . 22513
| (wz) (50) ey

es decir:

Comentario:
Decimos que fsepara variables si f{x,y) = a(x) ® B(y); esto es, si:

o, ﬂl al:Bl

oa=|: |B=|: |, entoncesf=a®P =

a" ﬂn anﬁn
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Teorema;
Sea f [a,0] x [¢,d] — R", con fe C?, tal que fsepara variables.
Sean K={x, < x <..<x} C [ably M={y,<y <..<y} C [¢d] dos particiones.
Sean:
ox) = Zai(x) + 0i(x,) el polinomio de Lagrange de o sobre K,

By) = ij(y) . ﬂ(yj) el polinomio de Lagrange de 3 sobre M.

con:
(x—x)) (x/—\x,) (x—x,)
(%)= L= X,) (x/—:r,) (X = x,)
o) G-y (y=3,)- =)
! ()’] —yO)"‘(}i_\yj)"'(yj _yk)
entonces:

a(x) ® B(y) es un polinomio que interpola a f, y el polinomio de Lagrange de fso-
bre K® M es de la forma:

Za ) * b)) » o(x) ® B(y)

Demostracién:
x

Como f ( ) = a(x) ® b(y), entonces:
y

el polinomio interpolante de Lagrange de fsobre K® M es igual a:

zai(x) 'bj(y) ;f(xi’yj) = Zai(X)o bj(y)'f(xhyj)
= 2,a:(x) + b;(y) + a(x) ® B(y,)

3. GENERALIZACION:

Obtenemos la siguiente definicion para polinomios de interpolacién por produc-
to tensorial.
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Definicién:
Dada la funcién:
fla,, b)) x [ay, by] x'... x [a@, b] - R"
con:
Px " =a, < x® <.<x,” = b}
)\ i=1,...,1
!
p=[]P
i=l
para:
P’
P=|:
P'l
entonces, si:
Y
y=|:
Y
, [Fa @ m NN )
P()’):Ef : . (yl'“xl )(yl_xz )"’(y1_xi1 )"'(y1_xk1 )

j=] 1 1 1 1 1 1 (1) 1
i xil(l) (xil()_‘xl())(xil()_xz())"'(xil()—xil())"'(xix _xkl())

(3’1 - xlm)(% - x2<2>). ) '(yz - x,.zm)' ) ‘()’2 - xk2(2>)
( X, xlm)__, ( PRCH xi2<2>),_,( %, xk2<2>)

"‘(}’1 - x1(l))()’1 - xz(l))' ) '()’1 - xil(l))' ’ '(}’1 - xkl(l))
"'(xu(l) _ xl(’))---(x,.,(” _ x,.,(”)--c(x,.,(” _ xkl(l))

Para:
i1=0, 1,..., k
i2=0,1..., k,
il=0,1,., k
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y cumple que:

4. CONCLUSIONES:

Como una conjetura, creemos que el polinomio P definido anteriormente, es el
polinomio tensorial interpolante de grado minimo.
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