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OBTENCION DE LA FORMULA DE LA VARIANCIA DEL

ESTADISTICO DE LA DOCIMA DE RANGOS
DE WILCOXON-MANN-WHITNEY

JosE FRANCISCO PASTRANA!

Resumen

En este articulo se deriva la férmula de Var(S), en donde S es el estadistico de
la décima de Wilcoxon-Mann-Whitney, para probar la hipdtesis de igualdad de las
distribuciones de dos poblaciones. El propésito es brindar detalles del tipo de pruebas
propias de la Estadistica No Paramétricas que a menudo son omitidos en los libros
de texto especializados. El fundamento principal del procedimiento que se ofrece para
derivar la férmula, es el hecho de que bajo la hipétesis de igualdad de las distribuciones,
los rangos R(z1), R(x2), ..., R(zm), la muestra de una de las dos poblaciones constituye
una muestra simple al azar sin reemplazo del conjunto de rangos {1,2,...,m + n} en
donde m y n son los tamanos de las dos muestras independientes obtenidas.

1 Introduccion

La Décima de Rangos de Wilcoxon-Mann-Whitney, es un procedimiento para probar,
empleando rangos, la hipdtesis nula Hy : f(x) = g(x) versus la hipétesis alternativa
Hy : f(z) = g(x + 6), en donde f y g son funciones de densidad (f.d.) no especificadas,
de las variables aleatorias continuas X y Y respectivamente. El parametro # tampoco es
especificado.

El procedimiento o prueba parte de la consideracion de dos muestras aleatorias indepen-
dientes: una X1, Xo, ..., X, de la poblacién con f. d. f y otra Y7, Ys,...Y, de la poblacién
con f. d. g. Las observaciones x; y y;, 1 = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n, son ordenadas de
menor a mayor en una unica secuencia y los rangos correspondientes, R(x;) y R(y;), es-
tablecidos. El estadistico que permite rechazar o no rechazar Hy es S= Suma de los rangos
de las variables X;, o sea,

S = Z R(X;)

muestras

con valor particular s =Y R(x;), y, asumiendo que Hj es cierta:

Media de S = E[S]=m(m+n+1)/2y
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Variancia de S = Var(S) = mn(m+n+1)/12

Existen otros procedimientos para probar Hy versus Hp: La Décima de Homogeneidad,
que requeriria de la agrupacién de las observaciones de cada muestra en un nimero dado
de intervalos; la Ddécima de Smirnov-Kolmogorov para dos muestras aleatorias y, bajo el
supuesto de normalidad e igualdad de variancias, la Décima de la T de Student con m+n—2
grados de libertad.

El propdsito de este articulo es presentar la obtencién de la férmula Var(S) = mn(m +
n + 1)/12, para lo cual hay que obtener a su vez, la férmula E(S) = m(m +n + 1)/2.
El conocimiento de ambas férmulas es vital al probar Hy versus Hy empleando la Décima
de Rangos de Wilcoxon-Mann-Whitney, independientemente de si aplica la distribucion
exacta de S (caso en que m y n son relativamente pequenos) o la distribucién aproximada
o asintética de S (que consiste en la distribucién normal para el caso en que m y n son
suficientemente grandes).

El procedimiento que se presenta para obtener las féormulas de la Media y la Variancia
de S, es original y tiene como fundamento principal, el hecho de que, bajo la hipotesis
nula Hp, ambas muestras son obtenidas de la misma distribucién (poblacién), de modo
que R(Xy),R(X2),...,R(X,,) constituye una muestra simple al azar sin reemplazo, de la
poblacién de rangos dada por {1,2,...,m + n}.2

La justificacion de este articulo estd en la omisiéon comun de los detalles o la prueba
completa de la férmula de la Variancia de S, en los textos especializados (por ejemplo:
[1, 2, 3]) v en la falta de ilustraciones de este tipo de pruebas en general en los textos de
Estadistica No Paramétrica.

2 Formula de la Variancia de S

2.1 Foérmula de definicién de Var(S)

Por definicién Var(S) = E[S—E[S]]2. Ahora, E[S—E[S]]? = E[S?—{E[S]}?. La obtencién
de {E[S]}? es facil tan pronto se tiene E(S).

2.2 Obtencion de la media de S

La media de S estd dada por:
E[S] = Z sP(s)
muestras

Para un entero arbitrario pero fijo m, el nimero de muestras sin reemplazo que pueden ser
obtenidas de la poblacién de rangos {1,2,...,m +n} es: (";m)

2El caso de dos o més valores z; (o y;) iguales, o sea, el caso de empates dentro de las muestras, es
irrelevante, pues basta asignarles el rango promedio; de esta manera, el valor s de S no es afectado por los
empates dentro de las muestras.

Sin embargo, cuando uno o mas valores x; iguala a uno o més valores y; o sea, en el caso de empates
intramuestras, es preciso, ya sea modificar la férmula dada de la Variancia de S, si se asigna el correspondiente
rango promedio a los valores x; y y; iguales o aplicar la prueba dos veces, la primera vez asignando los rangos
menores a las x; y la segunda vez asigndndoles los rangos mayores. En este ultimo caso, la prueba puede
resultar inconclusa.
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Por lo tanto, la probabilidad P(s) de obtener una muestra sin reemplazo, de tamano m
fijo, de esa poblacién de rangos, estd dada por:

1 ~ m!n!
m+n (m +n)!
m

De esta manera:

P(muestra sin reemplazo de tamanio m arbitrario pero fijo) = P(S)

m! n! m!n! 7
:E(S):(m+n)' 2 Tt 2, 2 @)

" muestras muestras i=1
El nimero de muestras de tamano fijo m en que aparece un rango j de {1,2,...,m + n},
arbitrario pero fijo es (")
Asi: .
m!n! m+n—1)"<
E|S]= ——— i
5] (m—l—n)!( m—1 );‘7

de donde:

E[S] = (T,Tjr”;)! (Zn*_”l; i,)' % (m+n) (m+n+1)

_ m(m+n+1)
B 2
Ahora:
1 2 2 2
(E[S])2 = {%} = m 12 = {m ) 4 2m )+ 1) (1)
2.3 Obtencién de E[S?]
Por definicién,
2 9 ~ mln!
E[S*l= > s*P(s). Enestecaso P(s)= Tk

muestras

Entonces:

m!n! m!n! Ui 2
B[Sy = oy 3 Szzm 3 {ZR(Q:Z-)}

muestras muestras \i

I
—_

- (TITTL)! > {Z(R(xi))2+2ZR(xi)R(wj)} (2)

muestras | i=1 i<j
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El nimero de muestras sin reemplazo de tamano fijo m en que aparecen rangos i,j de

{1,2,...,m + n}, arbitrarios pero fijos, es: (mntff)

De ahi:
S 2 R Rl }—<m+”;2>.2 i

muestras 1<j=1

Asi, a partir de (2), se obtiene:

9, mln! m4n—1\ 2" m+n—2\ =
E[S]_(m—i-n)! ( m—1 )Z 2 m—2 2 * (3)
j=1 1<j=1
pero:
m+n 1
> 7% =g (mtn)(m+n+1)(2m+n)+1), (4)
j=1
m-+n m+n—1 m+n m+n—1
Z ij = Z Z] = Z z‘i(m+n—z‘)(m+n+i+l)
i<j=1 i=1  j=it+l i=1
1m+n—1
= 3 Z i[(m+n)* =2+ m+n—i. (5)
i=1
Sustituyendo (4) y (5) en (3):
plsy = it (man = n 1) @m0+ 1))
— (m+n) m—1 J6

m+n-—2) 1" . '

2 a - —_—

+< m 2 )2 2 dllmtn) =4 mtn—i
m!n! (m+n-1)1

~ (mtn) al(m—1) g(m+mn)(m+n+1)@2m+2n+1)

m+4n—1 m+4n—1

m!n! m_|_n_2! ' '
+(m+n)! (N!(m—g)!) {(M+n)2 Z i— Z 3

=1 =1
m+4n—1 m+4n—1
+(m+n) Z i— Z i2}

i=1 i=1
m(m+n+1)(2m+2n+1) (m—1)m "
6 (m+4+n—1)(m+n)
m+n—1 m+n—1 m+n—1
2‘3}

x{[(m+n)2+(m+n)] Yooim Y =Y

i=1 i=1 1=1

Como Y%, % = a2 (a + 1)2, sustituyendo en (6) se obtiene:

m(m+n-+1)(2m+2n+1)

E[S?] = c
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(m—1)m
T —Dm+n)

{(m—i—n)(m—i—n—kl)%(m—i—n—1)(m+n)

—é(m+n—1)(m+n)(2m+2n—l) —i(m—kn—l)%m—i—n)z}

m(m+n+1)(2m+2n+1)
6
(m—1)m 1
Tt n—Dmrn g MM A= D man)m )
—4(m+n)+2-3(m+n)(m+n-—1)]}
m(m+n+1)2m+2n+1) (m—1)m

_ - 0 {3(m+n)*+5(m+n)+2}

= %{2(m+n+1)(2m+2n+1)+(m_1)[3(m+n)2+5(m+n)+2]}

De esta manera se llega a:

E[S?] = %{2(m+n+ DEm+2n+1)+m—-1)3m+n)?+50m+n)+2]} (7)

3 Obtencién de Var(5?)

Sustituyendo (7) y (1) en la férmula de definicién de la variancia, se obtiene:
Var(s%) = E[S?] - {E(5)}
— 1—77;{2(m+n+1)(2m+2n+1)+(m_1)[3(m+n)2+5(m+n)+2]}

—mTz{(m+n)2+2(m+n)+l}

= 1—”;{2(m+n+1)(2m+2n+1)+(m—1)[3(m+n)2+5(m+n)+2]
—3m (m +n)? — 6m (m +n) — 3m}

= %{4(m+n)2+6(m+n)+2+(m—1)[3(m+n)2+5(m+n)+2]
—3m (m +n)? —6m (m +n) —3m}

- %{[44—3(771—1)—3m](m+n)2—|—[6—|—5(m—1)—6m](m+n)
+2(m —1) — 3m + 2}

= S{m+n)?+ (1 —m)(m+n) —m}

= E(m2—|—2mn+nz—|—m+n—m2—mn—m)

12
_oom ~mn(m+n+1)
= 12(m +mn+n) = 1
Por lo tanto )
Var(S?) = mn(mtntl

12
que es la férmula que se queria obtener.



44 J. F. PASTRANA

4 Conclusion

La derivacién de la férmula de la variancia de S, estadistico de la décima de Wilcoxon-Mann-
Whitney, ha hecho posible la ilustracién de los métodos de prueba propios de la Estadistica
No Paramétrica que a menudo son omitidos en los libros de texto correspondientes.
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