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COPRODUCTOS FIBRADOS DE MORFISMOS K-FINITOS

OSVALDO ACUNA ORTEGA!

Resumen

En éste articulo se estudian condiciones para que coproductos fibrados de morfis-
mos K-finitos sean K-finitos

Abstract

In this paper we study conditions under which the push-out of morphisms K-finite
are K-finite, and some related problems

1. Introduccion

En el presente trabajo se estudian condiciones para que coproductos fibrados de morfis-
mos K-finitos sean K-finitos. Se prueba que un morfismo f : X — Y es K-finito si y solo si
los morfismos de su factorizacién epic-monic lo son también. Se prueba un teorema donde
se dan varias condiciones equivalentes a la propiedad de K-finitud para monomorfismos.

Este articulo es la continuacion del articulo Algunos aspectos de morfismos K-finitos
[2], del mismo autor, y por tanto el presente trabajo sigue y utiliza las notaciones, defini-
ciones y ciertos resultados de éste.

2. Desarrollo

Proposicion 1. Sea £ un toposy f : X — Y un morfismo. Si f = iogq, la factorizacién
epic-monic de f entonces f es un morfismo K-finito si y solo si ¢, ¢ son ambos morfismos
K-finitos.

Prueba. (<) i,q son K-finitos entonces f =i o ¢ es K-finito por proposicién 3 de [2].

Si
(=) X f Y

~

Q
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es el diagrama de factorizacion de f, con g epic y ¢ monic. Entonces

E ) = (o) (i(s) = ¢ (7 (ils) = a7 (s)

y luego
= VseQ (¢ (s) = £N(9)))

Como f es un morfismo K-finito tenemos por Teorema 3.2.8 de [1] que
F VseQ (a7 (s) € K(X))

luego g es un morfismo K-finito.

Por otro lado en £/X el soporte de f : X — Y esi: Q +— Y, como f es K-finito
entonces 7 es K-finito en £/X por teorema 3.6 de [3].

Corolario 2. Si f : X — Y es un morfismo K-finito y si () es la imagen de f. Entonces
QQ tiene complemento en Y.

Prueba. Como f es K-finito entonces i : () — Y es K-finito y por proposicién 2 de [2]
@ tiene complemento en Y.

Teorema 3. Sea i : I — X un monomorfismo en un topos £. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes
(a) i: I — X tiene complemento

(b) i:I — X es un morfismo K-finito

(¢) p=<p1,p2 > X + X — Q es K-finito si

] — . x
T
X D1 Q

es un coproducto fibrado.
(d) p1,p2 : X — @ son ambos K-finitos (p1,p2 como en (c))

Prueba. (a)<=>(b) proposicién 2 de [2]. (a)=-(c) proposicién 4 de [2]. (c)<=(d) Si
i1,79 : X — X + X son las dos inclusiones del coproducto, tenemos que p; = p o iy,
p2 = pois. Dado que 41,2, p son morfismos K-finitos por proposicién 3 de [2] p1, p2 son
K-finitos.

(d)=-(b) Como
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;] —t L x
Tk
X P1 Q

es también un producto fibrado, siendo po K-finito entonces 7 es K-finito.

33

Lema 4. Sea f : Y — X un morfismo y Y %4 I % X su factorizacién epic-monic.

Entonces

I L X
0]
X b1 Q

X
1
X p1 Q

es un coproducto fibrado.

Prueba. (=) Sean g1,g2 : X — Z tal que g1 0 f = goo f. Considere el siguiente digrama
conmutativo.
f
Y

o

O\

X b1 Q ro
\\\ |
91 -7

Tenemos que gy 0oi0q = go 0% 0 g, coOmo ¢ es epic entonces g1 ot = go o . Por lo tanto
existe un unico morfismo r : Q — Z tal que rop; = g1 y r o po = g2. En consecuencia
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Y f X
fl \pz
X p1 Q

es un producto fibrado.
(<) trivial.
Teorema 5. Sea f : X — Y un morfismo en un topos £. Si f es K-finito y

X f Y
fl {Zb
Y b1 Q

es un coproducto fibrado entonces p1, ps son K-finitos.

Reciprocamente si p; o po son K-finitos entonces la imagen I de f en Y tiene comple-
mento o equivalentemente la inclusién 7 : I — Y es K-finita.

Prueba. Si

¥ f Y
I

es la factorizacién epic-monic entonces como f es K-finito por proposicion 1,i: 1 — Y
es K-finito y por el lema 4 y (d) del teorema 3 py, pa son K-finitos. Reciprocamente, si p1,
po un k-finito como

I — L .x
Zl \pz
X b1 Q

es un coproducto fibrado por lema 4, dado que 7 es monic, éste diagrama debe ser
también un producto fibrado como p; o py son morfismos K-finitos, ésto implica que
i:I — X es K-finito por corolario 9.17 de [4].

Definiciéon 1. Sean g: X — Zy f: X — Y dos morfismos en un topos £. Si

11:Y =>Y+Z«— 719
es un diagrama coproducto. Sean

R = '{RC (Y +Z)x (Y + Z)/R es un relacién de
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equivalencia A {(i1(f(z)),i2(g(x)))/x € X} C R}

Q=Y+ 2)/R*,pr=7o0i1:Y 5>Qypy=moig:Z —>Qdonden:Y +7Z — Q es el
morfismo cociente.
Proposicion 6. Con la notacién de la definicién anterior tenemos que

x 4 .z
f l \ P2 (*)
Y p1 Q

es un coproducto fibrado.
Prueba. Como moijo f = mwoigog, entonces pjo f = pgo fy por lo tanto (*) conmuta.
Considere el siguiente diagrama conmutativo:

x -4 .7
il e
Y p W

Seah:Y +7Z — W tal que hoiy = hy, hois = hy y Ry, la relacién de equivalencia
definida por

= (z,y) € Ry < h(x) = h(y)

Como hyo f = hyog tenemos hoiy o f = hoisog entonces

FreX = h(u(f(x)) = hliz(g(x)))
= (i1(f(x)),i2(g(x))) € Ry

entonces
F {((f(2)),i2(g9(x)))/z € X} C Ry,

por lo tanto R* C Ry,.

Sea j : Q — Z definida tal que = j([s]) = h(z) donde [s] es la clase de equivalencia
dexconzeY + Z.

Debemos probar que j esté bien definida:

Elsl=1[s] = (s,8)eR*
= (s,8) € Ry
= h(s) = h(s)

Queremos probar que j es un morfismo, Unico tal que el siguiente diagrama conmuta
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Y = py Q\J; v
\_/' W
h1

Por definicién de j tenemos j o m = h y entonces
jopir=jomoi; =hoi; =h

Jjopa=jomoig=hoiz=hy

por lo tanto jop; = hy y j o pa = he.

Por otra lado suponga que existe otro morfismo K : Q — W tal que kop; = h1 y
kopy = ho entonces komoiy = hyy komoiy = hy y por definicién del coproducto Y + Z
tenemos que k o7 = h, del coproducto Y + Z tenemos que k o m = h, asi se obtiene que
jom=kom, como m es un epimorfismo se tiene que j = k.

Definicion 2. Sean f: X — Y yg: X — Z, dos morfismos, denote por R el subobjeto
de (Y +Z) x (Y + Z) definido por la unién siguiente:

{i2(f(2)), 0 (f(@)) /2,7 € X Ng(x) = g(T)} U Ay 42U

{(ir, (f(2)),ia(9(2))) /1w € X} U{(ia(9(2)), i1 (f(2))/z € X}

donde Y & Y + Z &2 Z es un diagrama coproducto.

Proposicion 7. Si f es un monomorfismo entonces R = R*, en particular R es una
relacién de equivalencia.

Prueba. Primero probamos que R es una relacién de equivalencia

(1) R es reflexiva ya que Ayz C R

(77) R es simétrica:

Fts)e R = (Fogex(t=u(f(2))As=i(f(T)Ng(x) =g(@))Vi=s
V3eex (t =i1(f(2)) As =ia(g(2))) V Foex (t = iz(g(x))
Ns = i1(f(2)))
= (s,t) e RV (s,t) € RV (s,t) € RV (s,t) € R
= (s,t)eR

(7i1) R es transitiva.
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(r,s) € RA(s,t) € R

Trgex(r=0(f(x)) Ns =i f(T)) Ng(z) =9(T)) V (s,t) € R
r=sA(s1) € RV (3pexr = i1(f(x)) A s =12(g(z)) A (s5,1) € R)
(Fzexr =1d2(g(z)) As =01(f(2)) A (s,t) €R
Trzex(r=u1(f(2)) As=i(f(T)) Ng(z) =g@) N (s =tV
oz (s =i1f(z1)) ANt =i1(f(T1)) A g(a1) = g(F1)) V

Juex (s = i1(f(z1)) At =i2(g(21)))

Juex(s =12(g(z1)) At =i1(f(21)))) V Teex(r = i1(f(z1)) At = i2(g(x1)))
Juex(s =i2(g(z1)) At =1i1(f(21))) V

rex(r =i1(f(z)) As =1ia(g9(x))) A (s,t) € R

Feex(r =iz2(g(x)) As =ir1(f(z)) A(s,t) € RV (1) € R

((rt) € RV Jpayzm (1 = i1 (f(2)) A s =01 (f(T)) A s = i1 (f(z1)) At = i1 (f(T1))
g(x) = g(T) A g(x1) = g(T1)) V Jegmex(r =i1(f(x))

As =i1(f(@)) A g(z) = 9(T)

s =1i1(f(z1)
s =i1(f(Z))

El:cEX(T - Zl

[y
S~

)Nt =1i2(g(1))) V Fzgmex(r =i1(f(z)) A
Ag(x) = g(T) A s =ida(g(x1)) ANt =i1(f(21))) V
(2)) As =iz(g(x))) A(r,t) € R

f
f

(f
(

Trex(r =1i2(g(x)) Ns=1i1(f(z))) A(s,t) € RV (r,t) € R
(Fzgrzmex(r=a(f(@) As=i1(f(Z)) AT =x1 At =i1(f(T1))

9(z) = g(T) A g(x1) = g(T1)) V Tozaex(r =i1(f() As=i(f(T) AT =m

t =i2(g(z1)) A g(z) = g(T)) V falso ) V Tzex (r = i1 (f(z)) A s =i2(g(z)) A (s,t) € R
eex(r =i2(g9(x)) As=i1(f(z)) A (s,t) ERV (rt) ER

(Foz (r =i1(f () At =01 (f(T1)) A g(x) = 9(Z1))

Fowrzex(r =i (f(2)) At =1i2(g(z1)) A g(z) = g(T) = g(21)))

Feex(r =10 (f(z)) As=i2(g(x))) A(s,1) € RV

Toex (r =1i2(g9(@)) Ar=ir1(f(2))) A(s,t) € R

(r,t) € R

(r,t) € RV (r,t) € RV Jpex(s =i1(f(x))) Ar =i2(g(x)) A (s,t) € R

Teex(r =ia(g9(x)) A s =i1(f(z))) A(s,t) € RV (r,t) €R

(Feex(r=1u(f(z)) As=iag(z))) V Taex(r =iz(g(z)) Nt = i1(f(2))) A (s,t) ER
V(r,t) € R

Teex (r =i1(f(z)) A s =1i2(g9(2))) V Toex (r =i2(g9(x)) A s = i1 (f()))

(s =tV I zex(s =u(f(z1)) At =i1(f(Z1)) Ag(a1) = g(@1)) V

Foiex (s =i(f(z1)) At =iz(g(z1))) V Taex (s = ia(g(@1)) At = i1 (f(21)))

V(r,t) € R
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(r,t) € RV falso V g4y mex(r =i2(g9(x)) A s = i1(f(2z)) As =1d1(f(x))

t=i1(f(T1)) Ag(x1) = g(T1)) Vfalso V Iz zyex(r = ia(g(x)) A s = i1(f(z))

s =i1(f(z1)) Nt =1i2(9(21))) V Tz ziex (r =01 (f(z)) A s = iz(g(z))

s =19(g(z1)) Nt =1i1(f(x1))) Vfalso V (r,t) € R

eaormex(r =1i2(g(x)) Nz =21 At = i1 (f(T1) A g(z1) = g(T1)) V

oarex (r=1i2(9(z)) Nz =21 At =i2(9(21))) V T zrex (r = i1 (f(2)) A

r=x1 ANt=11(f(z1)))V (r,t) R

Tzex(r =iz(g(@1)) Nt = i1(f(Z1))) V Teex(r = i2(g(@)) At = iz(g(x)))
Vigex(r =i1(f(z)) At =ir(f(2)) V (rt) € R

= (nt)e RVr=tvVr=tv(rt)€R

= (rt)€R

< >>> 1

Y

Por lo tanto R es transitiva y entonces es una relacién de equivalencia. Por otro lado
como

{(i2(f(2)),i2(9(2)))/z € X} S R,

siendo R una relaciéon de equivalencia, tenemos que R* C R.
Si R’ es cualquier relacién de equivalencia que contiene

{(02(f(2)), i2(g(x))) /2 € X}

entonces R’ D {(i2(g(x)),i1(f(x)))/x € X}. Por otro lado tenemos que

F 2,7€ X Ag(z)=g(T)

= (i1(f(2)),i2(g9(x)) € R'A (i1(f (7)), i2(9(T)) € R’
Ag(z) = g(T)

= (i1(f(2)),i2(g(x)) € R' A (i2(g(x)), 1 (f(T))) € R’

= (i1(f(2),i1(f(T)) € R

= {i(f(),i1(f(@)) /2,7 € X Ag(z) = 9(z)} C I

Por lo tanto R C R’ y entonces R C R* y R = R*.
Proposicion 8. En el siguiente coproducto fibrado

X Z
T
Y pr Q

tenemos que si f es un monomorfismo, entonces f es un morfismo K-finito si y sélo si
pro es un morfismo K-finito. En particular la imagen de f es Y tiene complemento si y
sélo si la imagen de pry en @ tiene complemento.
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Prueba. Es conocido que si f es un monomorfismo entonces (*) es también un producto
fibrado y prs es un monomorfismos. En particular si pro es K-finito, entonces f es también
K-finito ya que los funtores imagen inversa de morfismos geométricos preservan objetos
K-finitos.

Reciprocamente suponga que f es un monomorfismo K-finito entonces si X’ es la
imagen de f, X' tiene complemento X” en Y. Sea Z’ es la imagen de pro en Q y Z” la
imagen del morfismo

pri/ X" X" —Q

Queremos probar que Z” es el complemento de Z’ y como pro es monic, esto implicaria
que pro es un morfismo K-finito.
Primero probemos que

Z'nz"=10
= qeZ'nZz"
= Jeezq = pra(2) A Jyev (g = pri(y) Ay € X")
= Jeezyey(pra(z) =pri(y) Ny € X")
= Jrezgey(n(iz(2)) = m(i1(y)) Ny € X7)
= Jiezgev((i2(2),i1(y)) € RAy € X7)
= zeZ yey(falso V falso V falso V erXz = g( ) A\ zl(f(x)) = zl(y) ANy € X”)
= Jiezyev(ye X' Aye X”)
=  Jiezyey(falso )
= falso

Por lo tanto = q € Z'NZ" = falso. Luego Z'NZ" =0
Probemos ahora que

Z'uz"=Q

F qe@
= Jyevq =7(i1(y)) V eezq = m(iz(2))
= Feexq = 7(i1(f(2)) V Fprexrg = (i1 (z")) V Joezq = 7(i2(2))
= Feexq=pm(f(x))vqgez'VvqeZ

(como pmi(f(x)) = pr2(g()))
= Juexq=pra(g(z))vVee Z'Vvqe Z
= qGZ'\/qGZ”\/qEZ'
= qecZ'vqeZz’

= qeZ'uz"

Por lo tanto Q = Z'UZ" y Z" es el complemento de Z’ en @, que es lo que queriamos
probar.
Corolario 9. Si en el siguiente coproducto fibrado
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x — 4 .z
CEE
Y pri Q

f es un monomorfismo K-finito y g es un morfismo K-finito entonces pri es un morfismo
K-finito.

Prueba. Si g es un monomorfismo por la proposicién anterior pr; es K-finito.

Suponga que g es un epimorfismo, entonces pri es un epimorfismo también. Sea Y’ la
imagen de f en Y es Y” su complemento, entonces

E ge Y'Ny € (prl)_l(prl(y))
= pri(y) =pri([G) AgeY”
= (i(y),i1(y)) e RAGeY”
= i1(y) = Zl(y) V falso V falso V falso
= yYy=7
= yec{y}
Por lo tanto
E geY”

= Vyey(y € (pr) or (@) = y € {7})
= (pr1)"'(pr1(m)) {7}

como = {7} C (pr1) ' (pri(7)) entonces

EyeY” = (pr1) ' (pr1(®) = {7}
= (pr1) " pr1(y)) € K(Y)

luego
EyeY”= (pr1) " (pri(y) € K(Y)

Por otro lado

E TeXAye(pr)  (n(f(@)

= pri(y) =pri(f(Z))

= (i1(y), 1 (f(@) € R

= i1(y) = i1(f(2)) V Jay moex (i1 (y) = i1 (f(21)) Nin (f(T)) =
Zl(f(ibg)) AN g(:l?l) = g(:l?g) V falso V falso

= Y= f(@)V 3oy mexy = f(21) AT = 22 A g(21) = g(22))

y e {f(@)}VIeex(y = flz1) Ng(x1) = 9(T))
y € {f@}V Inex(y = f(z1) Azy € g7 (9(T))
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= ye{f@}vyeflg " (g(@))
como = f(Z) € f(g~(g9(x)))
= y€ flg " (9(@))

Asi tenemos que
EZeX = Vyey(y e (pr)  (pri(f(@) =y € flg~ (9(@))))

es decir
ETeX = (pr1) '(pri(f@) C flg ' (9(Z))))

Tenemos también que

PL BT
<
\Efl

luego
= flg™ (9(x))) S (pr1) ™ (or1(f(@)))
entonces
ETeX = (pr) (or(f(@)) = flg~ ' (9(@) -
Dado que g es un morfismo K-finito sabemos que |= Vzexg ' (g(Z)) € K(X) y como
f(K(X)) € K(Y) esto implica

T eX = (pr)  (pri(f(T))) € K(Y)

y entonces
FyeY = Zzxy=f(T)
= Jzexy = f(@) A (pr1) (o1 (f(T))) € K(Y)
= Fzex(pr1) ' (pri(@)) € K(Y)
= (pr) " (pr () € K(Y)
es decir

FyeY = (pr) () € K(Y) .
Como Y =Y’ UY"” obtenemos
FyeY = (pr1) (pr1(y) € K(Y)

que es equivalente a decir que pri; es un morfismo K-finito ya que pry : ¥ — Q es un
epimorfismo.
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Si g es un morfismo general y g = i o q es la factorizacion epic-monic, considere el
diagrama
& X q I i Z

f 7 pr2

Y 7 & i Q2
donde los dos cuadrados son coproductos fibrados. Por lo tanto el rectangulo formados
por estos cuadrados es también un coproducto de fibrado y entonces 7 o g es isomorfo a
pri. Por los argumentos anteriores 7, § un morfismo K-finito lo que implica que i o es
K-finito y entonces pr; es K-finito.
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