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ALGUNOS POTENCIALES ALEATORIOS

DEL TIPO ORNSTEIN — UHLENBECK
PARA EL OPERADOR DE SCHRODINGER

SANTIAGO CAMBRONERO V.1

Resumen

Se considera el operador de Schrédinger en el circulo de perimetro 1, con ciertos
potenciales aleatorios del tipo Ornstein — Uhlenbeck, con deslizamiento dependiente
del tiempo. Se describe la distribucién del primer valor propio periddico para ese tipo
de potenciales, basdndose en la medida del movimiento browniano circular.

1. Introduccion

El operador de Schrédinger ,

d
) +Q (1)
ha sido usado enormemente en la modelacién del movimiento de particulas, o en la de-
scripcién de cristales y otros sistemas desordenados. Vamos a considerar este operador en
el circulo S' : 0 < z < 1. En otras palabras, consideramos un potencial Q de perfodo
1 en la recta real. Se describe la distribucién del primer valor propio periédico de (1),
cuando @ es cierto proceso estocastico del tipo Ornstein — Uhlenbeck, con deslizamiento
que depende del tiempo. En este sentido se generalizan algunos de los resultados de [5].
En esta primera secciéon revisamos algunas nociones y resultados obtenidos en trabajos

previos del autor.

1.1. Browniano en el circulo

Recordemos la definicién de la medida p, del movimiento browniano circular. Esta es
una medida en C(S'),definida por

N*(A) = /OO Paa(A)da7

— 00
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62 S. CAMBRONERO

donde P,, es la medida de probabilidad en CJ0, 1], bajo la cual el proceso de coordenadas
es un movimiento browniano “atado en a” (esto es, condicionado a By = B} = a).
Esta medida tiene las distribuciones finito — dimensionales

n
s [Xto S d:l?(], c ,th71 c dl‘n_l] =27 Hp(ti —ti—1;Ti—1, :EZ)dl‘o c d:l?n_l,
i=1
donde z, = x9, 0=ty < ... <t,=1,y

p(t;z,y) = \/% exp [—(y — z)*/2t] .

Formalmente escribimos
(e}

1
dp(p) = V27 exp (—%/0 p’(t)dt> @J)lﬁ'

Para ¢ integrable bajo u, tenemos

£l = [ [ o+ aaPuda

La medida p, induce una medida de probabilidad P, en el subespacio

1
H .= {pGC(Sl):/ sz},
0
de la siguiente manera

1 1
PO(A)::,u*{pEQ*:p—/pGA,Oﬁ/pSl}-
0 0

y se verifica facilmente que

/ o(p)dp. = /_ O; /H o(- + a)dPyda,

para ¢ integrable bajo pu,. Para los detalles de esta construccién, ver [3] o [5].

1.2. Ruido blanco en el circulo

Considere un movimiento browniano (b¢),~ , condicionado de tal forma que by4¢ = b;.
Su derivada formal Q = V' tiene entonces perfodo 1, asi que la podemos considerar como
una funcién definida en el circulo S'. A esta derivada formal se le llama ruido blanco en
el circulo. Es facil ver que las densidades finito-dimensionales del “proceso” Q(t) estéan

dadas por
1 n 2 dl‘o A d:l?n_l
exp (‘5 > (i — i) h) RO

i=1

La medida de probabilidad correspondiente se escribe

dQ+(q) = exp (—% /01 Q(t)dt> %-
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1.3. La versién discreta de la ecuacion de Hill

En [2] se considera la forma discreta

—A2%u; 4+ Qiu; = Mu;, parai=0,1,... (2)

de la ecuacién de Hill
" +Qy =Ny, (3)
donde u} = n(ujt1 — u;), A%u; = n?(uip1 — 2u; + ui—1), Q; = nfz.(/irl)/n Q. Se demuestra

que (2) posee un primer valor propio periédico A el cual converge al primer valor propio
periédico A\o(Q) de (3), siempre que b = f(; Q) sea Holder—continua.

Dada una solucién (u;) >0 de (2), se construye el camino poligonal u(™ determinado
por los valores u; en los puntos j/n, y similarmente el camino 2™ determinado por los
valores u; Se demuestra también que, si se imponen en (u;) >0 condiciones iniciales o
cuasi-periédicas, entonces u(™ y a™ convergen uniformemente en [0,1] a u y v/, donde
u es la solucién de (3), con las mismas condiciones. Ademads, en el caso que (u;), es la
solucién periédica positiva correspondiente a A, (%) y a™ convergen uniformemente
en [0,1] a u y v/, donde u es la solucién periédica de (3), correspondiente a Ag(Q). Si
A < 2(Q), y m > 0, existe una solucién positiva ¢ de (3), que satisface

plx+1) =mep(x), 0 <z <1,

y para n grande, existe una solucién (¢;) de (2) tal que @jin = ¢j, j =0,1,...,n.
La sucesion (p;) definida por

Pj

j—1
pj = nlog M, (esto es, ©; = Yo exp (Zpﬂl)) ,
i=0

satisface

Qi:)\+n2<ehpi+1—2+e_hpi>,i:O,l,...,n—l, (4)
y converge a la funcién p = %, en el sentido poligonal descrito arriba. Note que p satisface
formalmente

Q=X\+p +p° (5)

Todo esto es valido si @) es tal que fo. Q) es Holder — continua. Si el potencial ) mismo
es Holder — continuo, se tiene que (Q;)converge a @, en el sentido poligonal, y concluimos
que

A?p; = Qipi — Api — Qz)p(x) — Mp(x) = ¢ (),

en el sentido poligonal. De lo anterior concluimos que (p;) y (p;) convergen a p y p’
respectivamente, en el sentido poligonal.
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1.4. El potencial ruido blanco

En [5], se hace uso de la transformacién de Ricatti (5), para obtener una relacién entre
la medida de ruido blanco en el conjunto [A\g > A], y la medida de du, en el conjunto
H* = [[p>0]. Formalmente se tiene

2 d>Q o1 1 ! 212
dQ*—exp[——/ Q] (%/OJF)OO/Q—\/%exp[ 2/0(A+p)}\=7\du*,

donde el Jacobiano |J| se determina por medio de la transformacién discreta (4). En el
caso discreto se tiene

|Jn| = o senh (:gpih> ,
lo que permite expresar exp [—% > Q?h] % como
2 1~
\/;exp [_§ ;(pgﬂ +p2)2h + O(n ] senh <Zp2 > dpin,
con -
dyin = V2w exp [ Z:; Pit1 — ] dpo .- dpni (02'7%}'55’;_1.

En el limite se obtiene, por convergencia dominada, que

/[/\O»] PdQ = \/%/H+ Pexp [—% /01()\—1-172)2] senh (/Olp> s,

para ¢ acotada y continua, con QAS(p) =¢\+p +p?)y H = [folp > 0} . En particular,
la distribucién F'(A\) = Q«[\o > A] de ¢ estd dada por

— \/g/HJrexp |:—%/01()\+p2)2] senh </01p> At

2. Potencial de Ornstein—Uhlenbeck

Consideremos el proceso de Ornstein—Uhlenbeck estdandar, esto es, la difusién @@ que
satisface la ecuacién diferencial estocéastica

dQ = dB — mQdt,

donde B es un movimiento browniano estandar. () estd dado explicitamente por

t
Qt) = Q(0)e ™™ + ¢ / e dB, .
0
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El proceso fg e™"dB, se puede escribir como W <6272n%>, para algin browniano W que

empieza en 0°.

Tomando Qg = a, la distribucién

P[Q(t) <b] =P [W (W;) < be™ — a]

se puede expresar como

T 2mt -3 e 2¢ 2mt -1
{E(e m— 1)} / exp [—my*(e”™ —1)71] dy.

Entonces la densidad de transiciéon de @) es

N

q(t;a,b) = [%(62”“ - 1)} exp [—m(be™ — a)?(e*™ — 1)_1] e,

Note que [q(t;a,a)da = (1 — e~ ™)~ para t > 0. En particular,

/q(l;a,a)da =(1-e™ ! <.

Esto no sucede para el movimiento browniano.
Queremos hallar una medida de probabilidad @, bajo la cual @) sea periédico. Consideremos
entonces las distribuciones finito — dimensionales

n

Q[Q(to) c da(], cen Q(tn—l) S dan_l] = CHQ(ti —ti—1; a1, ai)dao...dan_l,
i=1

donde tg =0, t, =1, tc0 < t1 < .. <tp, vy ap = ap.

En particular,

~

QlQ(0) € R = C / a(1;a,a)da = (1—e™)71C,

y entonces la constante adecuada es C' =1 — e ™.

2.1. Construccion via Cameron — Martin

Para mostrar que el proceso de Ornstein — Uhlenbeck periddico tiene una versién
continua, adoptaremos un enfoque diferente.
Sean P°* y P™ las medidas de probabilidad en C0,1], bajo las cuales el proceso de
coordenadas Q¢(w) = w(t) es un Ornstein—Uhlenbeck y un movimiento browniano, repec-
tivamente. La formula de Camerron — Martin nos dice que

dP(Q) = ZdP]™(Q),

*Ver por ejemplo [9].
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donde . .
Z =7Z(Q) =exp {—/0 medQ — %/0 m2Q2dt] . (6)

Defina una medida de probabilidad Q en C [0, 1] por

da

b=a

Bol = - [{gEre@.em <a)

—— / B 6(Q) Q(1) = a] a(l: a, a)da,

para toda ¢ acotada y medible. La medida de probabilidad Q tiene las distribuciones finito
— dimensionales dadas arriba. En efecto, tomando

P(Q) = X(Q(to)e A0, Q(tn—1)EA_1];

con 0=ty <...<t, =1, Q[Q(to) € Ag,...,Q(tn—1) € An_1] se puede escribir como

b b
C/ — / / q(t; — ti—1;a,—1,a;)da day, ; dag,
Ao C%{ ( ArXe XA 121_[1 15641, 65)da ’

donde la derivada se toma en b = ag, y C =1 — e~ . Claramente esto es lo mismo que

(1—€_m)/A Hq —ti—1;0i-1,0a;)dag...da, 1,

oX.. ><An 14—=1

con a, = ag. Esto muestra que Q es la medida de probabilidad deseada. Ahora apliquemos
la férmula de Cameron — Martin para obtener una relacién entre ) y la medida del
movimiento browniano circular p,. Tenemos

Blo) = - [ {% Lo ¢<@>dP;“}da

_ _,mm g mb
— e f { : /[Q(l)<b}<z><Q>ZdPa }da,

donde la derivada se toma en b = a, y Z estd dada por (6). Se sigue que

Blg = (1—em /E’“b Q2 Q1) = ]jj_ﬂ

1 ,
= \/—_1—6 ™ m/2/Emb __m2‘/Q2 Q(l):a]da
- 2 enh EOO |:(Z§(a + Q)e_%mz f(a+Qs)2:| dCL

™
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Nota: Tomando ¢ = 1, se obtiene como corolario la identidad

/e‘ém2 Jo de,u* = \/g [senh (%)}_1

Equivalentemente, integrando primero en a,

E00 (exp{_%mg [/01 Q- </01 Q>2] }) ) ZSenLh(%). .

Con respecto a la probabilidad Py en H, obtenemos

0 [exp <_m72/01 Q2>] _ m (8)

Este argumento se puede usar en procesos més generales, como los provenientes de
ecuaciones como

dQ = —m(Q)dt + db,
0 como

dQ = —m(t)Qdt + db.
El primer caso es tratado en [5]. El segundo es objeto de estudio en la seccién 3 de este
trabajo.

2.2. Distribucién de A\ (Q)

Considere la ecuacién de Hill (3), donde el potencial @) en el proceso de Ornstein—
Ulenbeck periédico definido arriba. Veamos a () como un elemento de Q = C(S'), donde
imponemos la medida de probabilidad Q Vamos a obtener la distribucién del primer valor
propio de (3), siguiendo el método empleado en [5]. Dicha distribucién se puede obtener de
una manera mas simple, como lo explicaremos en la siguiente seccién, pero es importante
obtener el resultado de la manera directa que lo expondremos aqui.

Como observamos en la introduccién, dado que @ es Hélder—continua, la solucién (p;) de?

Qi = A+nP(eP+r —2 e i=0,1,...,n—1 (9)
construida en [2], converge a la solucién p de
Q=X1+p +p%
junto con su primera derivada. En lo que sigue, podemos asumir entonces que (p;) y (ps)

son uniformemente acotadas.

Tome t; = ih, i = 0,1,...,n, y considere la expresién que define las distribuciones
finito—dimensionales inducidas por () en esos puntos

n

(1—e™) HCI(ti —ti-1;Qi—1, Q).

i=1

SAqui h = 1/n.
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Esta se puede escribir como

] flow [ oo ()]
i=1

m 2m

con a, = ag. Ahora note que

{%(ezmh - 1)] s (2h) =22 (1 + O(h)],
de donde
(em—1) [%(e%nh — 1)] R 2senh (%) (27h) ™21 + O(h)].

Por otro lado,

2m

(E) (L= mh + O().

Tomando A = 0 por el momento,

1
Qi =7p;+ 5(19? +P12+1) +O(h?),

luego

1 mh
Qie™ — Qi1 =i —piq + §(p?+1 — pi_y) -+ mhp; + 7(19? + i) + O(R?).

1
En particular, p,—p,_, = O <h§_>, y consecuentemente (Q;e™" —Q;_1)? se puede escribir
como

V) — Pi—1)* + Pi1 + pi—1) (0 — Pi_1®)h + 2mhpl(p; — p}_,)

1
+ mh(p; + pi) 0 — Pi_y) + i + pi—1)* (P + pi_1)*h?

1
+ m(piy1 + pio1) [(pé+p§_1)p§+§(p§+p£_1)(p?+p?+1) h?

2
m
+ mAp?h? +m? (p + piia)pih” + 4 (P} + p71)°h° + O(hg_).

Aqui usamos que
P12+1 - P?—l = (pit1 + pi—1) (P + Pi_1)h.

Cuando tomamos el producto
(Qie™ — Qi—1)*(1 — mh + O(h?)),

obtenemos el término extra
—mh(p} — pi_1)>.
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En la suma
n

D (Qie™ = Qi1)*(1 — mh + O(h?)),

1=1

ocurren ciertas cancelaciones. Primero, al sumar por partes,

> 07 + 08P = pio1) + (i1 + pic1) (0] + Pi1)pih = O(h)

2> P —pi1) = Y (0 —pi)? =D 2 —piy?) =0.

De lo anterior se sigue que

Hex Q mh_Qi1)? (762%_1)_1
p i€ i—1 om

y también

es igual a

donde ©,, estd dada por

h
—5 Z Pit1 + pi-1)(Pi® — piy?) — 3 Z(pi+1 +pi1)’ (P +Pi1)’

2
m
vy Z(piﬂ +pim1) (B} + Pi) (07 + pi 1) — b3 ZP;%
m? m? 1
—— 2 W+ pi)pih — = Y W+ pia)*h+ O(hT).

Ahora como

n

1 1
——me +pi) (P} — Pia®) = —Z(p§_12+p2+12)péh—>/ pdt,
0

i=1

[\

tenemos que O, converge a

1 m2 1
0= / (p® — 2p*p'?)dt — 7/ (' + p*)?dt.
0 0

Como mencionamos anteriormente, ©,, se puede asumir acotada uniformemente.

En el caso A # 0, se llega a

@ 2/2)dt—m—2 1(A—|— /+ 2)2dt
2 Jo prTp .

Para calcular el jacobiano7 recordamos que

88—? = ﬁsenh (Zp, ) .

69
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Tome py = «, de modo que p; = a + (p}, + ... + p}_;)h. Entonces

O
da, p/

n—1

Aqui, p' = (9, -, Phy_2) ¥ P = (Po, .., Pn—1). Note que p, = po implica

n—1
Z pih = 0.
=0

Concluimos que

Resumiendo,
(1 =™ JJa:Qi-1,Q:)dQo...dQn 1
i=1

se transforma bajo (9) en

n—1
4
msenh (%) senh <§ pih> exp [0, ] daduy,

con

n 1
ditn, = nV2mw(2wh)™ 2 exp [_ﬂ (P; - P;—1)2] dadpf)...dpﬁl_g,.

En el limite obtenemos

dQ =

4 m !
senh { — ) senh exp [0] dadPy(p), 10
ozsen (7 ) sent [ exle] dadrr) (10)
donde Py es la medida de probabilidad inducida por u. en H. Esta férmula es valida para
Q=XA+p +p*€Xo >,

con p(t) = a+ fg 7,y (a,p') restringida a la regién

1t
[a+/ /p/ZO] CRxH.
0 Jo
Hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 1 Bajo la transformacion Q = X + p' + p?, la medida de probabilidad Q, re-
stringida a [A\g > A], se relaciona con la medida dPyda, de acuerdo con (10).
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Mas precisamente, si ¢ es acotada y medible en 2, entonces
/ $dQ = C/ / o\ +p' —i—p2)e_%m2 f()‘+pl+p2)2G(a,p')dadPo(p'),
[Ao>A] HJI(p')

conC:\/%senh(%),p:a—l—fgp’, I(p") fo Op :fo tp' (t)dt, y

G(a,p') = exp [/Ol(p’?’ p? ’z)dt] senh </01p> . (11)

Corolario 1 La distribucion de Ao bajo Q estd dada por

Ol > A = / / 5 [0+ G, ) dad Po (3.
I(p')

3. Potenciales mas generales

Los resultados de la seccién anterior seran ahora generalizados a potenciales més gen-
erales. Especificamente, consideramos el proceso de difusién @Q que resuelve

dQ = —m(t)Qdt + dB,

donde B es browniano bajo cierta medida de probabilidad P, y m es una funcién derivable,
con m(t) > 0. Para t > s, Q(t) estd dado explicitamente por

Q)= e im [Q(S) - t ef!mdBT} |

El proceso fst eld MdB, se puede escribir como W (f; e2 I de), para algtin browniano
W que empieza en 0.

La identidad
t
PIQ() <b|Q(s) = a] = P {W < / ez/'smdf) < pelim _a]

implica que la densidad de transicién q(s, t;a,b) de @ estd dada por

t —1/2 . 9 t y
[277/ e?Js de} exp [— <be</s m_ a) /(2/ e?Js mdn')} elsm

elim

Note que

/q(s,t; a,a)da = = (1 — e_‘/:m>_1 < 00 .

efstm—l

/q(O, 1;a,a)da = (1 —e b m) ! < 0.

En particular,
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Como en la seccién anterior, queremos hallar una medida de probabilidad @, bajo la cual
Q sea periddico. Consideremos entonces las distribuciones finito — dimensionales

n

QlQ(to) € dag, ..., Q(tn-1) € dan_1] = C [ [ alti-1,ti; ai1, ai)dag...dan_1,
i=1

donde tg=0,t, =1, tg <t1 <..<tn, ¥y an:=ag.
En particular,

Q[Q(0) e R] = C/q(O, l;a,a)da = (1 —e” f01m>_1 C,
y entonces la constante adecuada es

C=1-echm,
La medida de probabilidad Q estd dada entonces por

da

b=a

Big) = (1-ehm) [ {%EE“WQ),Q(USIJ]}
= (1= hm) [ Er 0@ 10 = alatia.a)da

para toda ¢ acotada y medible. Esta medida de probabilidad tiene las distribuciones finito
— dimensionales dadas arriba. En efecto, tomando

A(Q) = X[Q(to) A0, Q(tn_1)EAn_1]>

~

con 0=ty <...<t,=1, QIQ(ty) € Ag,...,Q(tn-1) € An_1] se puede escribir como

1 9 b -
1—e Jom / — / / ti—1,ti;a,—1,a;)day ... | day ¢ dag,
( > AO 8b { —00 < A1><...><An71 Eq( ! ! ) ! ’

donde la derivada se toma en b = ag. Claramente esto es lo mismo que

L n
(1 — e_fo m> /A Hq(ti_l,ti;ai_l,ai)dao...dan_l,

0X... X Ap—1 i=1

con a, = ag. Esto muestra que Q es la medida de probabilidad deseada. Ahora apliquemos
la férmula de Cameron — Martin para obtener una relacién entre ) y la medida del
movimiento browniano circular .. Tenemos

Bl = (1—e i) / {% /[Q(1)<b]¢(Q)dP$“}da
_ (1_6—.!31%) / {% /mw ¢(Q)degﬂb}da,
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donde la derivada se toma en b = a, y

Z = exp {— /01 m(t)QdQ — %/01 m2(t)Q2dt] .

Se sigue entonces que

Blo) = (1-e8m) [ B 0@z 100) =a

Ahora, aplicando la férmula de 1t6 a la funcién f(t,q) = %m(t)q2 tenemos

1

1 1
QI = [ (w(oF +me)de+ [ meaaee)

donde @ es browniano estdndar. Al condicionar a Q(1) = Q(0) = a, y asumiendo que

m(1) = m(0), tenemos

1ttdt—11’t2 t)) dt
- [ minemaew = 5 [ /@ +m)

Se sigue entonces que, bajo la medida de probabilidad Pg’;b,

Z = exp [—% /01 F(S,Q(S))ds] efolm’

donde

F(s,q) = [m*(s) —m’(s)] ¢*.
Luego,
1

— (1 - f01m> efolm/Eg;b MQ)e-%f& F(s,.Q)ds| g

2 1 ! —1f1 F(s,Q)ds
—senh —/ m /qﬁ(Q)e 2 Jo PSRy,
m 2 0

Nota: Tomando ¢ = 1, se obtiene como corolario la igualdad

1 7T 1! -
2 2 Jy

Equivalentemente, integrando primero en a, y recordando que fol m/(t)dt = 0, obtenemos
que el valor numérico de la integral

w1 oo () ([0 )

eSS
=
[
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() ([ )]

De la misma forma tenemos que

{4 w3 ([ e Jone
es igual a »
() e ()]

donde Py es la medida de probabilidad inducida por dus en H = [ fol p= O} .
Hemos demostrado en particular que

1 1
dQ = %senh (%/0 m) exp [—%/0 F(s,Q)ds] dpty.

3.1. Distribucién de A\ (Q)

estd dado por

Considere la ecuaciéon de Hill 3, donde el potencial ) es el proceso de Ornstein—
Ulenbeck periédico generalizado, definido arriba. Veamos a () como un elemento de =
C(S1), donde imponemos la medida de probabilidad Q.

La relacién entre d@ y dus obtenida arriba, nos permite reducir los calculos al caso de
un movimiento browniano circular, y luego multiplicar por el factor

\/gsenh G /0 1m> exp {_% /0 lF(s,Q)dS].

Ahora, los cédlculos para du, son més faciles que en el caso de un proceso de Ornstein —
Uhlenbeck, descrito en la seccién 2. Consideramos la versién discreta de la transformacién
de Ricatti

Qi = +n2(eP+r —24 e i=01,...,n—1,

construida en [5].

Tome t; = ih, ¢ = 0,1,...,n, y considere la expresién que define las distribuciones
finito—dimensionales inducidas por du, en esos puntos

n

[Ip@t —tio1; Qi1 Q).

i=1

Esta se puede escribir como

2t~ [ exp | ~57(Qs = Guc)?
i=1
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con a, = ag. Ahora,

1
Qi =\ +p)+ 5(19? + i)+ O(h?),

luego

1
Qi— Qi1 =0, —pi_ + §(P?+1 —pi_1) + O(R?).

En particular, p, —p,_; = O <h%_>, y consecuentemente (Q; — Q;_1)? se puede escribir
como

1 5_
(0, — pi_1)? + Pit1 + pim1) P2 — P P)h + Z(pi+1 + pie1)? (0} + pi_1)*h* + O(h27).

Aqui usamos que
p22+1 —pi oy = (Pit1 + pie1) (P} + Pi_y)h.

De lo anterior se sigue que

[Texr [_%(Qi - Qi—1)2}
=1

se puede escribir como
1< )
exp [—ﬁ i_l(Pg —Pi—1)” +On

)

donde ©,, estd dada por

1 h 1_
2 D (piv1+pi) (0 = Piy®) — 3 > piv1 +pio1)* (0 + pj1)® + O(h27)
Ahora como
1 — 1 — 1
5 Z(pi—i-l +pic1) (0 —pii?) = B Z(pé_f +p2+12)p§h — /0 pPdt,
i=1 i=1

tenemos que ©,, converge a
1
o= / (p/3 _ 2p2p/2)dt .
0
Como en la seccién anterior, ©,, se puede asumir acotada uniformemente.

El jacobiano es el mismo que en el caso del Ornstein — Uhlenbeck,

n—1
2
= Esenh (Zpﬂl) .

=0

0Q
da, p/

En el limite obtenemos

1 1
du.(Q) = 2senh </0 p) exp [/0 (10'3 — 2p2p'2)dt ] dadPy(p),
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para
Q=XA+p +p° € X =),
con p(t) = a + fg ?, v (a,p') restringida a la regién [oz + fol (fp’ > 0} CRxH.

Al combinar este resultado con la formula de Cameron — Martin obtenida arriba obten-
emos:

Teorema 2 Bajo la transformacion Q = X\ + p' + p?, la medida de probabilidad Q, re-
stringida a [N\g > A], se relaciona con la medida dPyda, de la siguiente manera:

1
dQ = Cexp [—%/ F(s,\+p' +p*)ds } G(a,p')dadPy(p'),
0

donde G(a,p') estd dada por (11), y

1 1
C = 2\/gsenh <%/0 m) = \/z_ﬂsenh <%/0 m) .

Mas precisamente, si ¢ es acotada y medible en §2, entonces

/ HQ)Q
[Ao>A

es igual a

(e’ 1
[ 7 sonss 4o [—3 [ FG+ i+ s } Glap')dadPy(p),
" J1p) 2Jo

conp:a—kf(fp/, I(p) = —fol g’p’ = foltp’(t)dt.

Corolario 2 La distribucion de \y bajo Q estd dada por

. 0o 1 1
Aoz A=C [ [* ow -5 [ Fsas s+ | Glar)dadne).
HJ10) 2 Jo
Note el caso particular m(t) = m > 0, donce C' = \/%senh(%), y se obtiene el

resultado de la seccién anterior.
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