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PRECUANTIZACION EN DIFEOLOGIAS SUAVES

CARLOS A. TORRE!

Resumen

Definimos una precuantizacion en la categoria de espacios difeolégicos suaves (una
categorfa que incluye sistemas de dimensién finita e infinita), en el caso en que la
forma simpléctica es exacta; extendiendo, para este caso, los resultados de Kirillov,
Kostant y Souriau que son desarrollados para sistemas fisicos de dimensién finita.

Abstract

We define a prequantization in the category of smooth diffeological spaces (a cat-
egory which includes finite and infinite dimensional systems), in the case where the
symplectic form is exact, extending, for this case, the results of Kirillov, Kostant and
Souriau which aredeveloped for finite dimensional physical systems.

1. Introduccion

Los grupos de simetria y las variedades simplécticas (las cuales se relacionan con los
primeros a través de las érbitas coadjuntas [6]), juegan un papel central en el estudio de
sistemas fisicos, tanto de dimensién finita como infinita [1,10], tanto en la fisica cldsica
como en la cuantica y en la relacién entre ambas. Los modelos para el caso de dimension
finita se encuentran ampliamente desarrollados, sin embargo, el caso de dimensién infinita,
aunque de igual importancia, no se ha logrado desarrollar satisfactoriamente.

La categoria de espacios difeoldgicos fué construida por Souriau [7] y ha sido desarrol-
lada por Donato [2,3] e Iglesias [4,5] con el objeto de estudiar sistemas fisicos de dimensién
infinita. Permitiendo la definicién de muchos objetos geométricos tales como formas, homo-
topias, fibraciones, y permite una precuantizacién cuando cierta obstrucciéon cohomolégica
es cero. Sin embargo esta teoria no permite extender, en el contexto de espacios difeologi-
cos muchos resultados ampliamente desarrollados en el caso de dimensién finita. Asi por
ejemplo, la definicién de formas es covariante, sin utilizar campos vectoriales, puesto que
no se cuenta con un fibrado tangente. La precuantizacién también es obtenida sin una de-
scripcién a través de un algebra de Poisson, las cuales son 1tiles para describir la evoluciéon
de un sistema fisico clasico.

Con el objeto de resolver estas dificultades hemos definido en [9] los espacios difeoldgi-
cos suaves, que incluyen los sistemas de dimension finita, asi como subgrupos de difeo-
morfismos y drbitas coadjuntas de dimensién infinita (éstas son variedades simplécticas

'ESCUELA DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD DE COSTA Rica, 2060 SaN JosE, CosTa Rica

43



44 C. TORRE

[8]). En estos modelos se pueden construir fibrados tangentes que permiten la definicién
de &lgebras de Lie de campos vectoriales, formas diferenciales y una cohomologia de De
Rham.

En este articulo definimos en la seccién 2 las categorias de difeologias y difeologias
suaves. En la seccion 3 se define una difeologia suave para los fibrados tangente, los campos
vectoriales, las formas diferenciales y la cohomologia de De Rham. En la seccién 4 definimos
las difeologias simplécticas, asi como un algebra de campos vectoriales hamiltonianos y un
algebra de Poisson en el contexto general de espacios difeoldgicos suaves. Finalmente se
construye una precuantizacién en el caso en que la forma simpléctica es exacta, de esta
forma extendiendo los resultados conocidos en el caso de una variedad de dimensién finita
[10].

2. Difeologias suaves

Dado un conjunto S, una n-placa de S es una funcién p: U — S donde U es un abierto
de R™. Un conjunto de placas P(S) forma una difeologia si

(i) Las imdgenes de las placas cubren S.

(ii) Siun conjunto (p;) de n-placas admite una extensién comun, entonces la més pequena
de tales extensiones es una n-placa en P(S5).

(iii) Si ¢ € C*°(U',U) donde U' C R" es abierto y p:U — S entonces po ¢ € P(S).

El conjunto de difeologias de un conjunto S se ordena bajo la relacién D menos fina
que D' si D C D'. La difeologfa formada por las placas localmente constantes (llamada
discreta) es la menos fina.

Todo conjunto de placas R(S) que recubre un espacio S genera una unica difeologia lla-
mada la difeologia generada por R(S) definida como la interseccién de todas las difeologias
que contienen a R(S).

Dados dos espacios R,S con difeologias P(R), P(S) respectivamente, una funcién
f:R — S es llamada diferenciable si para todo p € P(R) se tiene que fop € P(Y).
Denotemos por C*°(R, S) al conjunto de tales funciones. f se llama un difeomorfismo si
f es biyectiva y f~! es también diferenciable.

Dado f: S — S’, si P(S) es una difeologia de S, se llama difeologia imdgen de S’ a la
difeologia menos fina P/(S’) tal que f es diferenciable. Toda placa p € P/(S’) tiene la
forma f o «, con a € P(S), para algun abierto U, de cada punto r del dominio de p. Por
ejemplo, para un cociente S/ ~ de S podemos construir la difeologia cociente a través de
la proyeccién canénica.

Si ahora P(S’) es una difeologia de S’ la difeologia Pf(S) es la difeologia més fina tal
que f es diferenciable, llamada difeologia imdgen reciproca por f. Por ejemplo, si U C S
y P(S) es una difeologia de S entonces P;(U) es la imagen reciproca de la difeologia de S
por la inclusién i de U en S, formada por las placas con valores en U.

Dada una coleccién (S;, P;(S;))ier de espacios difeoldgicos, se llama difeologia producto
de II;S; a la interseccién de las imagenes reciprocas de las proyecciones m; en S;. Podemos
ver que estd formado por las placas p tal que m; o p € P;(S;).
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Dada una C* variedad diferenciable M, la difeologia de variedad C* de M es aquella
formada por las C* placas de M. En este caso los dos conceptos de diferenciabilidad
coinciden.

Se llama P-topologia de un conjunto S con una difeologia P(S) a la topologia més
fina para la cual cada placa es continua. Observamos que mientras mas fina la difeologia,
menos fina la topologia.

Podemos ver que un espacio difeolégico (S, P(S)) es una n-variedad si y solo si S es
localmente difeomorfo a R™ en cada punto, con la P-topologia (aqui asumimos que todo
abierto de R™ tiene la difeologia de variedad C'*° llamada difeologia estandar).

Sik € N, un triplete (S, P(S), ~) se llama una C*-difeologia (se llama difeologia suave o
eds para k = 00) si (9, P(S5)) es una difeologia y ~ es una colecciéon {~%,1 <n < k, F € S}
donde ~% es una relacién de equivalencia en el conjunto Pp(S) de n-placas p tal que
p(0) = F y las relaciones satisfacen una relacién de consistencia: p; o ¢ N?_l p2 0 ¢ si
p1~ppry e CPU,U)donde U CR™ y pi:U — S, i =1,2.

A la clase de la placa p(t) en F' se le denota [p] o [p]F; cuando sea necesario.

Si ademas Pf(S)/ ~% tiene una estructura de espacio vectorial V' entonces denotamos
por V al conjunto

{VE,FeS1<n<k}

y se le llama a (S, P(S),~, V) una C*- difeologia lineal.

Para una C* difeologfa (S, P(S), ~), sea lineal o no, al conjunto 72 S := PR(S)/~" se
le llama el n- espacio tangente en F'y a la unioén disjunta 7"S := | |p.g 7S se le llama
el fibrado tangente a S.

Sean (R, P(R),~), (S, P(S),~) dos difeologias suaves. Una funcién f: R — S se llama
suave si f es C* diferenciable y f o py %}‘(F) f o p2 para p; ~'% p2. Al conjunto de tales
funciones se le denota por C*°(R, S). Si S = R con la difeologia de variedad suave entonces
utilizamos la notacién C*(R).

Si ademds (R, P(R),~,V), (S,P(S),~,V') son difeologias suaves lineales entonces
requerimos que la funcién

DpfTER — TS

[p] = [fop]

sea lineal.
Si f:fR — Sy g:S — S son suaves entonces g o f es diferenciable y preserva las
relaciones. Ademas

Di(go f)lpl = [(go f)p]
= (Dfr)9)
)

(@)
= (D?(F)Q

(D fIp])

y ésta es lineal, por lo tanto g o f es suave.
Algunos ejemplos son los siguientes
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1. Si M es una variedad diferenciable modelada en un espacio localmente convexo V,
consideramos P(M) el conjunto de placas suaves (en la definicién de variedad). Para
cada F' € M escogemos una carta (Up,ar) alrededor de F' y definimos p; ~' pa si

D™(apop1)(0) = D" (apop2)(0) Vm <n.
Definimos V} a través de la biyeccion

ITrM — V
B~ arop)t)

t=0

2. Si M es una variedad diferenciable y S = Dif f.(M), definimos P(S) como el con-
junto de funciones p:U C R™ — S tal que ¢,: U x M — M definido por ¢,(r,m) =
p(r)m es suave (con respecto a M). Definimos p; ~ ps con p1(0) = p2(0) =g € S si

S mom =%

. p2(t)(m) VYm e M,Vi <s.
dtt|,_q

t=0

Entonces 718 = T'.(M).

3. En S = R?\ {0} consideramos una coleccién de conos circulares con vértices en
el origen, incluyendo el eje z. Consideramos la difeologia P;(S) formada por las 1-
placas contenidas a la vez en un solo cono y en un plano perpendicular al plano
xy que pasa por el origen, y la difeologia P»(S) formada por 2-placas y 1-placas
contenidas en un cono. La difeologia P;(S) es lineal, definiendo ~ como en [1] y
los espacios tangentes son 1-dimensionales. La P(.S) también es lineal, los planos
tangentes son 2-dimensionales, excepto en el eje z donde son 1-dimensionales. Si
agregamos el origen entonces no son lineales.

Si (S,P(S),~,V) es un e.d.s. y R C S, consideramos la difeologia de subespacio
P(R) y restringimos ~ a P(R). Entonces R se llama un sub-eds si P"(R)/ ~} es un
subespacio de P"(S)/ ~'. para cada F' € R. Por ejemplo, cada componente conexa
es un sub-eds.

3. La difeologia tangente

Si (S, P(S),~,V) es un eds, en el espacio 7™S consideramos las placas de la forma

plre, - ymn) = [P(res - s st Sm)](s1,8m)

donde p es una (n+m)-placa y definimos P(7"S) como la difeologia generada por estas
placas.

Sea [a] € T™S, a(0) = F. Sean p1,p2 dos n-placas en 7™, en p1(0) = p2(0) = a.
Definimos

P1 gy b2 == pi(0) ~pT" Do



PRECUANTIZACION EN DIFEOLOGIAS SUAVES 47

Sea = el conjunto de tales relaciones. Definimos las operaciones
~17™"X _ 117X
cp]” " = epi]

donde cpy € c[p1]X. Y

~ 1 Tmx ~ 1TmX - TmXx
[Prlja) © + [P2lia) © = [P1 +P2ljy
para p1 + pa € [p1 + pa] ¥

Esto define el conjunto V' de espacios vectoriales

Ty

En [9] se demuestra que (7™S, P,~,V) es una difeologia lineal suave. Ademds, si
/S — R es suave entonces D" f:T™S — T™R es suave para todo m. Se demuestra
también que m: 7™S — S definido por 7([a]r) = F es suave.

Se dice que un eds satisface la condicidn de contacto si para todo par py,ps de (n+1)-
placas definidas en U = U; x Us donde Uy, Us son conjuntos abiertos en R™, R respec-
tivamente alrededor del origen, tal que p;i(¢,0) = pa(t,0) para todo t € U; existe una
(n + 1)-placa pi2 definida en un vecindario del origen tal que

(12, $)ls = [p1(t, 8)]s + [p2(t; )]s

para todo t. Y decimos que satisface la condicion débil de contacto si la condicién se
restringe sélo a pares de placas p1, p2 tal que p1(t,0) = pa(t,0) = Fy para todo t y se pide
que p12(t,0) = Fy para todo t.

Se demuestra en [9] que si S satisface la condicién débil de contacto entonces 7S es
un eds lineal para todo n (un sub-eds lineal de 7"S), y ademds, si f: S — R es suave
entonces

TS = PY(T™S) ) ~7

DR:TRS — Tfip R

es suave para todo n. Una seccién suave del fibrado tangente se llama un campo vectorial
y el conjunto de ellos se denota I'(S). Si £ € T'(S) y f € C*(S), se define

&(f) =4

= | JEEm

Se demuestra que & es una derivacién en C*°(S) y que I'(S) es un C*°(.S)-mdédulo.
Si R, S son espacios difeolégicos, £ € I'(S) y a: R — S es un difeomorfismo, entonces
& es el campo vectorial

. b(F) = Do-1(pya(é(a” " (F)))
Sea &1,& € I'(S), entonces B(&1,&2) definido por
B(&1,8)(f) = &i&af — 61 f

es un elemento de Der(C*(X)). Sea M un algebra maximal de I'(S) con este producto.
Para cada subdlgebra de este tipo definimos una n-forma como una seccién w de A"(7(5))
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tal que w(&y, ..., &) (F) == w(F)(&(F),...,&(F)) es suave cuando & € M,Vi=1,...,n.
El conjunto de ellas se denota por A"™(S), el cual es un C*°(S) médulo y un algebra
asociativa con la operacion:

(k+1)!

WA=

Alt(w ®@n)

Definimos dy,: A"(X) — A" (X) de la siguiente forma:

n+1

d”w(£17"'7£n+1) = Z(_ )i+1£i (617"'75\757"'7£TL+1)
+Z Z+jw Slafj) 617"'75\7;7"'75\7'7"'7671-%1)-
1<J

Por ejemplo, si w = Y.; fidfi, A--- Adf;, entonces dw =), dfi Ndfi, N--- Ndfs,,.
Se demuestra que d,,+1 o d, = 0 por lo que podemos definir Z,(X,R) := ker(d,),
B,(X,R) :=Im(dy—1) y
HR(X,R):=Z,/B,

llamado el n-ésimo grupo de cohomologia de X.

4. Precuantizacién en difeologias suaves

Una difeologia simpléctica es un eds (S, P(S),~, V) con una 2-forma cerrada ® tal que
T:T'(S) — AL(S) definido por Y (&) =i(£)® es 1-1.

Un campo vectorial £ se llama Hamiltoniano si existe f tal que i(§)® = df. Denotamos
por Ham(S) al conjunto de ellos. Podemos ver que Ham(S) es un algebra de Lie: definimos

k
qu)(fl,,fk) :g( 617 761@ Zq> 617 : g gj] : 75]@)
7=1
entonces
Por tanto si ® es simpléctica entonces L@ = 0. Con la definicién de L¢® se verifica que
Uex)® = Leix®) — iy Le®
por tanto para ® simpléctica se tiene que
e ® = Leix® = (d o ig) (i P)

y por tanto Ham(S) es una subélgebra de Lie de M.
Con el célculo anterior se comprueba que el espacio Hamp(S) de campos £ tal que
di¢® = 0 es también una subdlgebra de Lie de M.
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Una funcién f € C>(5) se llama Hamiltoniana si df = i(§;)® para algin & € Ham(S5),
y al conjunto de ellas lo denotamos Cg(S). En este espacio definimos

Vamos a demostrar que este espacio de funciones es un algebra de Poisson: tenemos que

®(&r,x) = xf y por tanto g = —P(f, g).
De la definicién de d® tenemos

Luego
fffhg) + gg(fg(gf)h) + gh(f f)
+[€5 Eglh + [€g, Enlh + [€n, €7l f =0
Como
P(f,P(g,h) = ©(&f,Epg.n)) = EP (g, h)Ep (g, En)
entonces

P(f,P(g.h)) + P(g, P(h, f)) + P(h,P(f,9)) =0
Esto demuestra que Cg(S) es un algebra de Lie.
De la igualdad

P(f,gh) = (& &n)
= &r(gh)
= &r(9)h + g&(h)
= P(f,9)h+gP(f.h)

se obtiene que (Cg7(S,P)) es un algebra de Poisson.
Si @ = dp entonces definimos para todo f € Cg7(S) el operador

Q(f) = ik + p(&p) + f
Observamos que Q es lineal y que Q(1) es la identidad. Ademés

[Q(f), Qg)] = ihl&y, &l

+&5(p(&g) +9) — &(p(Er) + f)
= ih[&r, ] + p(Ep(rg) +P(f,9)
= ih[ffv &gl + ff(P(fg)) —&g(p(&yr))
_P([ffv &) + P([Sﬂ &l)
= h[&r. &gl + p(€p(r.g) + dp(Er.&g)
= Q(P(f,9))

De esta forma obtenemos que el cuadro de precuantizacién se extiende a una difeologia
simpléctica para el caso en que ® es exacta.

1
h
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