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precuantización en difeoloǵıas suaves

Carlos A. Torre1

Resumen

Definimos una precuantización en la categoŕıa de espacios difeológicos suaves (una
categoŕıa que incluye sistemas de dimensión finita e infinita), en el caso en que la
forma simpléctica es exacta; extendiendo, para este caso, los resultados de Kirillov,
Kostant y Souriau que son desarrollados para sistemas f́ısicos de dimensión finita.

Abstract

We define a prequantization in the category of smooth diffeological spaces (a cat-
egory which includes finite and infinite dimensional systems), in the case where the
symplectic form is exact, extending, for this case, the results of Kirillov, Kostant and
Souriau which aredeveloped for finite dimensional physical systems.

1. Introducción

Los grupos de simetŕıa y las variedades simplécticas (las cuales se relacionan con los
primeros a través de las órbitas coadjuntas [6]), juegan un papel central en el estudio de
sistemas f́ısicos, tanto de dimensión finita como infinita [1,10], tanto en la f́ısica clásica
como en la cuántica y en la relación entre ambas. Los modelos para el caso de dimensión
finita se encuentran ampliamente desarrollados, sin embargo, el caso de dimensión infinita,
aunque de igual importancia, no se ha logrado desarrollar satisfactoriamente.

La categoŕıa de espacios difeológicos fué construida por Souriau [7] y ha sido desarrol-
lada por Donato [2,3] e Iglesias [4,5] con el objeto de estudiar sistemas f́ısicos de dimensión
infinita. Permitiendo la definición de muchos objetos geométricos tales como formas, homo-
toṕıas, fibraciones, y permite una precuantización cuando cierta obstrucción cohomológica
es cero. Sin embargo esta teoŕıa no permite extender, en el contexto de espacios difeológi-
cos muchos resultados ampliamente desarrollados en el caso de dimensión finita. Aśı por
ejemplo, la definición de formas es covariante, sin utilizar campos vectoriales, puesto que
no se cuenta con un fibrado tangente. La precuantización también es obtenida sin una de-
scripción a través de un álgebra de Poisson, las cuales son útiles para describir la evolución
de un sistema f́ısico clásico.

Con el objeto de resolver estas dificultades hemos definido en [9] los espacios difeológi-
cos suaves, que incluyen los sistemas de dimensión finita, aśı como subgrupos de difeo-
morfismos y órbitas coadjuntas de dimensión infinita (éstas son variedades simplécticas
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[8]). En estos modelos se pueden construir fibrados tangentes que permiten la definición
de álgebras de Lie de campos vectoriales, formas diferenciales y una cohomoloǵıa de De
Rham.

En este art́ıculo definimos en la sección 2 las categoŕıas de difeoloǵıas y difeoloǵıas
suaves. En la sección 3 se define una difeoloǵıa suave para los fibrados tangente, los campos
vectoriales, las formas diferenciales y la cohomoloǵıa de De Rham. En la sección 4 definimos
las difeoloǵıas simplécticas, aśı como un álgebra de campos vectoriales hamiltonianos y un
álgebra de Poisson en el contexto general de espacios difeológicos suaves. Finalmente se
construye una precuantización en el caso en que la forma simpléctica es exacta, de esta
forma extendiendo los resultados conocidos en el caso de una variedad de dimensión finita
[10].

2. Difeoloǵıas suaves

Dado un conjunto S, una n-placa de S es una función p:U → S donde U es un abierto
de Rn. Un conjunto de placas P (S) forma una difeoloǵıa si

(i) Las imágenes de las placas cubren S.

(ii) Si un conjunto (pi) de n-placas admite una extensión común, entonces la más pequeña
de tales extensiones es una n-placa en P (S).

(iii) Si φ ∈ C∞(U ′, U) donde U ′ ⊂ Rn es abierto y p:U → S entonces p ◦ φ ∈ P (S).

El conjunto de difeoloǵıas de un conjunto S se ordena bajo la relación D menos fina
que D′ si D ⊂ D′. La difeoloǵıa formada por las placas localmente constantes (llamada
discreta) es la menos fina.

Todo conjunto de placas R(S) que recubre un espacio S genera una única difeoloǵıa lla-
mada la difeoloǵıa generada por R(S) definida como la intersección de todas las difeoloǵıas
que contienen a R(S).

Dados dos espacios R,S con difeoloǵıas P (R), P (S) respectivamente, una función
f :R → S es llamada diferenciable si para todo p ∈ P (R) se tiene que f ◦ p ∈ P (Y ).
Denotemos por C∞(R,S) al conjunto de tales funciones. f se llama un difeomorfismo si
f es biyectiva y f−1 es también diferenciable.

Dado f :S → S′, si P (S) es una difeoloǵıa de S, se llama difeoloǵıa imágen de S′ a la
difeoloǵıa menos fina P f (S′) tal que f es diferenciable. Toda placa p ∈ P f (S′) tiene la
forma f ◦ α, con α ∈ P (S), para algún abierto Ur de cada punto r del dominio de p. Por
ejemplo, para un cociente S/ ∼ de S podemos construir la difeoloǵıa cociente a través de
la proyección canónica.

Si ahora P (S′) es una difeoloǵıa de S′, la difeoloǵıa Pf (S) es la difeoloǵıa más fina tal
que f es diferenciable, llamada difeoloǵıa imágen rećıproca por f . Por ejemplo, si U ⊂ S
y P (S) es una difeoloǵıa de S entonces Pi(U) es la imágen rećıproca de la difeoloǵıa de S
por la inclusión i de U en S, formada por las placas con valores en U .

Dada una colección (Si, Pi(Si))i∈I de espacios difeológicos, se llama difeoloǵıa producto
de ΠiSi a la intersección de las imágenes rećıprocas de las proyecciones πi en Si. Podemos
ver que está formado por las placas p tal que πi ◦ p ∈ Pi(Si).
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Dada una Ck variedad diferenciable M , la difeoloǵıa de variedad Ck de M es aquella
formada por las Ck placas de M . En este caso los dos conceptos de diferenciabilidad
coinciden.

Se llama P-topoloǵıa de un conjunto S con una difeoloǵıa P (S) a la topoloǵıa más
fina para la cual cada placa es continua. Observamos que mientras más fina la difeoloǵıa,
menos fina la topoloǵıa.

Podemos ver que un espacio difeológico (S, P (S)) es una n-variedad si y solo si S es
localmente difeomorfo a Rn en cada punto, con la P-topoloǵıa (aqúı asumimos que todo
abierto de Rn tiene la difeoloǵıa de variedad C∞ llamada difeoloǵıa estandar).

Si k ∈ N, un triplete (S, P (S),∼) se llama una Ck-difeoloǵıa (se llama difeoloǵıa suave o
eds para k = ∞) si (S, P (S)) es una difeoloǵıa y ∼ es una colección {∼n

F , 1 ≤ n ≤ k, F ∈ S}
donde ∼n

F es una relación de equivalencia en el conjunto P n
F (S) de n-placas p tal que

p(0) = F y las relaciones satisfacen una relación de consistencia: p1 ◦ φ ∼n−1
F p2 ◦ φ si

p1 ∼n
F p2 y φ ∈ C∞(U ′, U) donde U ′ ⊂ Rm y pi:U → S, i = 1, 2.

A la clase de la placa p(t) en F se le denota [p] o [p]F,t cuando sea necesario.
Si además P n

F (S)/∼n
F tiene una estructura de espacio vectorial V n

F entonces denotamos
por V al conjunto

{V n
F , F ∈ S, 1 ≤ n ≤ k}

y se le llama a (S, P (S),∼, V ) una Ck- difeoloǵıa lineal.
Para una Ck difeoloǵıa (S, P (S),∼), sea lineal o no, al conjunto T n

F S := P n
F (S)/∼n

F se
le llama el n- espacio tangente en F y a la unión disjunta T nS :=

⊔
F∈S T n

F S se le llama
el fibrado tangente a S.

Sean (R,P (R),∼), (S, P (S),≈) dos difeoloǵıas suaves. Una función f :R → S se llama
suave si f es C∞ diferenciable y f ◦ p1 ≈n

f(F ) f ◦ p2 para p1 ∼n
F p2. Al conjunto de tales

funciones se le denota por C∞(R,S). Si S = R con la difeoloǵıa de variedad suave entonces
utilizamos la notación C∞(R).

Si además (R,P (R),∼, V ), (S, P (S),≈, V ′) son difeoloǵıas suaves lineales entonces
requerimos que la función

Dn
F f :T n

F R → T n
f(F )S

[p] 7→ [f ◦ p]

sea lineal.
Si f :R → S y g:S → S′ son suaves entonces g ◦ f es diferenciable y preserva las

relaciones. Además

Dn
F (g ◦ f)[p] = [(g ◦ f)p]

= (Dn
f(F )g)[f(p)]

= (Dn
f(F )g)(Dn

F f [p])

y ésta es lineal, por lo tanto g ◦ f es suave.
Algunos ejemplos son los siguientes
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1. Si M es una variedad diferenciable modelada en un espacio localmente convexo V ,
consideramos P (M) el conjunto de placas suaves (en la definición de variedad). Para
cada F ∈ M escogemos una carta (UF , αF ) alrededor de F y definimos p1 ∼n

F p2 si

Dm(αF ◦ p1)(0) = Dm(αF ◦ p2)(0) ∀m ≤ n.

Definimos V 1
F a través de la biyección

TFM −→ V

[p] 7→ d

dt
(αF ◦ p)(t)

∣∣∣∣
t=0

2. Si M es una variedad diferenciable y S = Diffc(M), definimos P (S) como el con-
junto de funciones p:U ⊂ Rn → S tal que φp:U × M → M definido por φp(r,m) =
p(r)m es suave (con respecto a M). Definimos p1 ∼ p2 con p1(0) = p2(0) = g ∈ S si

di

dti

∣∣∣∣
t=0

p1(t)(m) =
di

dti

∣∣∣∣
t=0

p2(t)(m) ∀m ∈ M,∀i ≤ s.

Entonces T 1S = Γc(M).

3. En S = R3 \ {0} consideramos una colección de conos circulares con vértices en
el origen, incluyendo el eje z. Consideramos la difeoloǵıa P1(S) formada por las 1-
placas contenidas a la vez en un solo cono y en un plano perpendicular al plano
xy que pasa por el origen, y la difeoloǵıa P2(S) formada por 2-placas y 1-placas
contenidas en un cono. La difeoloǵıa P1(S) es lineal, definiendo ∼ como en [1] y
los espacios tangentes son 1-dimensionales. La P2(S) también es lineal, los planos
tangentes son 2-dimensionales, excepto en el eje z donde son 1-dimensionales. Si
agregamos el origen entonces no son lineales.

Si (S, P (S),∼, V ) es un e.d.s. y R ⊂ S, consideramos la difeoloǵıa de subespacio
P (R) y restringimos ∼ a P (R). Entonces R se llama un sub-eds si P n(R)/ ∼n

F es un
subespacio de P n(S)/ ∼n

F para cada F ∈ R. Por ejemplo, cada componente conexa
es un sub-eds.

3. La difeoloǵıa tangente

Si (S, P (S),∼, V ) es un eds, en el espacio T mS consideramos las placas de la forma

p̃(r1, . . . , rn) = [p(r1, . . . , rn, s1, . . . , sm)](s1,...,sm)

donde p es una (n+m)-placa y definimos P (T mS) como la difeoloǵıa generada por estas
placas.

Sea [α] ∈ T mS, α(0) = F . Sean p̃1, p̃2 dos n-placas en T mS, en p̃1(0) = p̃2(0) = α.
Definimos

p̃1 ≈n
[α] p̃2 ⇐⇒ p̃1(0) ∼n+m

F p̃2
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Sea ≈ el conjunto de tales relaciones. Definimos las operaciones

c[p̃1]T
mX := [c̃p1]T

mX

donde cp1 ∈ c[p1]X . Y
[p̃1]T

mX
[α] + [p̃2]T

mX
[α] = [p̃1 + p2]T

mX
[α]

para p1 + p2 ∈ [p1 + p2]XF .
Esto define el conjunto V de espacios vectoriales

T n
[α]T

mS := P n(T mS)/ ≈n
[α]

En [9] se demuestra que (T mS, P,≈, V ) es una difeoloǵıa lineal suave. Además, si
f :S → R es suave entonces Dmf :T mS → T mR es suave para todo m. Se demuestra
también que π:T mS → S definido por π([α]F ) = F es suave.

Se dice que un eds satisface la condición de contacto si para todo par p1, p2 de (n+1)-
placas definidas en U = U1 × U2 donde U1, U2 son conjuntos abiertos en Rn,R respec-
tivamente alrededor del origen, tal que p1(t, 0) = p2(t, 0) para todo t ∈ U1 existe una
(n + 1)-placa p12 definida en un vecindario del origen tal que

[p12(t, s)]s = [p1(t, s)]s + [p2(t, s)]s

para todo t. Y decimos que satisface la condición débil de contacto si la condición se
restringe sólo a pares de placas p1, p2 tal que p1(t, 0) = p2(t, 0) = F0 para todo t y se pide
que p12(t, 0) = F0 para todo t.

Se demuestra en [9] que si S satisface la condición débil de contacto entonces T n
F S es

un eds lineal para todo n (un sub-eds lineal de T nS), y además, si f :S → R es suave
entonces

Dm
F0

:T n
F0

S → T n
f(F0)

R

es suave para todo n. Una sección suave del fibrado tangente se llama un campo vectorial
y el conjunto de ellos se denota Γ(S). Si ξ ∈ Γ(S) y f ∈ C∞(S), se define

ξ(f) :=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(ξ(F ))t)

Se demuestra que ξ es una derivación en C∞(S) y que Γ(S) es un C∞(S)-módulo.
Si R, S son espacios difeológicos, ξ ∈ Γ(S) y α:R → S es un difeomorfismo, entonces

α∗ξ es el campo vectorial

α∗ξ(F ) := Dα−1(F )α(ξ(α−1(F )))

Sea ξ1, ξ2 ∈ Γ(S), entonces B(ξ1, ξ2) definido por

B(ξ1, ξ2)(f) := ξ1ξ2f − ξ2ξ1f

es un elemento de Der(C∞(X)). Sea M un álgebra maximal de Γ(S) con este producto.
Para cada subálgebra de este tipo definimos una n-forma como una sección ω de ∧n(T (S))
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tal que ω(ξ1, . . . , ξn)(F ) := ω(F )(ξ1(F ), . . . , ξn(F )) es suave cuando ξi ∈ M,∀i = 1, . . . , n.
El conjunto de ellas se denota por ∧n(S), el cual es un C∞(S) módulo y un álgebra
asociativa con la operación:

ω ∧ η :=
(k + l)!

k!l!
Alt(ω ⊗ η)

Definimos dn:
∧n(X) →

∧n+1(X) de la siguiente forma:

dnω(ξ1, . . . , ξn+1) =
n+1∑

i=1

(−1)i+1ξi ω(ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξn+1)

+
∑

i<j

(−1)i+jω(B(ξi, ξj), ξ1, . . . , ξ̂i, . . . , ξ̂j, . . . , ξn+1).

Por ejemplo, si ω =
∑

i∈I fidfi1 ∧ · · · ∧ dfin entonces dω =
∑

i∈I dfi ∧ dfi1 ∧ · · · ∧ dfin .
Se demuestra que dn+1 ◦ dn = 0 por lo que podemos definir Zn(X,R) := ker(dn),

Bn(X,R) := Im(dn−1) y
Hn

dR(X,R) := Zn/Bn

llamado el n-ésimo grupo de cohomoloǵıa de X.

4. Precuantización en difeoloǵıas suaves

Una difeoloǵıa simpléctica es un eds (S, P (S),∼, V ) con una 2-forma cerrada Φ tal que
Υ: Γ(S) → ∧1(S) definido por Υ(ξ) = i(ξ)Φ es 1-1.

Un campo vectorial ξ se llama Hamiltoniano si existe f tal que i(ξ)Φ = df . Denotamos
por Ham(S) al conjunto de ellos. Podemos ver que Ham(S) es un álgebra de Lie: definimos

LξΦ(ξ1, · · · , ξk) = ξ(Φ(ξ1, · · · , ξk)) −
k∑

j=1

Φ(ξ1, · · · , [ξ, ξj ], · · · , ξk)

entonces
LξΦ = d ◦ iξΦ + iξ ◦ dΦ

Por tanto si Φ es simpléctica entonces LξΦ = 0. Con la definición de LξΦ se verifica que

i[ξ,χ]Φ = Lξ(iχΦ) − iχLξΦ

por tanto para Φ simpléctica se tiene que

i[ξ,χ]Φ = LξiχΦ = (d ◦ iξ)(iχΦ)

y por tanto Ham(S) es una subálgebra de Lie de M.
Con el cálculo anterior se comprueba que el espacio HamL(S) de campos ξ tal que

diξΦ = 0 es también una subálgebra de Lie de M.
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Una función f ∈ C∞(S) se llama Hamiltoniana si df = i(ξf )Φ para algún ξ ∈ Ham(S),
y al conjunto de ellas lo denotamos C∞

H (S). En este espacio definimos

P(f, g) = Φ(ξf , ξg)

Vamos a demostrar que este espacio de funciones es un álgebra de Poisson: tenemos que
Φ(ξf , χ) = χf y por tanto ξfg = −P(f, g).

De la definición de dΦ tenemos

ξ(Φ(χ, π)) + χ(Φ(π, ξ)) + π(Φ(ξ, χ))
−Φ([ξ, χ], π) − Φ([χ, π], ξ) − Φ([π, ξ], χ) = 0

Luego

ξfξhg) + ξg(ξg(ξf )h) + ξh(ξgf)
+[ξf , ξg]h + [ξg, ξh]h + [ξh, ξf ]f = 0

Como
P(f,P(g, h)) = Φ(ξf , ξP(g,h)) = ξfP(g, h)ξf Φ(xig, ξh)

entonces
P(f,P(g, h)) + P(g,P(h, f)) + P(h,P(f, g)) = 0

Esto demuestra que C∞
H (S) es un álgebra de Lie.

De la igualdad

P(f, gh) = Φ(ξf , ξgh)
= ξf (gh)
= ξf (g)h + gξf (h)
= P(f, g)h + gP(f, h)

se obtiene que (C∞
H (S,P)) es un álgebra de Poisson.

Si Φ = dρ entonces definimos para todo f ∈ C∞
H (S) el operador

Q(f) = i~ξf + ρ(ξf ) + f

Observamos que Q es lineal y que Q(1) es la identidad. Además
1
~
[Q(f),Q(g)] = i~[ξf , ξg]

+ξf (ρ(ξg) + g) − ξg(ρ(ξf ) + f)
= i~[ξf , ξg] + ρ(ξP(f,g)) + P(f, g)
= i~[ξf , ξg] + ξf (ρ(ξg)) − ξg(ρ(ξf ))

−ρ([ξf , ξg]) + ρ([ξf , ξg])
= i~[ξf , ξg] + ρ(ξP(f,g)) + dρ(ξf , ξg)
= Q(P(f, g))

De esta forma obtenemos que el cuadro de precuantización se extiende a una difeoloǵıa
simpléctica para el caso en que Φ es exacta.
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