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Resumen

Se examinan las principales propiedades del algoritmo llamado ‘unravelling’ para
bigraficas diferenciales. Este algoritmo fue originalmente desarrollado para categoras
graduadas diferenciales y fue util in la prueba de la celebrada prueba ‘tame-wild’ del
teorema de Drozd. En primer lugar describimos el algoritmo, y luego establecemos en
detalle la existencia de una equivalencia entre ciertas subcategoras de representaciones
de los bigrafos originales y derivados. También exhibimos el comportamiento preciso
de la norma y de la forma cuadratica bajo el algoritmo.
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alencia.

Abstract

Here are examined the main properties of the algorithm called ‘unravelling’ for
differential bigraphs. This algorithm was originally developed for differential graded
categories and was useful in the proof of the celebrated ‘tame-wild’ theorem of Drozd’s.
First we describe the algorithm, and then we establish in detail the existence of an
equivalence between certain subcategories of representations of the original and the
derived bigraphs. We also exhibit the precise behaviour of the norm and the quadratic
form under the algorithm.

Keywords: representation, differential bigraphic, unravelling, quadratic form, equiva-
lence.
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26 J. BOZA

1. Introduccion

En [Boj, Boy] se realiz6 un estudio de tres algoritmos de reduccién para bigraficas
diferenciales (regularizacién, eliminacién de objetos, reduccién de una flecha), estudio que
serd completado ahora con la exposicién del algoritmo conocido por su nombre inglés como
‘unravelling’ [CBy, Dq1,D2]. Se tendrén asi a disposicién los elementos minimos necesar-
ios para entender, por ejemplo, la demostraciéon del ’teorema manso-salvaje’ de Drozd.
Asimismo, el lector tendra acceso a las aplicaciones novedosas de esta técnica algoritmica
al estudio de familias de representaciones de bocses, que se desarrollan en [BB|.

El trabajo empieza con una descripciéon exhaustiva del 'unravelling’. Se construye en
detalle la bigrafica diferencial obtenida al aplicar el algoritmo, prestando la atencién debida
a la definicién de la diferencial de las flechas. Se demuestra luego que efectivamente existe
una equivalencia entre ciertas subcategorias de las categorias de representaciones de la
bigrafica inicial y la derivada, en correspondencia con los resultados clasicos para bocses.
Para terminar se expone un ejemplo sencillo, con la idea de que el lector pueda intuir el
por qué del 'unravelling’.

Se utilizan libremente la notacién y resultados basicos acerca de bigréficas diferenciales
de [Boy, Bog]. k denota un campo algebraicamente cerrado.

2. El algoritmo

Sea (B,d, k) una bigrafica diferencial triangular con vértices X1, ..., X; y estratificacién
(a1,...,an;v1,...,0n). Supéngase que existe un lazo « de grado 0 en X, con diferencial
nulo : 6(a) = 0. Dados A € k , r > 0 entero, se define una bigréfica diferencial (B',d', k)
con vértices Zg, Z1, ..., Zp, Xo, ..., Xs.

Las flechas de grado 0 en B’ incluyen un lazo o/ en Zj, y las demds son determi-
nadas por las flechas a # o de grado 0 en B, del modo siguiente: el conjunto A =
{(i,8): 1 <i<r, 1<s<i}U{(0,0)} se ordena de la siguiente manera : (0,0) < (1,1) <
(2,1) < (2,2) < (3,1) < (3,2) < (3,3) <...<(r,1) < (r,2) <...< (rr). Se escribe :
B=1(3Gs)eNd=1+1+2+3+...4+r (i Paratodaa: X, — X, , conp,q # 1
, se define una flecha a : X, — X, en B'. (ii) Para a : X, — X;, p # 1, se toman
d flechas ag; = a4 @ Xp — Z;, en donde 3 = (i,s) € A. Asi, se tienen una flecha
X, — Zy, e i flechas X, — Z; (1 < i <r). (iii) Para a : X1 — X, p # 1, se tienen
d flechas a1 = ay(;5) : Zi — Xp, (1 < i < r). (iv) Todo lazo a # « en X determi-
na d? flechas, denotadas por agy , B,y € A, tales que si 8 = (i,s),y = (j,1) , entonces
apy = a(m)(ﬂ) : Zj — Zi-

Las flechas de grado 0 en B’ se utilizan para definir matrices A,, para a en B, segiin los
anteriores casos, asi: (i) A, = (a). (ii) A, = (ag1)gen, matrizdxlsia: X, — X1, p# 1;
(ili)Aqs = (a18)gen, matriz 1 x d, si a : X1 — X, p # 1. (iv) Aq = (agy)s~en, matriz
dxd. (v) Ay es lamatriz d x d , diagonal por bloques, denotados By = (), By = (J})ei,
para i > 1, en donde e; denota el idempotente en Z;, 1 < ¢ < r. Esta notacién matricial
sera 1til para definir més adelante la diferencial en B'.

Las flechas de grado 1 en B son de dos clases : (i) Parav : X,—— — X, en B, gr(v) = 1,
se define una matriz A,, por un procedimiento similar al aplicado para construir la matriz
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Aq,gr(a) = 0, a # a. Las entradas de A, = (vg,) son las flechas de grado 1 del primer
tipo. (ii) Flechas definidas por « : se define una matriz X’ = (X;;)1<i j<r, de tamafio
dxd,(d =14+2+---+47), en donde X;; es un bloque con ¢ filas y j columnas, del
siguiente estilo:

o sii=yj,
1 2 3 i
i L T Ly
1 2
0 1 xzz
X = 0 )
0O 0 O xt

para ciertos a:éj, 1 <1< (asi, X;; posee i distintos elementos en sus entradas);
o sii<j, j=1i+t, X;; = X4 tiene nulas sus primeras ¢ columnas, y es de la forma
: Xi; = ((0,...,0) X(”)), con XZ-(Z-”) bloque 7 x 7 del tipo X;; anteriormente introducido;

) i
osii>j,i=j+t X = Xj4; tiene nulas sus tultimas t filas, y es de la forma
.. tr ..
( X](,;J)7 (0,---,0) ) , con XJ(;-j) bloque j x j del tipo X, anterior.

Por definicién, las flechas de grado 1 en B’ determinadas por « , se encuentran en
correspondencia biyectiva con las entradas no nulas, distintas entre si, y fuera de la diagonal
principal de la matriz X’ (o sea, no se toman en cuenta T(11)(11)> T(21)(21)> T(22)(22) 5 - - -)-
Estas flechas se denotan por las mismas letras de las entradas de X', y su orientacién es
como sigue :

o el bloque X;; determina i — 1 lazos : @(; 1)(5,2), - - - T(6,1) (i) * Zi — — — Zi
o parai < j=1+t,se tienen ¢ flechas : x¢ 1) 41)s- -5 Ta1)Gy) L5 — — — Zi
o para j <i=j+t,setienen j flechas : x(; 1)1y, s T(i,1)G ) Zi — — — Zj -

Con esto termina la descripcién de las flechas de B'.

Con la matriz X’ se define una nueva matriz X, diagonal por bloques, de tamano
dxd, d=1+d, con su primer bloque nulo y el segundo igual a X’. Tomando J =
Ji @ J;®--- @ J7, la matriz X’ verifica la importante relacién : X’.J = JX'. De hecho, la
ultima igualdad caracteriza a X' [Ma, §16.6].

Ahora se procede a definir la diferencial ¢’ en B’, de manera semejante a como se hizo
para el caso de la reduccién de una flecha [Boy, Cap. 2, §4; Boy, §4,3]. Para todo vértice
X, de B, se define una matriz Y, asi: Y, = 0, si p # 1, Y es la matriz obtenida de la
matriz X al tomar nulas en ésta todas las entradas de la diagonal principal. Para toda
flecha h de X, en X, en B, las diferenciales de las flechas que ella determina en B’, mismas

que aparecen como las entradas de la matriz Ay, se definen como las entradas de la matriz
8’ (Ap), en donde

' (Ap) = YgAp — (1) ALY, + Asny; 6'(Aa) = 0; 8'(V)) = Y.

La comprobacién de que &’ es efectivamente una diferencial es semejante al caso de
la reduccién de la flecha, y no se hace aqui. Consecuencias inmediatas de la definicién :
8 () =0,0d(e;) =0.
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3. La equivalencia

Es fundamental la existencia de un funtor F : repB’ — repB, que se construye a
continuacion.
Si se tiene un objeto N € repB’, se define M = F(N) € repB3, poniendo : M(X,) =

N(X,),sip#1; M(X1) = N(Zo)e@ N(Z;)®, en donde N(Z;)V) = N(Z;)®---@&N(Z;),
i veces. Para definir M en las ﬂechlas1 de grado 0, sea a : X, — X, una flecha en B .
Sip,q # 1, se pone M(a) = N(a). Sia: X, — Xi,p # 1, M(a) es la matriz columna
con d bloques : M(a) = (N(ag1))gea. Similarmente, para a : X1 — Xp,p # 1, se
define M(a) = (N(ai1))ges. Para un lazo a : X; — Xi, a # «, se define M(a) =
(N(agy))sea. Finalmente, M (o) : My — M es la suma directa de matrices : M (o) =
N(a)) EBji @ ...® Jy, en donde J5 es la matriz de bloques Jy = Inidy(z,y, (1 <i<r).

Para definir F' en morfismos, sea f : N — N’ un morfismo en B’, dado por f =

(f(())7"' 7f7(‘)7(7087-.‘ 7(10?; fl(v)7 gr(,u) = 1)' Se deﬁne
g= (g?, 1<i<t;gl(v;),1<j< m) , tomando g9 como la matriz d x d :

00
9?2<J8) X”)’
"

en donde la matriz X" := (X7 )5,en—{(0,0)} tiene entradas X = X&z)(m) =...=
X&',z’)(z’,z’) =f0,i=1,...,7; X, = fY(zp,) , para (8,7) fuera de la diagonal principal ;
X gv =0, si no esta definida la flecha z, en B’. Se adoptard una notacién especial para
los bloques X' de la matriz X", escribiendo :

=) N A €
0 fz'o fl(iﬂzzi) . .
" . 0 .

Lema g: M = F(N) — F(N') = M’ es morfismo.

Demostracién Sea a : X, — X, en B, se consideran dos casos: (i) a = a, d(a) =
§(a) = 0; sea J = 7§ @ ... ® Jy. Por la escogencia de X", X"J = JX" y de §(c/) =0
se sigue : fIN (/) = N'(o/) f3. Luego ¢! M (a) = M'(a)g?. (ii) Si a # a , se procede como
en [Boj, Cap. 2, 4.6]. Se ha demostrado entonces que g es morfismo.

Facilmente se demuestra también que F' es un funtor. m

Se denota ahora por repB, ;) la subcategoria plena de repB, formada por las repre-
sentaciones M de B, tales que en la forma canénica de Jordan de M («), el mayor A—bloque
tiene dimensién a lo sumo r. Asimismo, repB’ (Zo,u—A) €8 la subcategoria plena de repB’
constituida por las representaciones N, tales que N (') — Al es invertible, i.e. A no es valor
propio de N(a/).

Teorema 1 El funtor F : repB’ — repB induce una equivalencia
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F: repBEZo’m_)\):repB()\m).

Demostracién (i) I es denso. En efecto, sea M € repB(y ;, entonces la forma canénica de
M («) puede escribirse como M (a)can = L®n; JiEB. ..®n,Jy, con Ly, tal que A no es valor
propio de L, y ni,...,n, enteros > 0. Se tiene : M, = k' k™ @ k*2 @ ... @& k™. Se define
una representacién N de B, tal que N(Zo) = k!, N(Z;) =k™ , i=1,2,...r; N(X;) =
M(X;), i=2,...,t.

La matriz N(b), con b flecha de grado 0 en B, se define por casos : N(o/) = L;
sia: X, — Xgen B, (p,g # 1), Na) = M(a) ;sia: X; — X1, a # «, se escribe
M, =& gen Vs con Vig o) = K, Vii,s) = k™, y entonces con respecto a esta descomposicion
de My, M(a) es una matriz de bloques : M(a) = (M(a)gy), con Mg, = M g1y : Vo =
Vi — Vs = V). Para la flecha ag, = a, ., + Zj — Zi , se toma : N(ag,) = Tp,.
Se procede de manera semejante para definir N en las flechas que provienen de flechas
X1 —)Xq 5 Xq—>X1, q;él

La misma escogencia de N(a/) = L garantiza que N € resz Zow—A)" Ademas, para el
funtor F' antes definido, la representaciéon F'(IV) verifica F'(N)(X1) = M(X1), F(N)(X;) =
N(X;) = M(X;), (i=2,...,t), F(N)(a) = N(&')®J =L® J = M(a)can , (aqui J =
nJi & ... & n,.J5), de donde F(N) = M.

(ii) Para ver que F es pleno, sean N, N’ € TepBZZO@_)\), M = F(N), M = F(N),y
considérese un morfismo g : F(N) — F(N’), dado por
(g?,z': L...,t; g'(vs),s = 1,...,m). Se define f : N — N’ tal que g = F(f), de
la siguiente manera : como §(a) = 0, se tiene ¢)M(a) = M’'(a)g?. Ademds, M(a) =
N )it ®@miJy &@naJi @ ... & npdy, M'(a) = N' (o )ixt @ myJy mai @ ... & m,J5.

Sean J = nlJ/:\l &) nng ®...en.Jy, T = mlJ)\l @ ngf ®...®m,Jy . De la igualdad

/
de matrices : g? < g 3 > = < lé 3, > g?, y del hecho de que A\ no es valor propio de

N(a/) ni de N'(a), se deduce que g tiene una expresién matricial g9 = < Jg)) 22 ) ,
con fJ de tamafio t x [ . De la igualdad : QJ = j’Q se colige que la matriz () posee una
estructura igual a la de la matriz anteriormente denotada por X”.

Parai=1,...,r, se toma fio como el valor comtn de la diagonal del bloque X;; de la
matriz ¢Y. Parai=2, ..., t, fZO = g?.

Para las flechas de grado 1 en B’ que provienen de «, y que han sido denotadas por

rg, (para ciertos 3,y € A), se toma fl(:ngw) = (gé)m = Qpy. Para v, : X — — — X, en
B, la matriz g'(vs) se define en componentes como g'(vs) = (gl(vi(;))) , lo cual permite
definir : fl(vgj)) =g (UZ(]S))

Se ha construido asi f = (fg,...,fg,fg, R fl(azm), fl(vg))> , que determina
un morfismo f: N — N’ en B'. Es claro que g = F(f).

Finalmente, es facil ver que el funtor F es fiel. m
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4. La norma y la forma cuadratica

Es importante tener control sobre el comportamiento de la norma y la forma cuadratica
frente a los algoritmos, como se vio ya en [Boj, Boy] para los otros algoritmos. A contin-
uaciéon se detalla lo que sucede con el 'unravelling’.

Teorema 2 En las condiciones del teorema anterior, sea M = F(N), en donde dimN =
T
(205215 -+« 2r 3 T2y ...,y ). Entonces dimM = (zo + > iz; , X2, ..., Tt ), Yy para las nor-

1=1
mas se verifica : |N|| = |M| — ((dim M1)? — 23) < |[M||. En particular, si A es valor

propio de M(«), la desigualdad es estricta.

Demostraciéon Sélo resta demostrar la segunda afirmacion. Si m;; es el niimero de flechas
de grado 0 entre ¢ y j en B, entonces :

| M| = mq1(z0+ Zzzl - Zmlp 20 + lez zp+ Z MpgTpTq.

P,q=2
Segtin la definicién de B’ se tiene :
T T T
IN|| = 25+ (mi1—1) |25+ E i°z; + E 2i202; + E 1§22
i=1 i=1 i,j=1,i<j
t r t
+ E  mip(202p + E :izixp) + E MpqTpLq
p=2 =1 DP,g=2

T t T
= 25+ (mu — 1)(z20+ Z izi)* + Z mip(20+ Zizi)
i=1 p=2 i=1

+ E MpgLpLy.
DP,q=2¢

Un célculo sencillo conduce a :

IM|| = |IN|l = (20 + > i2)* — 2¢ = (dim M;)? — 23,

i=1
y de aqui : | N|| = [|[M]| — ((dim M;)? — 22). La tltima afirmacién del teorema se sigue de :
(dim M1 — 20 = 22222 + Z 2izp2; + Z ijzizj.m

i,0=1,2<g

Teorema 3 En las condiciones del teorema anterior, para F(N) = M se verifica:

g/ (dimN) — gp(dimM) Zzz +2 Z 122 .
i,0=1;1<J
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Demostracion Para M se tiene :

r t
g(dimM) = (z0 + Y iz)* + Y a2 — | M| + ¢ (dimM),
i=1 p=2

y para N vale :

gp (dimN) Zz —1—23: — || V|| —I—qB, (dlmN)

i=0 p=2
en donde :
(1)1 _ 2 2
qp’ (dimM) = nyi(z1 + 23)" + noe(z3 + 22)
+nia(zy + z3) (23 + 22)
n n
+ Z nip(r1 + +x3)T)p + Z nap(23 + T2)T)p
p=4 p=4
n
+ Z NpgTpTqs
p,q=4
qg) (dimN) = z123+ x322 + niz(z122 + 123 + w322 + :Eg)

4n11 (23 4+ 22123 + 23) 4 ngo (22 + 2x339 + 23)

+ Z nip(x1Ty + T32p) + Z nop(T3xp + T2p)

p=4
n
+ Z NpgLpTq-
p,q=4
Se tiene entonces :
T T T
g (dimN) — gp(dimM) = | 27 — (20 + > _iz:)*| + | (20 + Y i2) —
j i= i=1
I8 T
+ Z(Z — 1)ZZ-2 + Z QiZiZj
i=2 ij=1;i<j
= Zz —1—21—12 + Z 2122
1,J=1;1<g
= 21 + Zzz + Z 212;2j
i,0=1;1<j

= Zzz + Z 2izizj.m

1,J=1;1<j

]
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5. Un ejemplo

Sea (B,d, k) la bigrafica con un solo vértice Xi, dos lazos a, a de grado 0, y un lazo z
de grado 1. Supdéngase ademas la diferencial dada por : §(a) = §(z) =0, i(a) = za.

Se realizard el "unravelling” de «, tomando r = 2, A € k. Como la idea es penetrar un
tanto en el por qué del 'unravelling’, no se adopta desde el principio el enfoque abstracto
desarrollado en paginas anteriores. Mas bien se intenta avanzar tanto como sea posible
por un camino intuitivo.

El proceso de construir la nueva bigrafica incluye, como se vera, la definiciéon simultanea
del funtor F.

Sea M € repB, supéngase que A es valor propio de M («) y para fijar ideas, asimase
que el mayor bloque de Jordan de la forma canénica de M(«) es de orden 2, y que
M(a)can = L@ J)\l ® Jf , en donde L es una matriz [ x [, tal que A no es valor propio
de L. Sea M’ otra representacion, tal que M'(a)can = L' ® J} & J3, con L’ una matriz
d x d, tal que A no es valor propio de L. Sea g : M — M’', g = (g?; gl(z)) . Se tienen
descomposiciones : M; = k! @ k & k2, M| = k? @ k @ k2, con respecto a las cuales :

o ( P B
f=\c b
B =0, C =0. (Se mostrard que B = 0, la otra afirmacién es semejante : B es 2 x 3; los
vectores propios de J = Ji <) Jf son los v = (x1,x2,0)", con 21, 29 € k. De BJ = LB, se

sigue que A\(Bv) = L'(Bv), y de aqui, A\=06 Bv=0. De Bu=0, B = < 8 8 213 >,
23

>, con bloques de dimensiones Pjy;, Bixs, Csxi, D3x3. Obsérvese que

0 0 MAbis
0 0 Abgs
w, L'(Bw) = A\(Bw). Por hipdtesis, A no es valor propio de L', de modo que Bw = 0, de
donde B = 0).

Consecuencia inmediata de JD = DJ es que la matriz D tiene la forma especial

luego BJ = < > . Pero BJ = L'B, asi L' B = AB. Entonces para todo vector

dip 0 di3
D= | dy da dag
0 0 doo

Por razones que se entenderan en un momento, se introduce la notacién : P = f(()), din =
f{), d22 = fg, d13 = 13, d21 = T21, d23 = X923. Se tiene entonces

o0 0 0

o_| 0 S 0 s
& 0 xzo1 f)
0 0 13

La transformacién lineal M(a) : My — M se escribe como matriz de bloques (en
correspondencia con las descomposiciones de M, M{), cada uno de ellos con entradas
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escalares a;j, 0 < 4,j < 3, de la siguiente manera :

apo ao1 (ao2, ao3)
M(a) aio ar (a12,a13)

a0 a1 a2 023
asp asi asz2  ass

Se escribird : M'(a) = (aj;), también en bloques.

Los bloques de M (a) proveen 16 transformaciones lineales, una por cada entrada es-
calar, tomando: (ago,ao3) = (ago,0) + (0,ap3), etc. Se escribird : agy := (ago,0), agz :=
(0, ap3), etc.

Se define ahora una nueva bigrafica B’, con 3 vértices : Xy, X1, Xs. En ella se toman
3ﬂechasdegrado 1:%13 : X2—— —>X1,$21 ZXl—— —>X2,$23 ZXQ—— —>X2;
se toman ademds 16 flechas de grado 1, denotadas z;; 0 < 4,5 < 3, y orientadas asf :
z00 * Xo — — — Xo, 201 : X1 — — — X,

z02, 203 * Xo — — — Xo, 210 : Xo— — — Xy, 211+ Xo— — — Xyp, 212, 2131 Xo— — —
X1, 220, 230 : Xo — — — Xo, 201, 231 X1 — — — Xo, 200, 232 203, 233 : Xo — — — Xo.
Las flechas de grado 0 en B’ se toman en correspondencia con las 16 entradas de la matriz
M(a) = (ai;), y se denotan también por a;j, teniendo a;;la misma orientacién que z;;. Se
anade un lazo o’ de grado 0 en Xj.

El siguiente paso es determinar las diferenciales de las flechas en B’. Para empezar con
las de grado 0, ya que la diferencial d(a) = za, se tiene :

o 0 0 0
0 Xer O 0
0 . / 0: 1 = 1
9iM(a) = M'(a)g = g'(:)M(a), con M(a):= | 7y =
0 0 0 Aea

Abusando de la notacién, se escribe la matriz g'(z) = (2;5). Al efectuar las

operaciones matriciales anteriores y despejar de manera adecuada, es decir, con apego a
los fundamentos de la teoria de representaciones de las bigraficas diferenciales [Ro, § 4 :
D(a)= au, — upa, se llega a la igualdad matricial :

foaoo — ab o foao —apy Y foaoe —apgefs  foaos — aps f3
flawo —ayofy  flann —dy fY flawe —alefy  flas —disf3
flasg —abo f  flam —aby fY flage —abof3  flass — absfy
flazo —abof) flaz —ayy 7 flaze — by f3  flass — albsfy
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Z()QL

z10L — 13030

z90L — 21010
—T23a30

Zg(]L

/
Azo1 + QpaT21

!
Az11 + afyTo1
—I13a31
Azg1 — Ta1a11

Z23031

/
Az31 + aszoTa1

. BOZA

)\202

AZ12 — T13a31

AZ92 — T21a12
—T23032

Az32

202+ 203
/ /
+a01$13 + a02$23

Z12 + A\213

ali 13 + alyra3
—13033

292 + Az23

ahx13 + aboa3
—x210413 — 1230433

232 + A\233
/ /

Es asi que las diferenciales de las flechas de grado 0 en la nueva bigrafica B’ han de

tomarse necesariamente como las entradas de la matriz (§'(a;;)) :=

200 O/

/
2100 — X13G30

/
22000 — X21010
—Zx23a30

Azo1 + ap2z21

Az11 + a1aw91
—213031

Az91 — T21011
—I230a31

)\Z(]Q

AZ12 — T13a31

AZ92 — T21a12
—230A32

202+A203
+ao1713 + @223

Z12 + A\213
a11713 + 012723
—Z13a33

299 + Azog
21213 + 422723

—21013 — 23033

Zgoa/

239 + Az33
+as1x13 + azaxo3

Az31 +azawor  Az32

Por definicién, ¢'(o/) =0, §'(e;) = 0, para los idempotentes e;.

El lector puede observar ahora que las diferenciales de las flechas de grado 0 en B’ se
definen precisamente de esta manera, a fin obtener un funtor I : rep3’ — repB3, construido
'par recollement’, como se hizo en el desarrollo ge-
neral de §3 supra.

El enfoque pragmaético recién descrito es coherente con el punto de vista abstracto
expuesto en la seccién 3. Para convencerse de esto, hay que tomar
A = {(0,0), (1,1), (2,1), (2,1)}, renombrando sus elementos, en el orden dado, como :
0, 1, 2, 3, con el fin de simplificar notaciones . Han de tomarse las matrices :

O 0 0 0 o« 0 0 0
SL = 0 f0 0 z13 4| 0 A 0 0
1 0 T21 fg 23 e 0 0 )\62 €2 ’
0o 0 0 fI 0 0 0 e
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O 0 O O
o 0 0 0 13
no= 0 wo1 0 @og
0O 0 0 O

La definicién de las diferenciales de las flechas z;; de grado 1 es menos in-
tuitiva. Para darla, obsérvese que de la condicién §(z) = 0 en B, se sigue la igualdad
matricial gZ + Zg = 0 [Boy, Cap. 2, 4.2] en donde Z = (z;;). Efectuando los productos
matriciales anteriores, y despejando de manera conveniente [Ro, §14; BZ, 6.5], se tiene que
la matriz de las diferenciales de las flechas de grado 1 es la siguiente :

fdz00 + 200/ [S201 + 201 f)  [Sz02 + 20202 Q201 + 2033
210+ 2100 e+ 20 f) fzie + 21209 fLzis + 2133
f9220 + 220/  fR2o1 + 2 ST [z + 202f5 [z + 23[9
f9z30 + z30f8  fRzsi 4+ zafT fzs2 + z3fs  f3ass + zssfd

(0'(2i5)) =

0 —2027T21 0 —201T13 — 202723

—T13%30 —T13231 — Z12T21 —T13232 —T13033 — 411713
—a12723 + 212

—T21210 — T23230 —T21211 — T23231 —T21212 —T21213 — 23233
/

+2900x — 22221 —T23232 —221T13 — 222723

0 — 232721 0 —231713 — 232723

Parte de este trabajo aparece en la tesis doctoral del autor, escrita bajo la direccién
de R. Bautista.

6. Epilogo

Parécele pertinente al autor compartir con quien se haya interesado en este articulo,
algunas reflexiones de I. Lakatos [La, Apéndice 2, El enfoque deductivista frente al enfoque
heuristico], acerca del quehacer de los matematicos. Esto por cuanto las motivaciones que
el primero tuvo al incluir el ejemplo de §5 son cercanas al espiritu que animoé la valiosa
critica del hungaro. Transcripcién : “La metodologia euclidea ha desarrollado un cierto
estilo necesario de presentacion... Este estilo comienza con la enunciacién de una penosa
lista de aziomas, lemas y/o definiciones. Los axiomas y definiciones parecen con frecuen-
cia artificiales y mistificadoramente complicados. Nunca se nos dice cémo surgieron esas
complicaciones. La lista de axiomas y definiciones va seguida por teoremas cuidadosamente
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expresados. Estos estdn cargados de pesadas condiciones; parece imposible que alguien los
haya barruntado alguna vez. El teorema va seguido por la prueba.

De acuerdo con el ritual euclideo, el estudiante se ve obligado a asistir a esta conjura
sin hacer preguntas ni sobre el trasfondo ni sobre cémo se realiza el juego de manos...”

“En el estilo deductivista, todas las proposiciones son verdaderas y todas las inferencias
son validas. Las matematicas se presentan como un conjunto siempre creciente de verdades
eternas e inmutables, en el que no pueden entrar los contraejemplos, las refutaciones o la
critica. El tema de estudio se recubre de un aire autoritario, al comenzar con una exclusién
de monstruos disfrazada, con definiciones generadas por la prueba y con el teorema com-
pletamente desarrollado, asi como al suprimir la conjetura original, las refutaciones y la
critica de la prueba. El estilo deductivista esconde la lucha y oculta la aventura. Toda
la historia se desvanece, las sucesivas formulaciones tentativas del teorema a lo largo del
procedimiento probatorio se condenan al olvido, mientras que el resultado final se exalta
al estado de infalibilidad sagrada”.

“Es muy facil poner mas ejemplos, en los que enunciar la conjetura, mostrar la prueba y
los contraejemplos, siguiendo el orden heuristico hasta el teorema, y la definicién generada
por la prueba habria de disipar el misticismo autoritario de las matematicas abstractas...”
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