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Resumen

A partir de la ecuación de la conservación de la cantidad de movimiento y de
la enerǵıa cinética de la turbulencia estudiada, la dimámica de una huella plana y
turbulenta en un medio ĺıquido incomprensible. Para el caso de una corriente ĺıquida
de una huella lejana se demuestra que el modelo considerado est bien planteado, y
como se estudian las propiedades asintóticas de la solución.
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Abstract

From the conservation equation of the quantity of movement and the kinetic energy
of the studied turbulence, the dynamics of flat and turbulent path in a non compre-
hensive liquid environment. In the case of a liquid flow of a far path, it is proved that
the considered model is well formulated, and the asymptotic properties of the solution
are studied.
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1. Planteamiento del problema

Las huellas turbulentas son objetos clásicos de la hidrodinmica. A ellos esta dedicado
un número suficientemente grande de publicaciones de carácter tanto experimental como
terico-práctico [1], [6] (a su vez en ellos se resume una bibliograf́ıa más detallada). Del
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anlisis de los trabajos conocidos sobre huellas turbulentas se deduce la ausencia de re-
sultados que garanticen la condición de planteamiento correcto de los correspondientes
problemas de valores iniciales-frontera. Este trabajo constituye un intento por llenar este
vaćıo. Señalemos que se cuenta con resultados [7], [8] para el estudio de corrientes tur-
bulentas con impulso inicial total, esto ltimo significa un decrecimiento más rápido del
defecto de la componente horizontal de la velocidad U1 en comparación con c

√
e (e es la

energa de turbulencia) [4], i.e., con la ausencia del sumando νT

(
∂U1
∂y

)2
, relacionado con

la aparición de la enerǵıa de turbulencia (ver la ecuación (2) más abajo). Los cálculos
numéricos [6] fundamentan su influencia sustancial en las leyes de la expansin de la huella.

Para la descripción de la corriente en una huella turbulenta lejana se utiliza el siguiente
modelo [1],[2]:

U0
∂U1

∂x
=

∂

∂y
〈u′v′〉 +

∂

∂x
(〈u′2〉 − 〈v′2〉), (1)

donde U0 es la velocidad del fluido de navegación, U1 = U0 −U es el defecto de velocidad
del movimiento promediado en la dirección del eje x, 〈u′v′〉, 〈u′2〉, 〈v′2〉 son los potenciales
tangente y normal de Reynolds. Nosotros vamos a suponer que el nmero de turbulencia
de Reynolds es suficientemente grande. El sistema de coordenadas está relacionado con el
cuerpo de manera que su centro está sobre el eje y está dirigido hacia arriba, y la dirección
del eje x coincide con la dirección de la velocidad del fluido fundamental.

La ecuación (1) no es cerrada; en el presente trabajo, al igual que en [3], se supone

〈u′v′〉 = νT
∂U1

∂y
, 〈u′2〉 = 〈v′2〉 =

2
3
E.

Como complemento a la ecuacin (1) se considera la ecuación de transformación de la
enerǵıa de turbulencia

U0
∂E

∂x
= νT

∂2E

∂y2
+ νT

(
∂U1

∂y

2)
− cνT

E2

L2
. (2)

En (1) y (2), c es una constante positiva emṕırica, νT es la viscosidad turbulenta, la que
se determina de la relación νT = χU1 máxL, donde χ es una constante emṕırica; U1 máx(x)
es el valor máximo de U1 para cada valor fijo de la variable x; L = L(x) es la escala de la
turbulencia.

En calidad de distribución de valores de U1 y E se definen funciones que satisfacen los
datos experimentales [1]. Para x = x0 se supone:

U1(y, x0) = U0(y), E(y, x0) = E0(y), (3)

donde U0(y), E0(y) son funciones positivas arbitrarias respecto a y y decrecientes, tales
que: U0(y) → 0 , E0(y) → 0 para | y |→ ∞.

Las variables conocidas son U1, E, y la escala de turbulencia L, la cual se supone igual:

L =
1
2

(L1 + L2) , (H1)
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donde L1 y L2 se determinan de las igualdades U1(L1(x), x) = 1
2U1(ymáx(x), x) para

L1(x) < ymáx(x), y U1(L2(x), x) = 1
2U1(ymáx(x), x) para L2(x) < ymáx(x). Aqúı, con

ymáx(x) se está designando el valor de la variable sobre la que se alcanza el máxy∈R U1(y, x).
El modelo presentado para la corriente del ĺıquido de la huella alejada, en correspon-

dencia con los conocimientos que tenemos sobre los flujos libres turbulentos es simple,
sin embargo hay algunos aspectos que todav́ıa no se han estudiado. Vamos a estudiar la
estabilidad y unicidad de soluciones del problema (1) − (3), as como el comportamiento
asinttico de la solución cuando x → ∞.

Comencemos por el estudio de la solución automodelada. El modelo matemtico con
datos variables se estudia en el trabajo [3], en el cual la solución automodelada se busc en
la forma:

F (η) =
U1

Ũ1

, η =
y

L̃
, H(η) =

E

Ẽ
,

con la utilización de los valores caractersticos de la velocidad Ũ1, la semiamplitud de
la huella L̃ de turbulencia Ẽ. Más adelante planteamos la construcción de la solución
automodelada del problema utilizando el enfoque convencional [9], para el caso de las
ecuaciones parablicas, encontrando en este caso los valores numéricos de la constante c.

2. Solución automodelada

Introduzcamos una nueva variable t = θ(x) ≡
∫ x
x0

U−1
0 νT (s) ds. Entonces las ecuaciones

(1) , (2) se pueden escribir

ut =
∂2u

∂y2
, (y, t) ∈ R × R+, (1′)

et =
∂2e

∂y2
+

(
∂u

∂y

)2

− c
e

l2
, (y, t) ∈ R × R+, (2′)

donde u(y, t) = U1(y, θ−1(t)), e(y, t) = E(y, θ−1(t)) y l(t) = L(θ−1(t)). Las condiciones
(3) toman la forma:

u(y, 0) ≡ u0(y) = U0(y), e(y, 0) ≡ e0(y) = E0(y). (3′)

La ecuación (1′) tiene en R × R+ una solución automodelada bien conocida:

ua(y, t) =
fa(ξ)√
1 + t

, ξ =
y√

1 + t
, (4)

donde la fa(ξ) = F0

2
√

π
exp

(
− ξ2

4

)
, ξ ∈ R. La solución se alcanza cuando la función inicial

u0 ≡ ua(y, 0) = F0

2
√

π
exp

(
− ξ2

4

)
, donde F0 es una constante positiva igual a |ua(y, o)|L1(R).

La función l = l(t) se define tomando en cuenta la simetŕıa ua, de la igualdad ua(l(t), t) =
1
2ua(0, t). Por la forma de la solucin ua es fácil encontrar l, la que representamos por la y

la(t) = 2
√

ln 2(1 + t). (5)
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La solución automodelada de la ecuación (2′) se busca de la forma:

ea(y, t) = (1 + t)αθa(ξ), (6)

donde α es una constante arbitraria, y θα(ξ) > 0 es una función diferenciable. Sustituyendo
(5),(6) y uay = − F0

4
√

π
ξ exp

(
− ξ2

4

)
(1 + t)−1 en (2′), se obtiene la ecuación:

α(1 + t)α−1θa −
1
2
(1 + t)α−1ξθaξ = (1 + t)α−1θaξξ +

+
F 2

0

16π
ξ2(1 + t)−2 exp

(
−ξ2

2

)
− c

4 ln 2
(1 + t)α−1θa.

De aqúı se deduce la necesidad de que α = −1. En tal caso los factores temporales en la
ecuación se pueden simplificar, y se obtiene:

θaξξ +
1
2
ξθaξ + (1 − c

4 ln 2
)θa = − F 2

0

16π
ξ2 exp(−ξ2

2
). (7)

Tomando en cuenta la simetŕıa es necesario exigir, que se cumpla la condición

θ′a(0) = 0. (8)

Debido a las propiedades de e0(y) en infinito, suponemos que se cumplen las condiciones
de frontera

θa(∞) = 0. (9)

As, el problema de la construcción de la solución automodelada ea se redujo al problema
de frontera (7)—(9). La sustitución z = φ(ξ)θa(ξ), donde φ(ξ) 6= 0 es la solución de la
ecuación homogénea (7), conduce a la ecuación:

zξξ + (
2φξ

φ
+

ξ

2
)zξ = − F 2

0

16πφ
ξ2 exp(−ξ2

2
),

la cual se integra fcilmente. Es conocido que la ecuación homogénea (7) tiene soluciones
con diferente aśınttica para ξ → ∞ y que dependen del parámetro c. De esta manera,
la construcción de θa(ξ) está relacionada con la escogencia del parámetro c, el cual se
propone seleccionar de manera que la solución obtenida satisface los datos experimentales
del trabajo [1]. Poniendo η = ξ√

2
, c = 6 ln 2, D ≡ F 2

0
4π , h(η) = θa(

√
2η), la ecuación (7)

toma la siguiente forma

hηη + ηhη − h = −Dη2 exp(−η2),

cuya solución en consonancia con las condiciones de frontera hη(0) = h(∞) = 0, es igual

h = η{3
2
D
√

π[1−Φ(η
√

2)]− (1 + 2D)
√

π√
2

[1−Φ(η)]}+(1+2D) exp(−η2

2
)− 2D exp(−η2),

(10)

donde Φ(ρ) ≡
√

2
π

z∫
0

exp
(
− s2

2

)
ds, D =

√
2

3−2
√

2
(se define de la condición (8) y como se

demuestra en [3], está cercana a los datos experimentales de [1]. Una propiedad interesante
de la función h es la presencia del máximo ubicado en el punto η∗ > 0. El valor numérico
encontrado para la magnitud c en la forma c = 6 ln 2 será importante para el análisis de
la estabilidad asintótica.
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3. Construcción de la solución del problema para el caso de

condiciones iniciales no simétricas

Consideremos las funciones positivas y continuas, y en general no simétricas, u0(y), e0(y)
las cuales además tienen integrales finitas:

∫ ∞

−∞
u0(y)dy < ∞,

∫ ∞

−∞
e0(y)dy < ∞. (H2)

Para u, e es fácil escribir las soluciones del problema en la forma de potenciales caloŕıfi-
cos utilizando la fórmula de Poisson; el problema fundamental en este caso será determinar
la función l(t).

Para el análisis de este problema supongamos que:

u0 ∈ C1(R), u0y > 0(< 0) y y < ymáx(0)(> ymáx(0)). (H3)

Para p = uy, sea Np(t) el número de cambios de signos de la función p(y, t) en la recta
numrica R para t fijo. Respecto a p(y, t), la cual satisface la ecuación:

pt =
∂2

∂y2
p, (11)

se sabe que para cada t > 0 fijo, verifica la desigualdad: Np(t) ≤ Np(0). Esta afirmación
es una consecuencia del principio fuerte del máximo para ecuaciones parabólicas.

Mostremos que bajo ciertas condiciones sobre u0(y), Np(t) no cambia con el transcurso
del tiempo, i.e. Np(t) = Np(0). Observemos que en general esta afirmación es falsa. Por
ejemplo, se puede considerar el caso donde la solución de la ecuación de la conducción
térmica, que tiene inicialmente un cambio de signo, y luego se hace positiva. Esto sucede,
por ejemplo, si p(y, 0) = Mδ(y + a)− δ(y) + Mδ(y − a), donde δ denota la funcin delta, y
la constante M se considera mayor que 1/2.

En nuestro caso se cumple el siguiente lema:

Lema 1 Supongamos que para la función u0 se cumplen las condiciones (H2) y (H3).
Entonces Np(t) = Np(0) = 1, para t > 0.

demostracin: Supongamos que existe t = t0 > 0 para el que Np(t0) = 0 y p(y, t0) > 0,
entonces se cumple la desigualdad

∫ ∞

−∞
u(y, t0) dy >

∫ ∞

a
u(a, t0) dy ≡ const

∫ ∞

a
dy = ∞,

donde |a| < ∞ lo que contradice la conservación del impulso total del defecto de velocidad
∫ ∞

−∞
u(y, t0) dy =

∫ ∞

−∞
u0(y) dy < ∞.

Análogamente se analiza el caso p(y, t0) < 0. �

Del lema se obtiene directamente la definición de la función ymáx = ymáx(t), la cual
asigna a cada t > 0 el valor ymáx(t), sobre el que se toma el valor máxy∈R u(y, t).
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Lema 2 La función ymáx(t) es continua para t ≥ 0, y analtica para t > 0.

demostración: Consideremos la función p(y, t), aśı como los ceros de esta función.
Supongamos que p(y0, t0) = 0 y al mismo tiempo, ∂n

∂yn p(y0, t0) = 0 n = 1, . . . , k (o sea en
el punto (y0, t0) la función p tiene un cero múltiple de orden k). Por la analiticidad de
p(y, t), el orden k de multiplicidad del cero es finito (k < ∞). Aún más, para las soluciones
de la ecuación de conducción térmica, se sabe que para t > 0 los ceros de la solución son
simples (esto es consecuencia de la representación de la solución por medio de polinomios
hermitianios). De esta manera, ∂

∂yp 6= 0 en los puntos donde p = 0. La aplicación del
teorema sobre la función implcita da como solución de la ecuación p(y, t) = 0 a la función
y = y(t) (en general, solamente en una vecindad del punto (y0, t0)), la cual es analtica
respecto a t. No es difcil verificar que y = y(t) puede ser prolongada hasta t = 0; basta
demostrar que no existe un punto τ ∈ [0, t0) tal que y(t) → ±∞ cuando t −→ τ .

Supongamos y(t) → −∞ para t → τ . Representemos por D al dominio acotado infe-
riormente por la curva y(t) y superiormente por la recta t = t0. Entonces, aplicando el
principio del máximo a la función p en el dominio D, llegamos a una contradicción.

Señalemos, que la función analtica y(t) obtenida para t > 0, coincide con la función
ymáx definida en el lema 1.

Pasemos ahora a encontrar la función l(t), para ello consideremos v(y, t) = u(y, t) −
1
2u(ymáx(t), t). Clculos directos muestran que v satisface a la ecuación de conducción del
calor, y que el número de cambios de signo Nv(0) para v(y, 0) es igual a 2. �

Lema 3 Nv(t) ≡ Nv(0) = 2 para t > 0.

La demostración se obtiene fácilmente de las propiedades de u(y, t) establecidas ante-
riormente.

Del lema 3 se deduce, que para y < ymáx(t) (y > ymáx(t)), para cada t ≥ 0, está defini-
da la función l1(t) (respectivamente l2(t)), como solución de la ecuación v(y, t) = 0.

Aplicando el teorema sobre la función impĺıcita a v, no es dif́ıcil demostrar que se
cumple el siguiente lema.

Lema 4 Para i = 1, 2 las funciones li(t) son continuas para t ≥ 0 y analticas para t > 0.

De esta forma hemos establecido que se cumple el siguiente teorema.

Teorema 1 Si en el problema (1′)−(3′) se satisfacen las condiciones (H2), (H3), entonces
existen funciones e(y, t), u(y, t), l(t) analticas para t > 0 y continuas para t ≥ 0, tales que
e, u satisfacen las ecuaciones (1′), (2′), con las condiciones iniciales (3′) y l(t) (≡ L(θ−1(t))
con la condicin (H1). Al mismo tiempo e, u, l están definidas de manera única.

4. Estabilidad de la solución automodelada

Investiguemos el comportamiento asinttico de la solución del problema (1′) − (3′).
Para las funciones u, l esta cuestión se resuelve fácilmente y es bien conocida de la

representación de la función u(y, t) como un potencial calrico. Recordemos solamente que
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el valor mı́nimo del defecto de velocidad umáx(t) vaŕıa para valores grandes de t según la
ley

umax(t) ' F0

2
√

π(1 + t)
, t → ∞,

y correspondiente
l(t) ' 2

√
ln 2(1 + t), t → ∞.

En lo que respecta al comportamiento asintótico de la función e(y, t)
(θ(ξ, t) = (1 + t)e(ξ

√
1 + t) denota la representación automodelada de la solución) para

t −→ ∞, se cumple el siguiente teorema.

Teorema 2 Es vlida la estimación

(1 + t)|e(·, t) − θa(·)|R+ −→ 0, t → ∞.

demostración: Denotemos por w+
0 = máx{e0(y), ea(y, 0)}, w−

0 (y) = mı́n{e0(y), ea(y, 0)}
y por w±(y, t), denotemos las soluciones de la ecuación (2′) con los datos iniciales,
w±(y, 0) = w±

0 . Aplicando el teorema de comparacin obtenemos w− ≤ u ≤ w+. Señalemos
que

ea(y, ·) ∈ L1(R), (12)

la cual se deduce de la igualdad (ver punto 2)

4
∫ ∞

0
h dη = D

∫ ∞

0
exp(−η2)dη.

Denotemos por z+ = w+ − ea, entonces z+ satisface a la ecuación

z+
t =

∂2z+

∂y2
+ u2

y − u2
ay − c

z+

l2a
+ cw+(

1
l2a

− 1
l2

). (13)

Poniendo z+ = exp{−c
∫ t
0 l−2

a (s)ds}v+ = v+

(1+t)3/2 , (la integral se calcula después de la

satisfacción bajo el signo exponente de los valores c = 6 ln 2 y la = 2
√

ln 2(1 + t)), se
obtiene

v+(y, t) =
1

2
√

πt

∫ ∞

−∞
v+
0 (ξ + y) exp(−ξ2/4t) dξ +

1
2
√

π

∫ t

0

∫ ∞

−∞
[u2

y(y + ξ, τ) (14)

−u2
ay(y + ξ, τ)]

(1 + τ)3/2

√
t − τ

exp{−ξ2/4(t − τ)} dξ dτ

+
c

2
√

π

∫ t

0

∫ ∞

−∞
w+(y + ξ, τ)(

l2 − l2a
l2al

2
)
(1 + τ)3/2

√
t − τ

exp{−ξ2/4(t − τ)} dξdτ.

Utilizando expresiones asintóticas exactas para uy(y, t) y l(t) para t → ∞, es fácil pro-
bar que se cumplen las fórmulas: |u2

y−u2
ay| = o(t−2), |l2−l2a|(lal)−2 = o(t−1), supy∈R w+(y, t) =

O(t−1), para t → ∞. Entonces de (14) considerando (12) obtenemos que para t → ∞

sup
y∈R

z+(y, t) ≡ 1
(1 + t)3/2

sup
y∈R

v+(y, t) ' 1
(1 + t)3/2

[
M1√

t
+ o(

√
t)].
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De aqúı, después de la deducción de una estimación análoga para z− = ea−w−, se deduce
que supy∈R |e(y, t) − ea(y, t)| = o(t−1), t → ∞, lo que demuestra el teorema. �

Es posible una convergencia ms rápida de e hacia la solución automodelada ea en el caso
cuando consideramos la estabilidad asintótica de la solución del problema automodelado
ante solo la perturbación de la función inicial ea(y, 0). A partir de (12) y de la representacin
de v+ en forma de un potencial caloŕıfico v+(y, t) = 1

2
√

πt

∫
R v+

0 (ξ) exp(−|y− ξ|2/4t) dξ, de
la solución de la ecuación de la conducción térmica

v+
t = v+

yy,

obtenemos
sup
y∈R

v+(y, t) = O(t−1/2

∫

R
v+
0 (ξ) exp(−ξ2/4t)dξ),

y por eso supy∈R z+(y, t) = O(t−2). Una estimacin anloga se cumple para z− y por con-
siguiente supy∈R |e(y, t) − ea(y, t)| = O(t−2), t → ∞.

El autor agradece a G.G. Chernik por el planteamiento del problema.
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