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Resumen

Keimel representa en [7] los f-anillos proyectables como secciones continuas de haces Haus-
dorff de anillos totalmente ordenados. Aqui damos un resultado sobre la representacién de los
ultraproductos de f-anillos proyectables en términos de los espacios de representacion y de las
fibras de sus factores.
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secciones continuas.

Abstract

In [7], Keimel representes the projectable f-rings as continuous sections of Hausdorff
sheaves of totally ordered rings. Here, we give a result about the representation of ultra-
products of projectable f-rings in terms of the representation spaces and the stalks of its
factors.

Keywords: Boolean products, elementary class, ultracoproduct of compact spaces, continuous sec-
tions.

AMS Subject Classification: 03C20, 16560, 13J25, 16G99.

1. Introduccion

Los f-anillos proyectables forman una clase elemental en el lenguaje de anillos reticulados.
Esta clase es cerrada bajo ultraproductos. Por tanto los ultraproductos de f-anillos proyectables
admiten la representacién dada en [7, 6.12]. No obstante, dicha representacién no estd dada en
términos de los espacios de representacién y de las fibras de los factores. Los trabajos de Bankston
([1]) permiten expresar el espacio de representaciéon de un ultraproducto como un ultracoproducto
de los espacios de representacién de los factores (proposicién 4.4). A grosso modo, mostramos que
las fibras del ultraproducto son limites inductivos de ultraproductos de secciones continuas locales
en las fibras de los factores (proposicién 4.10).

Para justificar las etapas y los calculos de la cuarta seccion, estudiamos en la tercera seccién el
espacio de representacién de Keimel bajo otros puntos de vista (proposicién 3.11). En la segunda
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seccién, damos a conveniencia del lector las definiciones y nociones necesarias y conocidas de
productos booleanos, haces de L-estructuras y f-anillos proyectables.

La tercera y cuarta seccién de este trabajo provienen de las secciones 2.1 y 3.4 de [6] dirigida
por Daniel Gluschankof hasta su tragico deceso en los Pirineos (Francia). Quisiera dedicar este
trabajo a su memoria. A partir de ese momento, Max Dickmann y Frangois Lucas se hicieron cargo
de la direccion de esta tesis. Quisiera agradecerles por las sugerencias, observaciones e ideas en este
trabajo.

2. Productos booleanos, f-anillos proyectables
Para las definiciones siguientes, sea L un lenguaje de primer orden.

Definicién 2.1 e Una L-estructura 2 es un producto sub-directo de {2, : z € X} si A C
[l.cx Ao, como L-estructura, y pry: U] — |Az| es sobreyectiva para todo x € X.

o Sea ®(v1,...,v,) una L-formula, A un producto sub-directo de {U, : x € X} ya1,...,an €
|2(]. Denotamos:

[®(a1,...,an)] = {x eX: A, = @(al(x),...,an(x))}.

e Decimos que una L-estructura 2 es un producto booleano de {2, : x € X} en L si las
siguientes condiciones son verificadas:

(i) X es un espacio booleano (i.e.: un espacio topoldgico compacto y totalmente discontinuo.)

(i1) A es un producto sub-directo de {2, :x € X}.

(iii) Para toda L-férmula ®(v1,...,v,) atémica y para todo ai,...,a, € ||, tenemos que
|[<I>(a1, .. ,an)]l es un abierto-cerrado de X.

(tv) Propiedad de pegue: Si a,b € ||, N C X un abierto-cerrado y

aly) si yeN
C(y)_{b(yy) si ZeX\N,

entonces ¢ = ayy Ubpy, v € [A].
e Designamos el conjunto de todos los productos booleanos de {2, : x € X} en L por:

Pg (X7 (mm)meX)-

Los productos booleanos corresponden a las secciones continuas de haces Hausdorff de L-
estructuras sobre espacios booleanos (cf. [3, Appendix]). Las siguientes definiciones y comentarios
sobre las secciones continuas provienen de [8].

Definicién 2.2 Sean S y X dos espacios topoldgicos y m: S — X una funcion continua y so-
breyectiva. Decimos que (S, X,m, p) es un haz de L-estructuras si las siguientes condiciones se
verifican:

(i) ™ es un homeomorfismo local, i.e.: para cada s € S, existe Oy un vecindario abierto de s,
tal que Ty, :Os — m(0,) € X es un homeomorfismo sobre w(Os), y este conjunto es un abierto
de X.

(ii) u(x) es una L-estructura con w~1(x) como conjunto de base, para todo x € X .

(111) Para cada simbolo de funcion f de L de aridad n, la aplicacion

fS: U |IUJ($)|"_)S5 (Sl,...,Sn)’—>fu(m)(51,...75n)

reX
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es continua, en donde |J,x |p(z)|" es considerado como sub-espacio topoldgico de S™.

(iv) Para cada simbolo de constante ¢ de L, la aplicacion
cs: X — 8, T+ Cua)

es continua.
(v) Para cada simbolo de relacion n-ario R de L, la aplicacion

Xr,s* U lu(@)" — {01}, (s1,...,80) — XR“(I)(Slv cesSn)
zeX

es continua, en donde, como en (iii), U,y |1(z)|" es considerado como sub-espacio topoldgico de
S™, {0,1} es discreto y xa designa la funcidn caracteristica de un conjunto A.

Definicién 2.3 Sea (S, X, 7, u) un haz de L-estructuras y O C X un abierto. Designamos por:
I0,S)={0:0 — S: 0 es continua y T oo = ido},
el conjunto de todas las secciones (de la proyeccion w) continuas sobre O.

Sea (S, X, 7, u) un haz de L-estructuras; I'(X, S) es el conjunto de todas las secciones continuas
globales. Para cada o € I'(X,S), o(z) € 7~ '(z) = |u(z)|, para z € X. Entonces I'(X,S) C
[I.cx lu(z)]. Denotamos P =[], . x p(x) y veamos que I'(X, S) es una L-sub-estructura de P.

Sea ¢ un simbolo de constante; la interpretacién de c en P es la aplicacion cp: X — U,y 7 H(z) =

S tal que cp(x) = cy(q); es decir que cp = cs, que es continua por definicién. Claramente,
mocp =idx, y entonces cp € I'(X, S).
Sea f un sfmbolo de funcién de aridad ny o1,...,0, € T'(X,S). Entonces:

fp(@): X — U Wﬁl(x) =S, zr— fp(d)(z) = f,u(x)(ol(‘r)v ey on ().

zeX

Entonces fp(&) es la composicién de o1,...,0, v de fg, lo que da su continuidad. Claramente
7o fp(d) = idx, lo que permite concluir que fp(d) € I'(X, S).

La correspondencia entre productos booleanos y secciones continuas de haces estda dada por la
siguiente proposicién.

Proposicién 2.4 ([3, Appendix]) (i) Si (S, X, m, u) es un haz de L-estructuras en el cual S es
Hausdorff y X es booleano, entonces

I'(X,S) eI’ (X, (u(x))xex).

(i1) Sea X un espacio booleano y (Uy)zex una familia de L-estructuras tal que || posea al
menos dos elementos, para todo x € X. Si A es un L-estructura que pertenece a I'% (X, (Q[m)meX);
entonces existe (S, X, m, u) un haz de L-estructuras Hausdorff (i.e.: S es Hausdor(f), tal que A =
I'X,s).

Las siguientes nociones son cldsicas, ver por ejemplo [2]. De ahora en adelante, (G, +,0) designa
un grupo abeliano. Se dice que G es un grupo ordenado si GG tiene una relacién de orden parcial
< tal que a < b implica a + x < b+ x para todo a,b,x € G. En tal caso, G es el conjunto de los
elementos positivos de G. Un grupo ordenado (G, +,0, <) es un grupo reticulado (o I-grupo) si
(G, <) tiene una estructura de reticulo; para a,b € G denotamos a A b la méas grande cota inferior
de a y b, y aVbla mas pequena cota superior de a y b.
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A continuacién G es un grupo reticulado. La parte positiva de un elemento z en G es el
elemento x4 = z V0 y la parte negativa de x es x_ = —(z A 0); el valor absoluto de z es el
elemento |z| = z V —z. Dos elementos = e y en G se dicen ser ortogonales si |z| A |y| = 0, en tal
caso se escribe: L y. Para A C G, la polar de A, que se denota por A+, es el conjunto de los
elementos de G que son ortogonales a todos los elementos de A; la bipolar de A, que se denota
por At es (AJ-)J'. Si a € G, por convencién se escribe at = {a}* y att = {a}"".

Un sub-grupo C' de G es un [-sub-grupo si C' es un sub-reticulo de G. Una parte C' de G es
convexa si cada vez que a,b € C'y xz € G tales que a < z < b, entonces x € C. Una parte A de
G es sélida si cada vez que a € Ay x € G tales que |z] < |al, entonces z € A. De acuerdo con [2,
p. 38], S(B) = {x € G : existe b € B tal que |z| < |b|} es la parte sélida generada por B en G.
Decimos que un [-sub-grupo convexo N de G es un sub-grupo primo si cada vez que a Ab =0
para a,b € G, entonces a € N ob € N.

Definicién 2.5 e Un anillo reticulado (o l-anillo) es un anillo ordenado en reticulo, i.e.: una
estructura algebraica de la forma (A,+,-,0,<) tal que:

(i) (A,+,-,0) es un anillo,

(i1) (A,4,0,<) es un grupo reticulado,

(i1i) (a <by0<z)= (ax < bx y za < xb), para todo a,b,z € A.

e Decimos que p es un l-ideal de un anillo reticulado A si p es un ideal de A y p es un
l-sub-grupo convezo.

e En un anillo reticulado A, se denota por {(a) el l-ideal generado por a € A.

Si A es un anillo reticulado y p un I-ideal de A entonces se puede definir un orden en A/p dado
porx+p <y+p siy solo siexiste ¢c € p tal que z + ¢ < y. Este orden hace de A/p un anillo
reticulado y h: A — A/p, x — x + p es un homomorfismo de l-anillos (i.e., h es un homomorfismo
de anillos, h(z Ay) = h(x) Ah(y) v h(z Vy) = h(x) V h(y) para todo z,y € A) en donde kerh = p
(cf. [2, 8.3.3)).

Definicién 2.6 e Se dice que un l-ideal p de un anillo reticulado A es irreducible si cada vez
que a Nb = p para dos l-ideales a y b de A, entonces a =p o b= p.

e Un anillo reticulado A es un f-anillo si A es isomorfo a un producto sub-directo de anillos
totalmente ordenados.

Se demuestra en [2, 9.1.2(ii)] que la clase de f-anillos es elemental en el lenguaje de anillos
reticulados (ver [4] para definicién de clase elemental) y en [2, 9.1.5] se demuestra que un anillo

reticulado A es un f-anillo si y solo si A/p es totalmente ordenado para todo l-ideal irreducible p
de A.

Definicién 2.7 Un f-anillo A es proyectable si A = a* + a**, para todo a € A.

Nétese que un f-anillo es proyectable si y solo si A = Va,b Je,d (b =c+dAceat Nde
aLl). Esto muestra que la nocién de proyectabilidad es de primer orden en el lenguaje de anillos
reticulados (o en el lenguaje de anillos ordenados puesto que A y V son definibles a partir de <).

La siguiente definicién fue introducida por Keimel en [7] para el estudio de las representaciones

de anillos ordenados como secciones continuas de haces (de anillos con estructuras més simples).

Definicién 2.8 Para un f-anillo A, el espacio de representacién de Keimel es 7A = {p:p
es un l-ideal irreducible minimal de A} y, para a € A sea Sza(a) ={p € TA:a ¢ p}.
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Keimel demuestra en [7, 6.8] que para un f-anillo proyectable A, el conjunto {Sxa(a) :a € A}
es una base de abiertos-cerrados para una topologia en A y en el caso en que A tenga unidad
multiplicativa, mA es compacto (i.e.: A es booleano).

De aqui en adelante suponemos que todos los anillos tienen unidad multiplicativa y que £ =
{0,1,4, —,-,<} es el lenguaje de anillos (unitarios) ordenados.

El segundo teorema de representacion de Keimel representa los f-anillos proyectables como sec-
ciones continuas de un haz de anillos totalmente ordenados. Teniendo en cuenta la correspondencia
[3, Appendix], dicho teorema se puede reformular de la siguiente manera:

Teorema 2.9 ([7, 6.12]) Si A es un f-anillo proyectable, entonces:

A €T (nA, (A/p)pena).

Adems&s Keimel muestra que esta representacién es uinica en el siguiente sentido:

Teorema 2.10 ([7, 6.13]) Si (As)zex es una familia de anillos totalmente ordenados y A €
ré (X, (Am)mEX); entonces A es un f-anillo proyectable y existe un homeomorfismo h: X — wA tal
que A, es isomorfo a A/h(x), como anillos ordenados, para todo x € X.

Para un espacio booleano X, denotamos por B(X) el dlgebra de Boole de abiertos-cerrados de
X y para un dlgebra de Boole B, designamos por S(B) el espacio de Stone de B. El siguiente lema
se encuentra por ejemplo en [8] y muestra que el dlgebra de Boole correspondiente al espacio de
representacién de un f-anillo proyectable es definible como el dlgebra de Boole de idempotentes.

Lema 2.11 Sea (L;)zex una familia de anillos totalmente ordenados y R un anillo que pertenece
aT%(X,(Ls)zex). Entonces Td (R) = {e € R : €* = €} es un dlgebra de Boole y §:Id (R) — B(X),

e— [e=1] es un isomorfismo de dlgebras de Boole. -

3. Espacios de representacién

En el siguiente lema mostramos que, para un f-anillo A, los elementos de wA se pueden carac-
terizar usando solamente la estructura de grupo reticulado.

Observaciéon 3.1 Si p es un l-ideal irreducible de un f-anillo A, entonces p es un sub-grupo
PrImo.

Dm: Por definicién p es un l-sub-grupo convexo. Sean a,b € A tales que a Ab = 0. Como A es
un f-anillo, por [2, 9.1.8] tenemos que {(a) N (b) = (a Ab) = (0) = {0} C p. Como p es irreducible,
por [2, 8.4.1] tenemos a € po b € p. -

Lema 3.2 En un f-anillo A, p es un sub-grupo primo minimal si y solo sip es un l-ideal irreducible
minimal.

Dm: (=) Como A es un f-anillo, por [2, 9.1.2(iv)] p es un Il-ideal. Veamos que p es irreducible.
Sean a, b dos I-ideales de A tales que a N b C p; en particular a y b son dos [-sub-grupos convexos
y, por [2, 2.4.1 2)], tenemos que a C p o b C p. Si ¢ es un l-ideal irreducible de A tal que ¢ C p, por
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la observacién 3.1 g es un sub-grupo primo, y por la minimalidad de p tenemos ¢ = p. Entonces p
es un [-ideal irreducible minimal.

(<) Si p es un Il-ideal irreducible minimal, por la observacién 3.1 p es un sub-grupo primo. Si
p no es minimal en tanto que sub-grupo primo, existe ¢ un sub-grupo primo minimal tal que ¢ C p
y q # p. Por (=) tenemos que ¢ es un l-ideal irreducible minimal, lo que contradice el hecho que
qCPyqFp -

El lema siguiente da de manera abstracta la nocién de soporte (y de su complemento) de un
elemento en los f-anillos proyectables. En el lema 3.4, justificamos entre otras cosas esta afirmacion.

Lema 3.3 Sea A un f-anillo proyectable. Para a € A, existe c(a),d(a) € Zd (A) tales que c(a) €
at,d(a) € att y 1 =c(a) +d(a). Ademds c(a) y d(a) son tinicos con estas propiedades.

Dm: Por la proyectabilidad de A, para a € A, existe c(a) € a* y d(a) € a* tales que 1 =
c(a)+d(a). Entonces c(a) y d(a) son idempotentes, ya que c(a)? = c(a)-(1—d(a)) = c(a)—c(a)-d(a);
como c(a) L d(a) se tiene que c(a)d(a) = 0 y luego c(a)? = c(a). De igual manera d(a)? = d(a).
En particular ¢(a),d(a) € Ay.

Para la unicidad, supongamos que existen idempotentes c¢,d tales que ¢ € at, d € a*t y
1 = c¢c+d. Luego 0 = (c(a) — ¢) + (d(a) — d), (c(a) —¢) € a* y (d(a) — d) € a++. Entonces
(c(a) — ¢)(d(a) —d) = 0 y por consiguiente (c(a) — c)?> = 0. Si c(a) # ¢, par el teorema 2.9,
existe p € mA tal que c(a)(p) # c(p). Como ¢, c(a) son idempotentes, por [2, 9.4.16] se deduce que
c(p) = 1y c(a)(p) = 0 o lo contrario; esto contradice que (c(a) — ¢)?(p) = 0. Luego c(a) = cy
dla)=1-cla)=1—c=d. -

Lema 3.4 Sea A un f-anillo proyectable. Para a € A, c(a)™" = at, d(a)™" = a**, Spa(d(a)) =
Srala) y Sza(cla)) =7A\ Sra(a).
Dm: Sea a € A fijo. Como c(a) € a*, entonces a*+ C ¢(a)" y luego ¢(a)™" C at. Ahora sca

z € at. Sea y € c(a)”, entonces y L c(a), es decir |y| A ¢(a) = 0. Como d(a) € att y z € at,
entonces |z| A d(a) = 0. Por el lema 3.3, ¢(a) V d(a) = 1. Por las propiedades [2, 9.1.10] tenemos

e @l Ayl = (2] A lyl) (c(a) V d(a))
] E(m Aoleta)) v (2] A lyl)d(a))
(( )

[2le(a)) A (lyle(@)) ) v ((Izld(a)) A (Iyld(a)))
|z|c(a) AO) Vv (O A lyld(a))

= 0VO0

= 0.
Esto prueba que x L y, para todo y € c(a)L; es decir z € c(a)LL. Entonces at C c(a)ll y por
consiguiente c(a)™ = at.

Sabemos que d(a) € att, luego d(a)™" g Ll Sea x € att y y € d(a)". Como c(a) € at,
se tiene que = L ¢(a), en particular |z|c(a) = 0. Por otro lado, y L d(a), luego |y|d(a) = 0. De la
misma manera obtenemos que:
| Ayl = (Jzl Alyl) (c(a) v d(a
- |x|A|y|ca)v(|x|A|y| <a>)
(Izle(@)) A (|yle(@)) ) v ( [2ld(a)) A (Jyld(a)) )

(0A lyle( )) (lzld(a) A
= 0VO

0
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Esto muestra que = L y, para todo y € d(a)"; es decir z € d(a)™". Entonces att C d(a)™,

finalmente obtenemos que d(a)"" = at+.

Sea p € wA. Si a ¢ p, como ad(a) = a(l — ¢(a)) = a — ac(a) = a — 0 = a, entonces d(a) ¢ p.
Si a € p, por [2, 3.4.13 (iii)], y el lema 3.2, a* ¢ p; sea entonces zy € a’ tal que xg ¢ p. Hemos
demostrado que a*t = d(a)*" y luego a* = d(a)". Entonces zo € d(a)™ y por consiguiente
|xo] A d(a) = 0 € p; esto implica d(a) € p, ya que p es irreducible. Hemos mostrado para p € 7A,
que a ¢ p<d(a) ¢ p, lo que da Sra(d(a)) = Sra(a).

Sea p € wA. Si d(a) € p, entonces c(a) ¢ p, ya que 1 = ¢(a) + d(a) y 1 ¢ p. Reciprocamente
si c(a) ¢ p, como c(a) Ad(a) = 0 € p entonces d(a) € p, ya que p es irreducible. Probamos que
d(a) € p < c(a) ¢ p, para todo p € wA; lo que da Sya(c(a)) =wA\ Sra(d(a)) = 7A\ Sra(a). n

Lema 3.5 Sea A un f-anillo proyectable. Entonces §:Zd(A) — B(wA), e — Sra(e) es un iso-
morfismo de dlgebras de Boole.

Dm: Como A es un f-anillo proyectable, por el teorema 2.9, A € I'% (7TA, (A/p)pEWA) en donde
a € A puede ser visto como a:7A — |JperaA/p, p — a + p. Por el teorema [2, 9.1.5], A/p es
totalmente ordenado para todo p € wA. Por [2, 9.4.16], A/p solo tiene como idempotentes a 0 y 1,
para todo p € TA.

Por el lema 2.11, §:Zd (A) — B(rA), e — d(é) = [ée =1] ={pend:eép)=1(p)} ={p e
7A:e+p=1+pt={pend:e—1ecpt={penld:e¢p}==Sra(e) es un isomorfismo de
algebras de Boole. -

Definicién 3.6 Para un f-anillo A, denotamos PP(A) el conjunto de todas las bipolares princi-
pales de A, es decir PP(A) = {att :a € A}.

Proposicién 3.7 Sea A un f-anillo proyectable. Entonces PP(A) es un dlgebra de Boole yy:Id(A) —
PP(A), e — et es un isomorfismo de dlgebras de Boole. La funcién reciproca esta dada por
7L PP(A) — Zd (A), att — d(a).

Dm: Por [2, 3.3.2], se sabe que PP(A) es un sub-reticulo del élgebra de Boole P(A) de las
polares de A. Para ver que PP(A) es un dlgebra de Boole, basta mostrar que a’ es una bipolar,
para todo a € A, lo que estd dado por el lema 3.4.

Trivialmente v(0) = 0++ = {0} et v(1) = 11+ = A. Se sabe por [2, 3.3.2], que y(e; A e3) =
(e1 /\62)LL = ertt Nextt = y(er) Avy(e) y que y(er Ves) = (e V 62)ll = ettt Ve tt =
~v(e1) V y(e2), para todo e1,es € A, en particular para ey, eq € Zd (A).

Sea e € Zd(A). Como 1= (1—¢e)+e, e€eltt y (1 —e)€el (yaqueen cadafibraeces0o 1
(cf. [2, 9.4.16]) y entonces (1 —e) Ae = 0); por el lema 3.3, c(e) =1 —e y d(e) = e. Por el lema
3.4, et =c(e)" = (1 —e)" y entonces (1 —e)™ " = 111, es decir v(€) = y(e)" (la operacién +
es el complemento de PP(A)). Tenemos que 7 es un homomorfismo de dlgebras de Boole.

Veamos que 7 es sobreyectiva. Sea a € A. Por el lema 3.4, W(d(a)) = a*t y finalmente por 3.3,
d(a) es un idempotente.

Veamos que « es inyectiva. Sea e € Zd (A) tal que e € ker(y), por lo tanto v(e) = e++ = {0}.
Como e € et tenemos e = 0. Entonces ker(y) = {0}. -

Corolario 3.8 Sea A un f-anillo proyectable, entonces o: PP(A) — B(mA), a*+ +— Sra(a) es un
isomorfismo de dlgebras de Boole.

Dm: Por la proposicién 3.7 y el lema 3.5, § o y~1: PP(A) — B(1A), at* — (§ oy 1) (att) =
§(d(a)) = Sra(d(a)) es un isomorfismo de dlgebras de Boole. Por el lema 3.4, o = oy~ L: PP(A) —
B(mA), att — Sra(a) es el isomorfismo buscado. -
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Lema 3.9 Sea T un reticulo con un menor elemento L y U un filtro de T'. Entonces U es un
ultrafiltro de T si y solo si para todo x € T \U, existe u € U tal que x Au= 1. -

Sean dos algebras de Boole B y C, vy £&: B — C un morfismo en la categoria de algebras de
Boole; designamos por S(&): S(C) — S(B), V +— £~1(V), para un ultrafiltro V de C, el morfismo
correspondiente en la categoria de espacios booleanos (y de funciones continuas), dado por la dual-
idad de Stone. Dado un espacio booleano X, designamos por ix: X — S(B(X)) el homeomorfismo
candnico.

Definicién 3.10 Para un f-anillo A, denotamos U(A4) el conjunto de los ultrafiltros de la es-
tructura de reticulo de Ay .

Proposicién 3.11 Sea A un f-anillo proyectable. Entonces U(Ay) puede dotarse de una topologia
tal que f:mA — U(AL), pr— Ax \p, y g U(AL) — S(Zd(A)), U — UNTd(A), sean homeo-
morfismos. Ademds, existen homeomorfismos k: A — S(PP(A)) y h: S(PP(A)) — S(Zd (A)) tales
que go f = hok; es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

TA ! U(AL)

k O g

S(PP(A)) — S(Zd (4))

Dm: Sabemos por el lema 3.2, que p € mA si y solo si p es un sub-grupo primo minimal.
Por [2, 3.4.10. 1)], f:mA — U(AL), p — A4 \ p, es una biyeccién. La funcién reciproca es
fTLU(AL) — A, U — S(AL \U), en donde S(B) = {z € A : existe b € B tal que |z| < |b|},
para B C A.

Declarando Sy 4, (a) = {U € U(Ay) :a € U}, paraa € A, se tiene que {Sy(a,)(a):a € Ay}
es una base para una topologia de U (A ):

(i) Evidentemente U (A4 ) = U{Su,)(a) :a € AL}, y

(ii) Si a1,a2 € Ay son tales que Uy € Sy(a,y(a1) N Syca,)(az), entonces ar,az € Uy, lo que
implica que a1 A az € Uy, por tanto Uy € Sy, (a1 Aaz); es claro entonces que Sy(a,)(a1 Aaz) =
Suag(@1) N Sua,)(az).

Veamos que f es continua; para a € A4 se tiene:

S (Suay(a)) = {pemA: f(p) € Suu,(a)}
= {penmdA:ac A \p}

= {pemA:a¢p}
= SWA((L).

Veamos que f es abierta: para a € A, Sya(a) = Sra(lal) ya que todo p € mA es un sub-grupo
solido y entonces a € p < |a| € p. Por tanto:

f(Sxala)) = f(Swallal)

{f(p) : la| & p}

{A4\p:lal € Ay \ p}

= {UeU(Ay):|a| €U}
Suca(lal),
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por consiguiente f es un homeomorfismo.

Para U € U(Ay) veamos que U NZd (A) € S(Zd(A)). Evidentemente U N Zd (A) es un filtro
de Zd(A). Basta mostrar que para todo e € Zd(A), e € U o & € U. Sino, existe e € Td(A)
tal quee € Ay \U yee A, \U. Por [2, 3.4.10], Ay \ U es un sub-grupo primo de A y entonces
e+é=1¢€ AL \U,lo que da una contradiccién. Por tanto g: U(Ay) — S(Zd(A)), U — UNZd (A),
estd bien definida.

Veamos que g es sobreyectiva. Sea Uy € S(Zd (A)), entonces Uy es una base de un filtro de A...
Entonces sea I un ultrafiltro de A tal que Uy C U. En particular obtenemos que Uy C UNZd (A).
Por lo que precede, Y NZd (A) es un ultrafiltro de Zd (A) y por tanto Uy = U NZd (A) = g(U).

Veamos que para U € U(A4) y a € Ay, tenemos a € U < d(a) € U. Si a € U, como c(a) € at
(i.e.: c(a) A a = 0) entonces c(a) ¢ U. Como U NZd(A) es un ultrafiltro y c(a) € Zd (A), luego
c(a) = 1—c(a) = d(a) € U. Reciprocamente, si a ¢ U, por el lema 3.9 existe u € U tal que uAa = 0,
entonces u € a’. Como d(a) € at, se tiene u A d(a) = 0. Consecuentemente, d(a) ¢ U.

La inyectividad de g se deduce fécilmente del siguiente hecho: sean Uy, Us € U(AL) tales que
Uy NZd(A) =U:NZd(A). Entonces para a € A,

ac€l; & dla)eUNId(A)
< d(a) eUsNId(A)
& a €U,

esto quiere decir que Uy = Us.

Veamos que g es continua; los abiertos de base de S(Zd(A)) son de la forma (e) = {
S(Zd(A)) : e € U}, para e € Zd(A). Entonces g~ ((e)) = {U € U(AL) : gUU) € (e)} = {U
U(AL) e €U} = Sy(a,(e), que es un abierto de base n

Basta ver que g es abierta para ver que es un homeomorfismo. Para a € A, se tiene:

9(Suay(@) = {gh):U € Sya,)(a)}
= {UNZd(A):aclU}
= {UNZd(A):d(a) €U}

)
UNTd(A): (a) eL{ﬂId(A)}

UeSZd(A)):d(a) et}
(d(a)),

que es abierto de base de S(Zd (A)).

Por el teorema [2, 10.2.1] y el hecho que mA es compacto, todo abierto-cerrado de 74 es de
la forma Sra(a) para algin a € A. Por tanto B(wA) = {Sza(a) : a € A}. Entonces irza:TA —
S(B(rA)), pri(p {SWA :p € Srala } {S’,rA ta ¢ p} es un homeomorfismo. Si ¢ es el
isomorfismo descrito en el corolario 3.8, declaramos k = S(p) o ix4. Entonces k: 74 — S(PP(A))
es un homeomorfismo tal que k(p) = S(g)(i,,A(p)) = S(0)({Srala) : a & p}) = {07 (Sxa(a)) :
ag¢p}={at:adp}

Si 7 es el isomorfismo descrito en la proposicién 3.7, decretamos h = S(v) el homeomorfismo
asociado. Para p € A, (hok)(p) = h({a**+ :a ¢ p}) = {v ' (a*):a ¢ p} ={da):a ¢ p} =
{d(a) :a€ AL \p},yaquea¢ p<|a| € py d(a) =d(|a]), para a € A. Ademds, es un ultrafiltro
de Zd (A).

Por otro lado, (go f)(p) = g(A+ \p) = (A4 \ p) NZd (A) es un ultrafiltro de Zd (A). Se sabe
por [2, 3.4.10] que A4 \p € U(A+) y por tanto a € AL \ p < d(a) € Ay \ p para a € Ay. Esto
demuestra que h(k(p)) € (A4 \ p) NZd(A) = g(f(p)). Como los dos son ultrafiltros, entonces

h(k(p)) = g(f(p)). Finalmente, hok = go f. -
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4. Ultraproductos de f-anillos proyectables

Las siguientes nociones son clésicas en la teoria de anillos de funciones continuas a valores reales;
seguimos de cerca la obra [5]. Para un espacio topolégico X completamente regular se designa por
C(X)={f:X —1R: f es continua}, en donde IR es el conjunto de niimeros reales con la topologia
del orden. De ahora en adelante X serd un espacio completamente regular.

Para f € C(X), Z(f) = {x € X : f(x) = 0} es el zero-set de f. Un sub-conjunto M de X es un
cozero-set si X \ M es un zero-set. El conjunto de zero-sets de X, Z(X) = {Z(f): f € C(X)}, es
un reticulo con las operaciones usuales de interseccién y de union de conjuntos de X. Un ultrafiltro
de Z(X) se designa por un z-ultrafiltro.

Se declara X = {A : A es un z-ultrafiltro de X}, con la topologia que tiene como base de
abiertos los Uz(y) = {A € BX : Z(f) ¢ A}, para f € C(X). Se puede ver 3X como el conjunto
de indices de z-ultrafiltros sobre X (super-indices, més bien), es decir X = (AP),epx, ¥y la base
de abiertos descrita anteriormente es Uz ) = {p € X : Z(f) ¢ AP}. Para p € X, designamos
por A, ={Z € Z(X) : p € Z} el z-ultrafiltro principal generado por p. Siguiendo la costumbre
se escoge la indexacién de SX de manera que A? = A, cuando p € X. Se tiene entonces una
sumersiéon de X en BX, que hace de X un sub-espacio denso de 5X. Se confunde usualmente p
con A,.

Para una familia (X;);c; de espacios topolégicos, |-)icr X; es la suma disjunta y se convierte en
un espacio topoldgico si O C |-);er X; es abierto cuando O N X; es abierto en X;, para todo i € I.
Noétese que ;¢ X; es abierto-cerrado en |-J;c;X; para todo J C I.

Lema 4.1 Sea (X;)ier una familia de espacios topoldgicos; entonces Z es un zero-set de |-)ic1X;
sty solo si Z = \:)ierZi, en donde Z; es un zero-set de X;, para todo i € I.

Dm: (=) Sea f € C(lJic1Xi) tal que Z = Z(f). Declaramos f; = f , parai € I. Claramente
fi € C(Xy), parai € I,y Z(f) = UJier Z(f2).

(<) Sea f; € C(X;) tal que Z; = Z(f;), para i € I. Considérese f = |Jierfi: [ Jic1 Xs — IR,
(z,7) = fi(x). Evidentemente f~(0) = Jierf; }(O), para cualquier abierto O de IR; esto prueba
que f € C(Jier Xi). Es claro que Z(f) = Jic1 Z(fi) = Jier Z: = Z. -

Observacién 4.2 Sea (X;);c; una familia de espacios topoldgicos. Para J C I:

frilJierXs — IR,
(i) — 0 siieJ
’ 1 sii ¢,

es continua y Z(f1) = Jics Xi.

Dm: f; es 0 sobre el abierto-cerrado ;e s X;, y 1 en su complementario; es por tanto continua,
y Z(f1) = Uies X -

Pour una familia (X;);cr de espacios compactos y D un ultrafiltro sobre I, el autor de [1] define
el ultracoproducto (diremos ultrasuma) de la familia (X;);es sobre D, como:

ZXi = {p ep <UX1> : UXi € p, para todo J € D},
D

i€l i€J

con la topologia inducida por B(|-)ierX;). La observacién siguiente permite ver el efecto de la
ultrasuma sobre los z-ultrafiltros principales.
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Observacién 4.3 Sean (X;)icr una familia de espacios compactos (no-vacios) y D un ultrafiltro
sobre I. Entonces:

ZXi cp (UXZ> \ UXi <= D es no principal.
D

icl il
Dm: Las siguientes equivalencias se verifican facilmente:

>op Xi € B(UierXi) \ User X
<= para todo (z,7) € [Jicr Xi, A,y & D p Xi
<= para todo (z,7) € [Jicr Xi, existe J € D tal que (JicsXi & A
<= para todo (z,i) € (Jicr Xi, existe J € D tal que Z(fs) ¢ A
<= para todo (z,i) € |-Jier X;, existe J € D tal que fs(x,i) #0
1 <= para todo (x,7) € |JierX;, existe J € D tal que i ¢ J
To <= paratodoi € I, existe J € D tal quei ¢ J
<= D es no principal.

Para 2 = 11 se requiere que los X; sean no vacios. -

Para una familia (S;);c; de sub-conjuntos de (X;);cr (ie.: S; C X;, para i € I), en [1] se
declara:
op(S;) = {p € ZXi : USi contiene un element de p}.
D iel
En este trabajo, el autor demuestra que:

{O'D(Mi) : (M;)ier es una familia de cozero-sets de (Xl-)l-el},

es una base de abiertos para la topologia de >, X;.
El resultado que nos interesa (demostrado en [1]) es el siguiente: si (X;)ies es una familia de
espacios booleanos, entonces » 5, X; es booleano y:

n:[Lies B(Xi)/D — B(Xp Xi)
(Ci)ier /D +— op(Ci),

es un isomorfismo de algebras de Boole.

La clase de f-anillos proyectables es cerrada bajo ultraproductos. El lema siguiente describe
el espacio de representacién de un ultraproducto en términos de la ultrasuma de los espacios de
representacion de sus factores. Recordamos que en un anillo reticulado A, S(B) = {z € A : existe
b € B tal que |z| < [b|} es la parte sélida generada por B en A.

Proposicién 4.4 Sea (4A;)ic; una familia de f-anillos proyectables y D un ultrafiltro sobre I.

Entonces:
ZwAi ~ 7 (HAZ-/’D> ,

D icl
y el homeomorfismo estd dado por:

pr—p=>5 <HAZ-/D> \Uy |-
i€l +

en donde

icl iel

L{p = {(ai)ig/D S (HAl/D> : USﬂ-Ai(ai) € p}.
+
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Dm: Por la proposicién 3.11, tenemos que:

()l

Por definisabilidad de Zd (-), obtenemos que:
S <Id (H A /D)) ~ S <sz (4s) /D) . @)
i€l iel
Del lema 3.5, deducimos que:
S <sz (A) /D) ~8 (H B(rA;) /D) . @
i€l i€l
Por el resultado de [1]:
i€l D
Finalmente, por la dualidad de Stone:
S <B (Z WAZ->> ~ > wA;. (5)
D D

El homeomorfismo serd descrito paso por paso (comenzando por abajo) gracias a la serie de
homeomorfismos anteriores:

(5)
Ypml — S(B(ZD 7TA1'))
p — U; ={0eB(Xpm4;):pe O}
= {O’D (Ci) : (Ci)ier es una familia de abiertos-cerrados
de (mA;)icr yp € op(Ci)}

= {UD (Srai(ai) « (ai)ier € [Lie Ai v WierSxa,(ai) € P}

(4
S(B(Zpma)) — S ([les BlrAi) /D)
Z/{; — Z/{;g = {(Sﬂ—Ai(ai))iel/’D : (ai)ie] S Hiel Al y
Uie[SﬂAi (az) € p}

Para el siguiente cdlculo, basta ver la reciproca del isomorfismo dado por el lema 3.5 con los
resultados del lema 3.4:

(3)
S (Hz‘el B(WAi)/D) - (Hiel 1d (Al)/D)
L{g — Z/{S’ = {(d(ai))ieI/D: (ai)ier € [[;e; Ai y
UieISﬂ'Ai (ai) € p}
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La etapa siguiente se justifica simplemente por el hecho que d(-) es definible (ver lema 3.4):

(2)
S(Hielzd(Ai)/D) - S(Zd(HielAi/D))

u — U, = {d((ai)iel/p) t(ai)ier € [Lier Ai y
WierSa,(ai) € p}
= {d((ai)ieI/D) i (ai)ier € (Hiel Ai)+ y
(JierSra,(ai) € p}

Usando la reciproca del homeomorfismo g dado en la proposicién 3.11, obtenemos que:

(1)
S (Id (Hie] Ai/D)) — U ((Hie[ Ai/D)+>
Uy — U = {(ai)ier/D: (ai)ier € ([Ties Ai)
y UierSra, (ai) € p}
= {(ai)ier /D € (ITie; Ai/D)+ : JierSra, (ai) € p}

Denotamos U, = L{S, y el dltimo paso estd dado por la inversa de f en la proposicién 3.11:

)

u((HiGIAi/D)Jr) - W(HielAi/D)
U, — S<(Hi61Ai/D)+\L{p).

La composicién de las aplicaciones definidas en cada etapa da el homeomorfismo descrito en el
enunciado.
|

Definicién 4.5 Sea (A;)icr una familia de f-anillos proyectables, D un ultrafiltro sobre I. Para
pE Y. pmAi y Z € p, definimos:

I(Z)={ieI: existeqe mA; tal que (q,1) € Z}.

Para i € I(Z), definimos:
Ql(Z) = {q S 7TAi : (q,i) S Z}

Nétese que simplemente I(Z) = {i € I: (rA; x {i}) NZ # 0} y que Qi(Z) = (7A; x {i}) N Z
es un cerrado de mA; (via la identificacién de wA; x {i} con wA;).

Lema 4.6 Sea (A;)icr una familia de f-anillos proyectables, D un ultrafiltro sobre I, p € Y- wA;
y Z € p. Entonces I(Z) € D, y por tanto tiene sentido considerar el ultrafiltro D restringido a
I(Z), que denotamos por Dy

(2)"

Dm: Si I(Z) ¢ D, entonces J = I \ I(Z) € D. Por tanto |);esmA; € p. Consecuentemente
ZNJicgmA; € p, y entonces ZN\-J;esmA; # 0. Sea (q,1) € Z tal que (q,i) € |-} icsmA;. Tenemos
que i € I(Z) ei € J. Esto da una contradiccién. -

En este contexto, si Z, W € p son tales que Z C W, entonces (W) C I(Z) y parai € I(W),
trivialmente Q;(W) C Q;(Z).
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Definicién 4.7 Sea (A;)ier una familia de f-anillos proyectables, D un ultrafiltro sobre I y p €
Y pmAi. Para Z € p, definimos:

Lzy= [] r{@i2), |JA/m /Dh(z)'

iel(Z) q€Qi(2)
Para Z,W € p tales que W C Z, definimos:

Tz)wi L(Z) — L(W)

(Ui)iel(Z)/Dh(z) — (U”Qi(w))ieI(W)/D“(W)'

Lema 4.8 Sea (A;)ier una familia de f-anillos proyectables, D un wultrafiltro sobre I y p €
Y pmA;. Entonces Yz w estd bien definido y es un L-homomorfismo sobreyectivo, para todo
Z,W epconW C Z.

Dm: Yz i estd bien definido: sean (ai)iel(z)/D“(Z), (Ti)iel(z)/D“(Z) € L(Z) tales que (Ui>iEI(Z)/D[I(Z) =
(7i)ie1(2)/ D11z, - Entonces {i € I(Z) : 0 = 7} € Dy, ,,. Como I(W) € D (ver lema 4.6), tenemos
que: {i € (W) : 0y = 7} € Dy, Consecuentemente {i € I(W) : 0it, ) = Tijg ) € Prigw)-
Célculos simples muestran que Tz es un homomorfismo de anillos ordenados. Tz es so-
breyectivo ya que toda seccién definida sobre un cerrado (Q;(W) es cerrado) puede extenderse a
una seccién global y en particular a Q;(Z) (cf. [9]). -

Si para Z,W € p, definimos Z x W <= W C Z, entonces (p, <) es un conjunto filtrante.

Definicién 4.9 Sea (A;)icr una familia de f-anillos proyectables, D un ultrafiltro sobre I y p €
> p mA;. Definimos:

Ly =lim (L(Z)zepa (Tz,W)zwv) :

Proposicién 4.10 Sea (A;)icr una familia de f-anillos proyectables, D un ultrafiltro sobre I y
peEY . pmA;. Seap e W(Hie[ Ai/D) el elemento asociado a p por la proposicion 4.4. Entonces:

<H Ai/D> /ﬁ = h;r}n (L(Z)Z€p7 (TZ,W)Z<W) = Ly.
i€l
Dm: Para Z € p, consideramos:
Yz: L(Z) — L,
(Ui)iel(z)/DrI(Z) — (Ui)iel(Z)/Dhm /‘”’

la aplicacién dada por la construccién del limite inductivo; tenemos que Tz = Ty o YTz para
todo Z, W € p tales que Z x W,y Tz es un L-homomorfismo sobreyectivo, para todo Z € p.
Para Zy = |JicmA; tenemos Zy € p, I[(Zy) =1, y:

T="g,: HieIAi/D — L,
(ai)ier /D — (ai)ieI/D/"“a
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que es evidentemente un £-homomorfismo sobreyectivo.

Mostremos que ker T = p. Sea (a;)ic1/D € P, entonces |as|icr/D € p. Sea ¢ € ([T, Ai/D)+ \
U, tal que |a;licr/D < c (cf. proposicién 4.4). Como U, es un ultrafiltro y ¢ ¢ U,, entonces
lailicr/D ¢ U,. Entonces | icrSra,(|ai]) ¢ p. Por tanto Xz = | iermA;i \ | ic1Sxa, (Jai]) =
Jier (7TA1' \ Sra,(|a; )) € p. Calculemos T((ai)ig/D) pasando por Xj, es decir:

Y=Yz =Tx, 0 zx,.

T((ai)iel/p) = Tx, ((airQi(Xa))iel(xa)/,D“(Xa))

Gitg, (Xa>) ie1(Xa) Dtiixa

Obtenemos:

Il
/N

Para i € I(X3), tenemos:

q € Qi(Xa) (g,) € Xa

q € mA; \ Sra,(lai])
q ¢ Sra,(lail)

lai| € q

a; €q

ai(q) = a; +q¢=0.

rreeey

Por tanto para i € I(Xg), tenemos a;; = 0. Esto muestra que Y ((a;)icr/D) = 0. Conse-
cuentemente p C ker Y.
Sea (ai)ig/@ ¢ p, entonces |ai|i€1/D ¢ p, y por tanto | ;erSra;(|ai]) € p. Sea Zz =

(JicrSra;(|ai]). De la misma manera vamos a calcular T((ai)ig/D) en pasando por Zz. Es decir:

T= TZO = Tza OTZO,Za-

TZf <( i1Q,;(2a) )1€I(Z / I(Za))
(al le; <za) ie1(Za) / I<za>/

(Qal) € Z&

q € Sra,(lai)

lail & q

ai & q

ai(q) = a; +q #0.

@)(20) # 0. Esto dice que T((ai)ig/D) # 0, y por
tanto (a;)icr/D ¢ ker Y. Esto muestra que kerT C p y termina la demostracion. -

Qi(Xa)

Entonces:

T((Gi)iel/D)

Para i € I(Z;), tenemos:

q € Qi(Za)

rores

Por tanto para i € I(Z;), obtenemos a;j,,

Teorema 4.11 Sea (4;)icr una familia de f-anillos proyectables y D un ultrafiltro sobre I. En-

tonces:
I1 A /D er? (ZWAZ, P)pes . na, )

i€l

Dm: Basta usar el teorema 2.9, y las proposiciones 4.4 y 4.10.
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