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Resumen

Se obtienen resultados similares al Teorema Tauberino de W. Rudin, para integrales
singulares definidas en intervalos acotadas. Asi mismo, para casos en que el nicleo es
una funcién oscilante.
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Abstract

We obtain some results similar to W. Rudin’s Tauberian Theorem, on singular
integrals defined on bounded intervals. We also consider cases on which the Kernel is
an oscillating function.
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1. Introduccion

El principal resultado en [7] generaliza el teorema que W. Rudin obtuvo para el nicleo
de Poisson, a una serie de niucleos definidos en R"™. En detalle éste se presenta a contin-
uacién:

Teorema 1 Sean B(0,r) C R" la bola abierta centrada en el origen de radio v, m medida
de Lebesgue en R™ normalizada de tal manera que m (B(0,7)) = r™. Ademds:

= 1 la medida de Borel finita y positiva definida en R™,

» g funcién derivable y acotada en [0, +oo[ que satisface
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i) / \g(r)]r"‘l dr < +o0.
0

ii) / g (r)] dr < +oc.
0
iii) g(0) # 0.
] qub(y) £0, Vy € R, donde ¢ denota la transformada de Melin de o(r) = —r"Tig/(r).

) = [ stwuE donde oa) = gl

1 B(0
Entonces, si lim —/ %) (£> dp = L se tiene que lim M = L.
=0 €" Jpn € r—0 r"

Este teorema da una caracterizacién de aquellas funciones g definidas en [0, +o00[, para
las cuales se cumple el teorema tauberiano.

En este trabajo se obtienen resultados similares a los teoremas tauberianos para ntcleos
definidos en los intervalos acotados o ntcleos oscilantes. Integrales singulares como De la

s 1
Vallée-Poussin V,, () = %/ coszngd,u(t), Landau L,(u) = \/i/ (1 — )" du(t)
™ ) _r ™ J_1

en donde el nicleo estd definido en un intervalo acotado. O bien la integral de Feier
2 oo sin?(s)

@(s) == J, —5=~d(u)(s) son objeto de analisis.

2. Integrales singulares definidas en intervalos acotados

Sea 1) una funcién par, continua en (—a, a) creciente en [0, a) y tal que }im Y(t) = +oo,
¥(0) =0, ¢'(0) =0y ¢"(0) = ¢ > 0.

Teorema 2 Si p es una medida finita de Borel en (—a,a). Considere la integral

) =2 [ e 0dute) ysea Jim 1o = £

entonces
¢//
h/m ,u([ T7T]) — ﬂ L
n—00 r 2
DEMOSTRACION: Sea v(t) = /v(t)sgn(t),t € (—a,a) entonces v : (—a,a) — (—00,0)

es estrictamente creciente. Ademés v(t) = 4/ %(0) t(1+o(t)) t—0.
Sea w la inversa de v. Considérese v definida en el sistema de subconjuntos borelianos
de R, tal que
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I,(p) = \/g/_z e du(t) = \/g/_z e‘"”zdy(v).
)

Sin= 6% se tiene I (u) = 2 - /7 [;° e_(%)2du(
Esta ultima integral coincide con la integral de Weierstrass.
El nticleo de Weierstrass g(r) = e~ satisface las condiciones del teorema (1), esto es:

Entonces

2 TL—iy d""

si ¢(r) = —r" g/ (r) se obtiene QAS(y) = /OO e"r
0

r

Donde ngb representa la transformada de Melin de ¢.

~ oo - d 2 ;
Py) = / e_rzr"_’y% = —F(L;Zy) # 0, para todoy € R
0

y por lo tanto se cumple la conclusién del teorema (1):

)

= L.
b—0 b

Sin embargo,

asi

por lo tanto

. p([=mr]) o Y(0)
M atery -V 2 b

Ilustremos este teorema en los ejemplos de las integrales de De la Vallée-Poussin y
Landau.

2.1. Integral de De la Vallée-Poussin

Sea p-medida de Borel finita en el intervalo [—m,7]. La integral de De la Vallée -
Poussin esta definida por

=Y —dp(t
Un (1) N cos™ o u(t),
que se puede escribir en la forma

n T —nlog —54
vn(p) = % e < zdu(t).
—T

Denotamos 9 (t) = log —5~. Es obvio que ¥(t) = % +o(t?), t — 0, ¢"(0) = 3. Por

1

cos? 3

- 1

esto, si lim Vn('u) = [ entonces lim M =_L.
n—oo r—0 r
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2.2. Integral de Landau

La integral de Landau se escribe:

-2 fLo-eran

con y la medida de Borel en [—1,1]. En este caso (t) = —log(1 — t2),4"(0) = 2 y de la

existencia de Ifm Ly (u) = L sigue que lim 420 — 1,
n—00 r—0 r

3. Nicleos Oscilantes

Hasta el momento solo hemos tenido relacién con ntiicleos monétonos. Es de interés
analizar los nicleos oscilantes. Un ejemplo importante de estos lo constituye el nticleo de

Feier:

2sen? s

p(s) =

Para este ncleo no se pudo obtener una demostracién directa mediante el esquema usado
en [7]. A pesar de que la transformada de Melin de ¢ es diferente de cero Vy € R.

e (s € R).

~ 24
fo) = BT
T (1+iy)-(2—iy)e” 718 2sh 7y
= — =) 2~ ~ € R (ver anexo).

El inconveniente se presenta porque ¢(r) = "1 . g(r) no es sumable en (0, +0co) con
la medida %. Sin embargo se cumple el un teorema similar al de Wiener.

Lema 1 [ es la trasformada de Fourier de la medida de p. Si

If i/Ai /a“( )du | da = L (1)
AZSe A Jy 2r \J e ) e =

entonces | ja
— —r|ul
lli% 5 /_ooe p(u)du (2)
DEMOSTRACION
Sean M(a) = [ Fi(u y N(A) =4 fOA M (a)da.
Entonces M( )= ﬂ(a) +p(—a) y M(A)=(AN(A)).
L Tl (u)du = L /OO e "p(u)du + Oem (u)du
27 J_ o K 2 | Jo K oo a
= % {/0 e‘ruﬁ(u)du+/0 e " u( u)du]
1 o



ANALOGOS A TEOREMAS TAUBERIANOS 5}

1 [e.e]
= — e "M’ (u)du
0

2m

T > —Tru
= %/0 M(u)e™™du

r o

_ / (uN (w))'e " du

2 Jo

r2

= —/ ulN(u)e ™du
2 0
1 © _
= — rulN(u)e”"rdu
27T 0
_ L1 se_sN(f)ds
- 27 0 T

1 s 1 r [r rofr 1 @
%N(;)—%g/o M(a)da—;/o %</_au(u)du> da

y por hipétesis
im - 2 / " iw)du ) da = I
im — — w)du | da =
r—0S Jy 2w H ’

—a

Note que

ademds la funcién N es obviamente acotada y lim4_.., N(A) es finito.
Por el teorema de Lebesgue sobre el paso al limite bajo el signo de integral se tiene
que

lim — / e ) du = L/ se °ds = L.
—00 0

Teorema 3
St es una medida finita en el sistema de conjuntos borelianos de R y se cumple que

L, 2 [ sen2§
llf%g/_oo () = (3)
entonces
h/m lu([ T7T:|) :L
r—0 T

DEMOSTRACION: La relacién (3) significa que la integral impropia % f_oooo w(u)dp, donde
it es la transformada de Fourier de la medida pu, tiende a L en el sentido de Abel; i.e

A 1 a
Ah—]?;o ; <%/_a,u(u)du> da=1L

y seguin lo demostrado en el lema se tiene

im L eUG(u) = L
r—0 27 —co
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y esta ultima igualdad significa que

1 [ rd
w1 [T s
r=0TmT J_ §°+T

con lo que se puede aplicar el teorema de Rudin.

> gen? s

Anexo. Célculo de la integral % / s¥ds.
0

S

Sea ¢(t) = %sef# La funcién ¢(t)t" € L1(0,+00) es sumable por el método de Abel:

e e 2
/ e(t)t"dt = lim o(t)t7e ' dt = lim <t”e_5t/ Ql)(u)eit“du> e (4)
0 £=0Jo £=0Jo -2

19 __ .
donde () = P(€) = { FE kD) el <2

Luego, (4) es igual a

2 00
lim [ () ( / e—<€—i“>tt”dt> du. (5)
0

e—0 =)
Véase que
o0 o 00 O dt eF
/ e~ ety gy — / ((e - Z'u)t)”e_( —wb___ T = / 27dz
0 0 (e —iu)™ cu

haciendo z = (e — iu)t,dz = (e — iu)dt.

Obsérvese que

I—/ e 2"dz
= - (E — Z'u)l-i-i’}/
donde 7., es la regién en la siguiente figura:
£,U
u
Hs,u FR
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Se tiene

1 ; i ;
I=——F / e #2"dz + / e "dt + lim e “2"dz| = 0.
(e —iu) ™ |JLow 0 R—co Jrp

o0
Se sabe que / e "tdt = T'(1 + ).
0

Célculo de lim e “2"dz.
R—o0 Tr

Sean —1 <u < 1,e > 0, u fijo.
Sife [0, arctan %] entonces 0 < cos(arctan §) < cos < 1. Ahora,

arctan %
/ e 7 2dz = / (Re®) - iRe® db
Tr 0

/ e “2dz
I'r

arctan 7
— / e—RCOSGe—G’dee
0

arctan %

< HléX(l, e—'yarctan%) . R/ e—RCOSGdH
0
2
< K. ﬂ méx e—RCOSG
- 2 Tg
< KRe ™™

Vedse que K R%2e 1 — 0 cuando R — 0, siendo 6 > 0. Por lo tanto

lim e 2dz =0
R—oo Tr
Luego,
, —I'(1+4
/ e “2dz = M #0.
Lo (e —qu)tt™
Es decir [;° e~ (Emtyi gy — —% y entonces la integral (5) es:

_ —T+iv) /2 2 — |ul

27 _9 (e —iu)l 44y
 —T(1+iy) /2 2—u 2 —u
T e—i) Ty (e i) (e —iu) 0
—T(i+i 2 . .
_ L+n) [2/ (e +iu) ' + (e —iu) ' du
2 0
2 . .
_ / (ule + iu)"" + (£ — iu)"=)du
0
—I'(1 4 iv)

= —— i+,
o L+ 1]
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: ' ; 2 11 . 1 '
I:/ (e i)™ (e — i) ] du = ) e+ i) o+ e - i)™
0 _
2{e+20)7 = — (e = 20)7 +2] — 2((20)77 = (=20)7"7)
2

=2 o—ivlog2+i% _ e—z’w(logz—%q = 2¢~ivlog? [e% _ ﬁ]

i]

_ 2 _—ivylog?2 ™y
=2 L senh= > .

II:/ u (e +iu) " + (e — i) du—s
0

U —u

El cambio de lugar del limite y la integral es posible segin el teorema de Lebesgue ya
que

uf(e + iu) " 4 (e —du) ] <

%
Ve 42 T

Se deduce que

DGt 1y ]]= / (w)l idu + / (fu) 77 — idu
= e <—i3>w]2

2 1

. 1—idy 1—idy 0
— = [(20)" — (20)77
:(1—_2iz;/)e—i'ylog2sh%’
y asi tenemos que
2 fe's) . .
g —I'(1 4 2 ~
lim [ ¢(u) / e ETWHIY G ) du = —Ttiy) |4 4| eirlos2, shzy
=0 [ o 0 27 v 1=y 2
— _P(l + Z’Y) . 2- Z’Y e—i’ylog2shz,y.
™ (1 —iv) 2
Finalmente i log 2
2 /°° sen? S s — —I(1+ w)e_w’ e2shfy
mJo 8 my(1 — i)
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