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Resumen

Usando sobrecalentamiento simulado se construye el algoritmo MDSI-SS para op-
timizar el Stress definido por Denoeux y Masson [6] para disimilitudes tipo intervalo.
En tres juegos de datos se compara el valor del Stress obtenido con MDSI-SS e IN-
TERSCAL, este tltimo método propuesto por Rodriguez et al. [12].
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Abstract

By the use of simulated annealing it is defined the algorithm MDSI-SS for the
optimization of Stress defined by Donoeux and Masson [6] for interval-type dissimi-
larities. On three data sets it is compared the value of stress obtained by MDSI-SS
and INTERSCAL (the later is the algorithm proposed by Rodriguez et al. [12]).
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1 MDS clasico

1.1 MDS de Torgerson y Gower

El Escalamiento Multidimencional, abreviado MDS por sus siglas obtenidas del inglés
MultiDimensional Scaling fue propuesto por Torgerson [13] y Gower [9]. El problema fue
planteado en términos de que dada una matriz de distancias D entre n objetos

D = (d;j) de tamano n x n

se trata de encontrar un conjunto {x1,...Xy} de puntos del espacio euclideo IRP, de modo
que las distancias ||x; — x;]| entre estos puntos reproduzcan lo mejor posible las distancias
d;j, entre los correspondientes objetos.

La solucién encontrada por Torgerson y Gower consiste en definir a partir de D una
matriz de productos internos B = X X!, donde X es la matriz cuyas filas son {x1,...Xn},
para luego obtener la Descomposicién Espectral de esta tltima matriz. Los valores y vec-
tores propios de B permiten construir la configuracién de puntos deseada. Una descripcion
breve del procedimiento es la siguiente.

e Se define B centrando en filas y columnas la matriz A

1 1
A= (_gd?j% J:[n_ﬁllta B=JAJ.

e Sean ug,...,u, los vectores propios ortonormados de B y A1,...,\, los valores pro-
pios correspondientes. Sea ademds la matriz U = (u; ... up)nxp y Arambda la matriz
diagonal de los valores propios. Se obtiene la Descomposicién Espectral de B

p
B =) MNuul=UAU"=QQ"

i=1
con @ =UA ;5 y peselrango de B.
e La configuracion deseada es la definida por las filas de Q.

Una solucion aproximada 6ptima, de rango r < p, en el sentido del producto de Hilbert-
Schmidt, se obtiene si se eligen solamente los primeros r valores y vectores propios para
definir Q.

La solucion de Torgerson y Gower fue posteriormente generalizada sustituyendo la
matriz de distancias D por una matriz de disimilitudes A = (;).

En el caso muy frecuente, de que la distancia o la disimilitud no sean euclideas la matriz
B no es semidefinida positiva, hay valores propios negativos y por lo tanto la soluciéon de
Torgerson y Gower no es aplicable o bien no es éptima. Una alternativa es minimizar una
funcién denominada Stress.
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1.2 MDS minimizando la funcién de Stress

Dada una matriz de disimilitudes A = (J;;), el problema se plantea en términos de encon-
trar una configuracién {xi,...xn} de puntos de IRP que definimos como las filas de una
matriz X = (2j)nxp que minimize la funcién de Stress:

o(X) = (6 — dij (X))

1<j

donde d;;(X) es la matriz de distancia entre las filas de X.

Diferentes métodos se han utilizado para obtener el minimo de esta funcién, que se
fundamentan en técnicas tales como: Descenso del gradiente, Smacof, sobrecalentamiento
simulado, etc. Ver por ejemplo [3], [5] y [10].

2 MDS con matriz de disimilitud tipo intervalo

En la actualidad es frecuente encontrarse con grandes bases de datos que es necesario
reducirlas previamente para poder utilizar alguna herramienta de anélisis. Una manera de
enfrentar esta dificultad ha sido propuesta por Diday [7] la cual consiste utilizar el Anélisis
de Datos Simbdlicos. Las bases de datos son reducidas en su tamano al redefinirlas sobre
una unidad mas compleja que él llamé Objeto Simbdlico. A partir de los trabajos de Diday
se han redefinido algunas de las técnicas usuales de anélisis de datos para ser aplicadas a
datos simbdlicos, tal es el caso del Escalamiento Multidimensional (MDS) para el que se
han propuesto dos procedimientos que corresponden a los dos planteados en las secciones
1.1 y 1.2 | pero bajo el supuesto que las entradas de la matriz de disimilitud son intervalos
que expresan la variacion de la didimilitud entre objetos simbdlicos.

2.1 Los datos

En el resto de este articulo supondremos que los datos estan dados en la forma de intervalos
de variacién de disimilitudes entre objetos simbdlicos, organizados en una matriz simétrica
A = (6i5),,s,, donde &;; = [éij,&-j] representa el intervalo de variacién de la disimilitud
entre dos objetos simbdlicos R; y R;.

Datos de esta naturaleza se generan por ejemplo, en experimentos donde los objetos
se presentan por pares (R;, R;), a un grupo de jueces quienes, en una escala determinada,
emiten una calificacion de la “disimilitud” entre dichos objetos. Esta calificacién varia de
un juez a otro dando lugar a un rango de variacién del tipo d;; = [éij,&-j] .

2.2 Objetivo del MDS simbdélico. Caso intervalo

Dada una matriz de disimilitud A = (J;;) cuyas entradas son intervalos que expresan el
rango de variacién de la disimilitud entre n objetos simbdlicos. Sea X = ([z;;, Tij])nxp =
(Rij)nxp una matriz cuyas n filas corresponden a la representacion de cada uno de estos
objetos mediante un hipercubo, cuyos intervalos expresan el rango de variacién de las r
variables que caracterizan los objetos.
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El problema se plantea en términos de encontrar X de modo que las distancias euclideas
maximas y minimas [dw’ d”] entre los hipercubos R;, R; (filas de X') reproduzcan lo mejor
posible las correspondientes d;; = [52], &; ] Las distancias euclideas dw, d;; se definen como

dij = max{d(z,y) |z € Ri,y € R;} y djj = min{d(z,y) |z € R,y € R;}.

Denoeux y Masson probaron en [6] que estas distancias se expresan asi:

p
D [wik + i + |vik — vji]]” (1)
k=1

l\’)l}—t

1
_7,] n

W

p
Z Ui + ik — |Vir — Vjk| — [wik + wjp — vk — vjr||]? (2)
k=1

donde wir, = Ty — Zy ¥ Vik = Tik + Ly,

Dos soluciones se han propuesto al problema anterior, que se corresponden a los casos
clasicos descritos anteriormente, adaptados a disimilitudes tipo intervalos. A continuacién
damos una breve descripcion de estos métodos.

2.3 Método INTERSCAL

Rodriguez, O.; Diday, E. y Winsberg, S. [12] propusieron un método que llamaron INTER-
SCAL (INTERval SCALing) el cual es una generalizacién del método clasico de Torgerson
y Gower. Ellos transforman la matriz de disimilitud tipo intervalo de n X n en una matriz
de disimilitud clésica A de tamaifio 2n x 2n definida como A.

R R T
i B TR T RO v P
by TR g b b Em 5, Tt
521;@ 7@ 52 0 523;5273 503 ... ‘5%;% 7@
A= 53_1 531;@ 53_2 ‘532;‘53_2 0 033 53_n ‘53”;M . (3)
531;@ 5o 532;53 a2 b33 0 . 53n42r53_n 5o

Siguiendo un procedimiento analogo al de Torgerson definen a partir de A una matriz
de productos internos B de tamafio 2n x 2n. Sea {ui,...,up} C IR?™ un conjunto de
vectores propios ortonormales de B asociados a los p valores propios Ay > Ay > ... A\, > 0.
Utilizan la matriz UA X = = (vVAuq, .. \/7 up) de tamafio 2n X r, para deﬁmr una matriz
de hipercubos X de tamano n xp. Los extremos de los 7 intervalos que forman el hipercubo
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i-ésimo se obtienen tomando los correspondientes maximos y minimos entre las filas 2¢ — 1
y 2i de UA /5. Es decir z;; = min{Zo;_1 j, T j} ¥ Tij = max{Toj_1;, T2, ;} donde Ty; ;
es la entrada (2i,7) de la matriz @ = UA 5 Las filas de @ asi definidas conforman la
configuracién buscada.

2.4 Método minimizando el Stress

Una generalizacion del MDS para el caso de datos tipo intervalos fue dada por Denoeux
y Masson ([6]). Para ello redefinieron la funcién de Stress como

i<j

El problema es planteado en términos de obtener una representacién de tipo intervalo
X = ([xij,Tij])nxp Para los objetos simbdlicos, de manera que se minimize el Stress.
Denoeux y Masson utilizaron el método del descenso del gradiente para minimizar el
Stress.

3 Aplicacion del sobrecalentamiento simulado en la opti-
mizacién del Stress

La optimizacion del Stress utilizando el descenso del gradiente no garantiza la obtencién de
un minimo global, por otra parte el método INTERSCAL no se aplica directamente sobre
la matriz de disimilitud tipo intervalo, sino sobre otra matriz que no es tipo intervalo y que
ademas puede no ser semidefinida positiva, afectando la optimalidad de la configuracion
encontrada por el método de Torgerson.

La solucién que se propone en este trabajo consiste en aplicar la técnica de Opti-
mizacién Estocdstica conocida como Sobrecalentamiento Simulado (Simulated Annealing)
que abreviamos como S, introducida por Kirkpatrick, Gelatt y Vecchi 1982-1983) [1] la
cual utiliza un algoritmo conocido como la regla de Metropolis que garantiza una conver-
gencia asintética a un 6ptimo global, con probabilidad 1.

Aplicamos S'S para minimizar la funcién de Stress o(X) con respecto a X directamente
sobre la matriz de disimilitud tipo intervalo.

3.1 Descripcion del algoritmo

Para poder utilizar el método de Sobrecalentamiento Simulado, es necesario discretizar el
espacio RP, para ello se define un mallado de paso h.

El objetivo es minimizar la funcién de Stress o(X) entre todas las configuraciones X
de tamafno n X p cuyas filas son puntos del mallado. El procedimiento comienza eligiendo
una configuracion inicial Xo = ([24;, Tij])nxp Sujeta a las restricciones x;; < Tj; Vi, j, de
tal manera que para h, p y Xy dados queda determinado un conjunto de estados posibles
H(Xy), por medio del sistema de generacién de estados que se describe en 3.1.1.
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El procedimiento para elegir de H(X() la configuracién 6ptima no solo requiere definir
un sistema de generacion de estados, si no ademés determinar la temperatura inicial ¢y y
el largo [. de la cadena de Markov.

3.1.1 Sistema de generacion de estados

Sea X una configuracién inicial de tamano n x p, D = {+£e;|i = 1,2} el conjunto de
direcciones canénicas de R? y h > 0 el tamaiio del paso.

Un estado vecino de X es la matriz que se obtiene de X, perturbando una fila cualquiera
de ella de acuerdo a lo siguiente:

1. Se selecciona al azar (i,7) € {1,...,n} x{1,...,p} con probabilidad nip yd € D con

probabilidad % perturbar la fila z; sustituyendo el j-ésimo intervalo por (z;j, Ti;) +hd

2. Si #; denota la fila perturbada, el nuevo estado vecino de X es la matriz X obtenida
al sustituir la fila z; de X por #;. Denotamos como V(X) al conjunto de todos los
1

vecinos de X. La probabilidad de generar un vecino de X es Tnp

3.2 El algoritmo MDSI-SS

La implementacién computacional del método se basa en el siguiente esquema algoritmico
que denominamos MDSI-SS, donde € es un umbral elegido por el usuario, v es y nmaz es
el nimero méaximo de iteraciones.

1. Se escoge al azar una configuraciéon X tipo intervalo. Elegir un valor de h (por
ejemplo 0.1) y calcular la temperatura inicial ¢ y definir ¢ = 0.

2. Repetir [, veces 2.1 y 2.2.

(a) Generar un vecino X de X de acuerdo con el sistema de generacién definido
anteriormente.

(b) Calcular la diferencia del Stress Ao = o(X) — o(X) y aceptar (o no aceptar)
X de acuerdo con la regla de Metropolis, es decir: si Ao > 0 entonces se define

X := X. Si Ao < 0 entonces se escoge o € [0,1] al azar con probabilidad
Ao

uniforme y si . e ¢ > « entonces se define X := X.

3. Si ¢t < € 0t =nmax, terminar. Si no definir ¢t := ¢+ 1, ¢; = y¢;—1 y regresar al paso
2.

Observacion Para la rapidez del algoritmo es importante encontrar una expresién sencilla
de la diferencia del Stress, en nuestro caso, asumiendo que se sustituye la k-ésima fila xp
por Iy se tiene que

Nop= Yl ( )2 (8 — d(w, x5))?

(jkvxj))2_ (ék] - d(ikvxj))ﬂ
)2 = (8 — d(Zk, w1))?

Ty T1))° 40k — d(Tg, )
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3.3 Acerca de la convergencia

Para garantizar la convergencia asintética con probabilidad uno al 6ptimo global del Stress,
es necesario verificar ciertas propiedades de generacién de nuevos estados (ver [1]).
Simetria: Sea G;; la probabilidad de generar el estado j a partir del estado i. Entonces
Gi; = Gj;. En efecto, todas las rutas o cadenas en H(Xy) para ir de 7 a j son sucesiones de
estados vecinos de probabilidad de generacion constante. Asi la probabilidad de generar
una cadena de ¢ a j es igual a la probabilidad de generar la cadena inversa de j a 1.
Como Gjyj es la suma de las probabilidades de las distintas cadenas de i a j, es claro que
Gij = Gji.

Conexidad: para todo par de estados ¢,j de H(Xj), existe {lo,l1,...,l,} C H(Xy), tal
que i =lo, j =l y G, > 0 paratodo ls, 1. € {lo,l1,...,ln}. Esta propiedad es evidente
puesto que cualquier cadena del estado i al estado j sirve como {lg,l1,...,ln}-

4 Comparacién entre MDSI-SS e INTERSCAL

Se utilizaron las matrices de disimilitudes correspondientes a tres juegos de datos:

1. Matriz de disimilitudes § entre ocho tipos de aceite. La matriz § es construida a
partir de una matriz de tamano 8 x 4 usando las distancias definidas en (1), (2) ([4]).

2. Matriz de disimilitudes § entre 20 rectangulos. La matriz § es construida directa-
mente de un experimento: HEsto es sin tener previamente una matriz de individuos
por variables ([14]).

3. Matriz de disimilitudes § entre 10 pacientes. Construida a partir de la matriz de
tamano 10 x 3 usando las distancias (1), (2) ([11]).

Se calcularon las configuraciones por el método INTERSCAL usando el paquete PI-
MAD SIMBOLICO y con la técnica de Sobrecalentamiento Simulado (MDSI-SS) progra-
mado con Mathematica 4.0, tomando p = 2y D = {(1,0),(-1,0),(0,1),(0,—1)}. A
continuacién se reportan las configuraciones en IR? y el Stress correspondiente en am-
bos métodos y ademéds el porcentaje en que MDSI-SS disminuyé el stress respecto de
INTERSCAL. Las configuraciones obtenidas se presentan en las figuras 1, 2 y 3.

Datos Stress con INTERSCAL  Stress con MDSI-SS % Disminucién
Aceites 1497 860 43
Lyn 83.7 10.1 88
Rectangulos 361085 94181 74

Tabla 1: Comparacién entre los algoritmos MDSI-SS e INTERSCAL
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Figura 3: Rectangulos MDSI-SS, INTERSCAL
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5 Conclusiones

De la Tabla 1 vemos que el Stress obtenido por MDSI-SS es en todos los casos, signi-
ficativamente menor que el encontrado por INTERSCAL, sin embargo en la configuracién
encontrada por este dltimo los rectdngulos parecen mas separados, lo que permite una
mejor lectura de los posibles agrupamientos. Pensamos que eso se debe a que las di-
recciones calculadas por INTERSCAL son los vectores propios asociados a los primeros
valores propios de A y como se sabe, estas direcciones son las de maxima dispersién.

Por otra parte las distancias definidas en (1) y (2) no reflejan adecuadamente las
diferencias en ciertas posiciones. Por ejemplo las distancias-intervalo entre los dos pares

siguientes de rectangulos ’— y son iguales, sin embargo claramente la situacién

no es la misma.
Creemos que es necesario investigar un poco mas acerca de las disimilitudes con valor
intervalo en el contexto del escalamiento multidimensional simbdlico.
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