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Resumen

Se describe fisicamente la infiltraccién para modelarla como un proceso estocastico
de difusién. Se enuncia el teorema M-B 1, cuyo objeto principal es el problema inverso
de difusion. Se demuestra dicho teorema, en el contexto particular de la inyectividad
de la solucién y se aplica para resolver el problema inverso de difusién en presencia del
grupo de Boltzmann. Se resuelve el problema inverso del exponente de similaridad por
los métodos del andélisis de grupo. Se aplica a la dispersién de una gota en un medio
poroso tridimensional, resultado a su vez aplicable en el caso del riego por goteo.

Palabras clave: Problemas inversos, analisis de grupo de ecuaciones diferenciales, simi-
laridad, fractales, difusién, medios porosos.

Abstract

Infiltration is physically described in order to model it as a diffusion stochastic
process. Theorem M-B 1 is enunciated; whose main objective is the inverse diffusion
problem. The theorem is demonstrated in the specific context of solution injectability,
and it is applied to solve the inverse diffusion problem in the presence of Boltzmann’s
group. The inverse problem of the similarity exponent is solved following group analysis
methods. The dispersion of a water drop in a three-dimensional porous medium is
applied; a result which in turn is applicable to drop irrigation.

Keywords: inverse problems, group analysis of differential equations, similarity, fractals,
diffusion, porous medium.
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1. Introduccion

Se sabe que los procesos estocasticos pueden verse como la abstracciéon matematica de los
procesos empiricos cuyas variables siguen un comportamiento aleatorio, [4].

Dentro de los procesos estocasticos, son de especial importancia aquellos de caracter
unigeneracional, conocidos como procesos de Markov, para los que se cumple la ecuacion
de Chapman-Kolmogdrov y conducen a la ecuacién de Fokker-Planck. Esta ecuacién tiene
tres fenémenos componentes: el difusivo, el advectivo y el reactivo. Desde un punto de vista
ma&s general, la ecuacion de difusién clasica es una ecuacién de Fokker-Planck asociada
con un movimiento browniano standard, para el que la velocidad advectiva es cero y el
coeficiente de difusién es constante normalizado al valor 1/2, [4], [10].

Por otra parte, en el estudio del problema inverso de dispersion en fisica, el potencial
aparece como un coeficiente en la ecuacion diferencial, por lo que deviene genérico, el llamar
problema inverso a la obtencién de los coeficientes de las diversas ecuaciones diferenciales,
[3].

Cuando el fenémeno difusivo es el dominante o incluso con la contribucién del fenémeno
advectivo constante o promediado, se requiere abordar inicialmente el problema inverso
de difusién, para modelar dicho coeficiente y luego poder estudiar el problema directo de
difusién. Este problema inverso de difusién es el objeto principal del teorema M-B 1, que
se enuncia, se demuestra en un contexto particular y se aplica en el presente trabajo.

El teorema da la solucion para el problema inverso de difusién en términos fractales.

En resumen, muchos fenémenos empiricos siguen la ecuacién de Chapman-Kolmogérov
y ésta conduce al estudio del coeficiente de difusién que se aborda con el teorema M-B 1.

En un trabajo publicado, [7], se aplicé el teorema citado y los métodos del anélisis
de grupo de las ecuaciones diferenciales, [8], al estudio de problemas inversos que surgen
de la ecuacién de Fokker-Planck. Alli se excluyé el caso del grupo de Boltzmann, tema
denominado por algunos autores como difusién normal, pero en el presente trabajo, se
aborda el analisis de esa situacion para el problema inverso de difusién.

Posteriormente, se ilustra su importancia en los fenémenos de filtracién del agua en
medios porosos, como uno de los muchos dmbitos de aplicacion y se resuelve el problema
directo por métodos fractales.

Con métodos de la teoria de grupos de Lie, aplicados al problema inverso del exponente
de similaridad, también se encuentran soluciones al problema directo de difusién, aplicables
a muchos campos de la modelacién matematica, como son: el drenaje horizontal, el drenaje
vertical, la dispersién de una gota en el suelo y la dispersién de insectos, [6], [5].

2. Modelacion estocastica

Imaginamos, de forma Lagrangiana, una pequena gotita de agua del tamafno de los poros
medios (tal vez del orden de las cien micras), que en el instante ¢t ocupa la posicién &
y cambia de lugar en el futuro inmediato, para ocupar en el instante ¢ + At la posicién
&rnt. Este cambio de posicion o desplazamiento obedece a dos factores, uno de ellos es
el movimiento debido al campo externo de la gravedad, que produce un arrastre global,
el cual no tiene caracter aleatorio, sino que es de tipo determinista. Si el campo externo
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esta representado por la velocidad de arrastre a entonces este desplazamiento se representa
por aAt, y es el movimiento ordenado de la gotita de agua, el cual tiene direccién, que
es la misma direccion de a. El otro desplazamiento esta ligado a la tension superficial de
la capilaridad, que ejercen sobre la gotita los poros adyacentes a ella, y producen sobre
ésta un desplazamiento de tipo aleatorio. Este puede cuantificarse como el ntimero de los
desplazamientos relativos o pasos en una direccién por el valor del desplazamiento relativo
0 paso, menos el numero de desplazamientos relativos en la direccién opuesta por el valor
del mismo desplazamiento relativo. Por ejemplo seis pasos hacia adelante y cuatro pasos
hacia atras, producen dos pasos hacia adelante. El valor del paso se puede cuantificar por
la distancia recorrida por unidad de la raiz cuadrada del intervalo de tiempo, multiplicada
por la misma raiz cuadrada del intervalo de tiempo; entonces se tiene la raiz cuadrada
del coeficiente de difusion, por el nimero de pasos, por la raiz cuadrada del intervalo de
tiempo, en la direccién positiva (o Bi1+a¢); menos lo andlogo, pero en la direccién negativa
(0By), el balance es entonces (0 Biyar — 0 By). Este es el movimiento desordenado, que no
tiene o no depende de la direccién y tiene cardcter aleatorio o cadtico. De tal manera que

Srar — &~ a(t,&)dt + o (t,&) (Birar — Br) (1)

el cual se escribe
d = a(t,&)dt + o (t,6) dBe. (2)

De manera més formal, un proceso de difusién es un proceso estocastico:

0,00) x Q: (5,w) 5 £(5,w) = & () €R”
que satisface una ecuacion diferencial de la forma:

dg, = a(&)ds+0(&)dBy, s>t &=u, (3)
donde B, es un movimiento Browniano m-dimensional y los coeficientes:

R — RnXmM

a: R* — R" o: ,
satisfacen las condiciones:
la (z)] + |o (z)] < Ci(1+1a)); o = S0yl
la(z) —a(y)| +lo(@)—0o(y)| < Calz—yl; zyeR™

Una difusién es un proceso de Markov y como tal corresponde a una modelacién estocasti-
ca unigeneracional, que se basa principalmente en la ecuacién de Chapman-Kolmogérov,
segin la cual el promedio es independiente de la gama de los valores intermedios de la
variable aleatoria:

Epn[& € Bl&] 8] = 1§ € Bléw], to <7 <,

donde B es cualquier conjunto boreliano. Expresada en su forma integral y con respecto
a la probabilidad de transicién, las cuales se definen por

Fy (Bl&, (w) = 0) = p[& (w) € Bl&, (W) = o] = p (to, 0, ¢, B), (4)
es
u (to, o, t, B) = /u(to,xo,T, xr) u(T,zet,B), to < T < t. (5)
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2.1. El generador del semigrupo

El semigrupo de operadores se define por su accion sobre las mediciones o funciones me-
dibles y acotadas con dominio en el espacio fasico y rangos en los reales

n“fu@:/@@+ﬂm@@fu% (6)

X
esto conlleva a definir los coeficientes de memoria del proceso como los promedios:

(2-2)>

— 1t = 1
’ D—}_l_H)?(l)){:U(t—FT,ﬂj‘,d!E)i T ) (7)

)

a=1lim [u(t+7,zdz)
T—0%

y se obtiene el generador del semigrupo asociado a la difusién &, el cual es un operador
diferencial parcial de segundo orden L, llamado el generador infinitesimal de la difusion

&
L = —0; (au) 4 Oyy (Du) + f. (8)

Una forma alternativa es la ecuacién con término de reaccién o fuente, ya que es posible
definir un proceso estocastico asociado que resulta también un proceso de Markov fuerte,
y cuyo generador es, [10],

L=L-f.

L = -0, (au) + Oyy (Du) + f. (9)

Si se considera a v como la densidad de probabilidad de una variable aleatoria y a J, la
corriente de probabilidad de la misma variable,

0 0 0
J (a g >, Y 37U axJu—l—f, (10)
entonces la ecuacion de Fokker-Planck es:
%u = Lu. (11)

La ecuacion de Fokker-Planck lineal, se transforma en la ecuacién de difusién, advencién
y reaccién, y adquiere la siguiente forma,
con —a + D, — —a,

0 0 0 0 9
%= 52 <D(a:) %u> —a(x) Fplt et u e Cy(R),
y la correspondiente ecuacién de Fokker-Planck no lineal es

0 0 ou 0
—u=—|Du)— | —a(u) =—u uw); ueC(R). 12
5= 5 (P75 ) ~at) ut fi ueGR) (12)
Esta ecuacién es de tipo parabdlico y contiene tres ingredientes principales, los cuales
pueden llamarse: el difusivo, el advectivo y el reactivo; y por lo general se habla de advec-
cién con —a, y de convecciéon con —+a.
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Por tanto, una plétora de procesos empiricos pueden modelarse con fundamento en
procesos estocasticos que presentan por ejemplo, la ausencia del efecto posterior, no tienen
memoria o son unigeneracionales; éstos conducen a una ecuacién de Chapman-Kolmogérov,
de ésta se llega a la ecuacién de Fokker-Planck y por tanto, a considerar los problemas
inversos de difusién, adveccién y reaccion, [7].

3. Meétodo fractal

El problema inverso de difusién se aborda desde el punto de vista del teorema MB1, [7],

[9]:

Teorema 1 (M-B 1) El inverso del coeficiente de difusion se obtiene por un proceso de
Cantor generalizado:

1
B = lim (—1)" 9 (q-) “(n+1) 9™ (pn) (13)
en donde Z?I(JZ) es la enésima derivacion sucesiva, 81()_") = f(") la enésima integracion

sucesiva, q, viene determinada por la funcion de los datos en el problema inverso, se
asocia al hipervolumen en el proceso de Cantor y qin es la probabilidad de paso del proceso
de percolacion. Finalmente, p, es el nimero de rasgos o elementos qin en el proceso de
fractalizacion de Cantor y se le asocia a la masa, (D = 1/B tiene unidades fisicas de
mt?/seg).

Este teorema se demuestra en el contexto particular de la inyectividad de la variable
independiente o humedad u(x,t), como funcién de z, y se denota la inversa por la izquierda
como x(u,t).

Se considera un grupo local de transformaciones G dado a través de su generador
infinitesimal, [11],

V= gaﬂc + 70 + wauy (14)

bajo el cual la ecuacién diferencial de difusién quede invariante; éste puede ser, por ejemplo,
un grupo de escalas. Se define el grupo por los cambios

T +— fx, t——t, ur— du,

v la invarianza de la ecuacién se garantiza si

y el grupo se describe por

Tz = ﬁ:nze%z:n—l—sx—l—O(sz)
t = yt=c*t=t+e(2t)+0 (&)
u = du=u+ &0,
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por tanto su generador es
v = 20, + 2t0; + 09,,.

y de las ecuaciones caracteristicas, se obtiene la variable de similaridad,

X
¢:%7

en donde a ¢ (u) se le conoce como variable de similaridad de Boltzmann. Por tanto, se
tiene a x en funcién de la variable ¢(u)

z(u,t) = p(u)V't.

(15)

Se considera a la funcién humedad u definida implicitamente a través de la funcién
x(u,t), y con el teorema de la funcién implicita se halla la relacién:

ox
- ox\ ’
ot x (%)t
luego la ecuacion de continuidad se transforma en una ecuacion de difusion:
de 4 9 (D) \ _ g &, 8 (D | _
at T du (8x/8u> 0, 5zt au (Qy(u)\/z) =0,

de donde puede obtenerse el coeficiente de difusividad, [13]:

D) = 56/ (u) / " g, (17)

Ademids, como ¢ es positiva (no-negativa), la integral también es positiva, luego la derivada

debe ser negativa, para obtener una difusividad positiva, entonces ¢ debe ser decreciente.

La integral aporta el factor més regular y la derivada el factor menos regular o “irregular”.
Se discretiza la variable ¢ y resulta la sucesion

Do) = ~36,0) [ 6uim (18)

si se denota con I,, a la integral, el resultado encontrado para este coeficiente de difusion,
puede presentarse como:

NS \/ﬁj - (—%%) .

Por otra parte, en la descripcion del proceso de infiltracién, la parte del desplazamien-
to que tiene caracter aleatorio, 10 representamos por el producto entre el valor del paso
-vV'Dy/t-, y el ntimero de pasos - \[ , luego, por:

N Bt" — /D, By, (19)
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Y, por una tercera parte, la fractalizaciéon la podemos describir como un proceso de frac-
tura y conteo de las partes, la fractura la realiza la diferenciacién, y el conteo lo hace
la integracién; de suerte que en cada etapa del proceso las medidas de las partes son

(‘Tlﬁ"a},tj) (q%) y el nimero de rasgos o partes son: (n + 1)!81(;;") (pn). Al tomar en cuenta

las unidades fisicas de B como seg/mts?, la medida del conjunto, entonces es

1 1
CFop) (L) (v 0105 (o)

en donde a ¢ lo llamamos la base de la resolucion y a p los rasgos.

A la porcion aleatoria de la descripcién de la infiltraccién se le asocia dos representa-
ciones de una misma medida, que se expresan por el producto de una variable intensiva
o densidad, y por una variable extensiva, o bien, es una medida absolutamente continua,
expresada como el producto entre la densidad y la medida extensiva, siendo la densidad
tnica. Por tanto se tiene la correspondencia

— 1, 1 1
Do Bun = <_§¢"> = T ' ’

CL2 5l (qi) (n+ 1195 (pn)

de donde se obtiene por la unicidad de la densidad

1, 1

27" (2" H(n) (i)

nl “Pn \ gn

y el factor irregular resulta asociado a la fase de la resolucién de la fractalizacion, la cual
es ademas positiva. Como el factor irregular se comporta en forma creciente, entonces esta
fase es decreciente en el proceso de fractalizacién, y reciprocamente. En tanto, el factor
regular se relaciona entonces, con la fase de los rasgos de la fractalizacion, la cual también
es positiva

1

(n 4+ 1)105.™ (pn)

el factor regular se comporta en forma decreciente, correspondiendo al comportamiento
creciente de la fase de los rasgos.

Por tanto el coeficiente de difusién es el limite de la sucesién D,,, y ésta es el producto
de la sucesion de la fase de la resolucion por la sucesién de la fase de los rasgos del proceso
de fractalizacion

D =1limD,
n
1 1
D, = . . 21
COEE (L) o+ 09h (o) ()

n! qn

Se observa ademads, que las sucesiones de los infinitesimales del generador del grupo de
transformaciones, determinan las otras dos sucesiones, la de la resolucién y la de los rasgos,
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lo cual se hace explicito a través de las relaciones

o (L) =—F— <1 7 (n+ D135 (pn) = T

3.1. Aplicacion

Como aplicacién se puede encontrar la difusividad y resolver el problema directo de la
ecuacion de difusién, sujeta a las condiciones limites, inicial:

u(x,0) = ug = cte & ¢ (ug) — o (22)
y de frontera:
u(0,t) = us=cte= ¢(us) =0,y (23)
u(oo,t) = wug = cte.

Segun el procedimiento de Phillips, [13], para el problema inverso, se debe escoger
una variable de similaridad apropiada; pero de acuerdo con nuestro procedimiento se debe
escoger una base de resolucién en concordancia con el modelo fisico y construir el factor
irregular, que permita hallar la sucesién de la variable de similaridad, y finalmente en el
limite del proceso de fractalizacién, obtener la variable de similaridad. Sea

qg=1+p, (24)

entonces la fase de la resoluciéon decrece como una potencia

(=" m <1>: L1 (25)

n! p q qn—l—l (1 +p)n+1’

se discretiza con p, = b7, y se modela el fenémeno como la competencia entre el flujo y la
retenciéon, considerandose que para una etapa avanzada de la fractalizacién predomina la
retencién. Asi que para la base de la resolucién cuando n es suficientemente grande queda
el término ligado a la retencién. Por tanto, el factor irregular crece como una potencia

o = (1)

I e

y de acuerdo a la condicién limite ¢ (us) =0

luego
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y en el limite, con b = cte > 0, resulta:

¢ (u) = % <ebu5 - eb“> . (26)

Ahora puede calcularse el coeficiente de difusividad, [2],

¢/ (u) — _2ebu

’ 2 2
/¢ () i = — o (2 = ) 42— wg)
uo

luego

D (u) = e <_b£2 <ebu - ebuo) + %ebuS (u— u0)> (27)

y se ilustra su grafica en la figura 1.

4007
3007
2007

1007

n 0 04 0 nx 1

Figura 1: Difusividad.

Las soluciones autosimilares se encuentran por

% — = % <ebus _ebu> ’ (28)

entonces

u(z,t) = %ln <_2b—ji + eb“3> , (29)

que tiene la forma similar a un flujo pistéon que avanza progresivamente, como se ilustra
en su grafica (2).
Alternativamente, del factor regular se obtiene, con a,, = %nLJrz,

[ou@an—a, {(102)" e om0ty
)

u

uo
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03

057

047

02

n 5 10 x 15 n k]

Figura 2: Soluciones autosimilares.

y al tomar el limite, y luego derivar, se puede también obtener la variable de similaridad
¢ dada por (26).

4. El exponente de similaridad

Cuando la ecuacion de Fokker-Planck no lineal se somete a un andlisis de grupo se produce
la ecuacion

(%) (r— 26,) =0, (30)

ésta representa una disyuntiva, porque si 7 — 2, # 0, se puede determinar el coeficiente
de difusién D, tal como se afirma en el teorema MB1, a partir de la base de la resolucién
construida en términos de los datos en una frontera especificada. Pero si el grupo presente
es tal que 7, — 2¢, = 0, entonces con el andlisis de grupo no es posible determinar el
coeficiente de difusién, aunque si lo es por medio del teorema MBI, (27), [7]. Por su
importancia en los fenémenos difusivos, a éste grupo lo hemos denominado el grupo de
Boltzmann.

Cuando este grupo no esta presente, y desptes de estudiar el problema inverso para
el coeficiente de difusién, se obtiene como una posible solucién la potencia del polinomio
lineal, y luego de realizar una traslacion en la variable dependiente, se llega a la ecuacién
de Boussinesq del medio poroso:

A = L@ (m”_lumamu)—&gu (31)

xn—1 xr

-1
— (nx )umux_i_mum—lui

+ UM Uy — Uy

para distintos valores de la potencia se obtienen casos importantes, como son: para m = 0,
la ecuacién del calor de Fourier; para m = 1, la ecuacién para la filtracién, que describe
el abatimiento del manto freatico; para m = —2, la difusividad de Fujita, quien tiene el
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mérito de ser el primero en resolver analiticamente la ecuacién de difusién con coeficiente
dependiente de la variable independiente, o en forma no-lineal.

Se realiza un andlsis de grupo de esta ecuacion, [1], [11]. El grupo se representa por su
generador infinitesimal v,

v =0, + 7O + @0, (32)

que induce una accién ampliada descrita por la seccién campo vectorial 2-jet j)v ()
FOV =V + 670, + 0", + 6 Oy + " Oy + 6" Ouss-

Para las distintas dimensiones se encuentra que el infinitesimal asociado al tiempo
siempre es
T =20t + o, (33)

mientras que el grupo se determina por cuatro parametros, dentro del cual pueden obser-
varse los subgrupos de la traslacién espacial y temporal, y los cambios de escala.

Con la condicién de que las caracteristicas pasen por el origen x = 0, t = 0, se tiene
que el generador para las distintas dimensiones, asume la forma

28u
v = (B84 0)xd, + 20t + % ” (34)
2
m
salvo para los exponentes m = —%, en la dimension n = 1; m = —1, en la dimensién
n=2; % = #53) en la dimension n > 3.

4.1. Variables de similaridad

Con el andlisis de las ecuaciones caracteristicas se busca determinar las variables de simi-
laridad. Las ecuaciones de dichas curvas son

dz dt du
Broe 2t T (35)

por tanto resulta

1,6 B
a;:cteg-t2+26, u = ctey - tsm.
Cuando t — oo debe tenerse que u — 0, luego % es menor que cero, y si
é =—a,a>0
5 Y Y

se tiene entonces para las curvas caracteristicas

[e3

u:ctel-t_%, x:cteg-t% 2,
Se define las variables de similaridad por

v=wu-tm, y=x-t 313 (36)

N
n|R
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y entonces la solucion se representa de la forma
u=t"my (a;'t_%Jr%) (37)

llamada por algunos autores, la solucién autosimilar de segunda clase.
Al sustituir en la ecuacién diferencial las derivadas requeridas y aplicar la condicién
de invarianza, se obtiene la llamada ecuacion auxiliar

(n—1)

0= %fu + (ay + vm> v 4™ mo™ ! (v’)2 (38)

la cual resulta independiente de la variable ¢, y en donde se ha denotado a = —% + 3.
Como en el caso del estudio de la ecuacién de Boussinesq para la filtracién, para m = 1
y dimension n = 1, se obtiene la ecuacion que llamamos especial

0=oav+ <%(—1—|—a)>y+vv”+ (v')Q. (39)

Se hace uso nuevamente de la teoria del analisis de grupo de las ecuaciones diferenciales,
pero en este caso, para ecuaciones diferenciales ordinarias, y se obtiene los infinitesimales

=y, ¢=2,

en donde se observa que corresponden a un cambio de escala, con el generador representado
por
v = y0y + 200, (40)

Se introducen las coordenadas candnicas:

()= (0)=(a) o

para transformar la ecuacién diferencial especial, con wy, = z, en

J—

a 1
z':(6y—|—1)z3+<7——> 224+ =2 (42)

Y Y
la cual es la ecuacién reducida al primer orden. En la singularidad w, = o0 o y,, = 0, se
obtiene que y como funcién de w es constante: y = —%, y con u = ya;z, se tiene u = —%x2,

sin embargo, para representar magnitudes fisicas como se requieren en las aplicaciones,
se realiza una traslacion positiva suficiente, y con u = ¢ (b2 — x2) en la ecuacién auxiliar
especial, se obtiene

c=1 a=1 (43)
con lo que se tiene la solucién buscada para el problema inverso del coeficiente «, en el caso
importante de la ecuacién auxiliar especial. Ademads, la solucién de similaridad resulta

u =

(»* —2%), (44)

[N
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la cual tiene la forma de una familia de parabolas que se abren hacia abajo.
Para el caso general, se introduce el cambio de variable

y con

resulta entonces
1 n

2(%—1—71);&: 2+mn;

CcC =

m # —%,O, (46)

con lo que se obtiene la solucién para el problema inverso del coeficiente « de la ecuacion
auxiliar del medio poroso.
4.2. Aplicacion

Para el caso de dimension n = 3, se quiere representar la dispersién de una gota en un
medio poroso.

. .. _a _lia .
En las variables originales, u =t~ mv (rt 212 ), se tiene

_ 3 _ 1 _ 1
u = t 2+3m Q) <',"t 2+3m) , y — rt 2+3m’
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entonces las soluciones de similaridad son:

1
1 m 2 "
u(r,t;b) =0V b2 — . (47)
%(2(2%7@( ﬁ))

Se puede lograr una presentacién més simétrica, al sustituir la constante positiva b2
por la también constante positiva r% a través de la relacion

2
"0

2

24+3m
tl

b =

Se asume la presencia de un coeficiente D,, en el coeficiente de difusion, el cual se define
en términos de la porosidad efectiva como D,, = D;¢™, y en donde D, se entiende
proporcional a la conductividad saturada. Se introduce la constante temporal t; y la
constante espacial rg
1
mr2 - t \ 273m
72(2+377(’)1)D5’ L =70 <H) s (48)

y las soluciones autosimilares adquieren la forma, [5], [12]:

t =

3
1 (t1\353m _r2\m
wirtirg) = 4 3 (T (1-5)" r<n (49)
0 r>nr
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La constante rg puede determinarse a través de una condicién de normalizacion. Se fija
la cantidad de liquido que contiene la gota, como una muestra inicialmente concentrada,
después el fenomeno de la difusion evoluciona y entonces la integral espacial de la concen-
tracién en cualquier otro momento posterior debe ser la cantidad original, suponiendo que
no hay evaporacion, luego:

r 3 . .
2 t 2+3m 2 m
M (7’, t) = /U(T,t;ro) dv = _7T <—1> ! / <1 — T—2> T2dr,
o \t i
0 0

y con el cambio de variable y = :—z, se obtiene la que fue denominada por Johann Carl
Friedrich Gauss como la distribucién beta. La evolucién se da entonces por:

1

2
1
M (r,t) = MyDistBeta <<1> : g —+ 1) (50)
m

v la relaciéon entre la masa inicial de agua y la distancia cubierta resulta ser:

ro = <7TB (f]wlo 1—)> | . (51)

D m
5. Conclusiones

= El método fractal del teorema MBI, es 1til para resolver, tanto el problema inverso,
como también el problema directo de difusion.

= El método fractal permite obtener explicitamente la variable de Boltzmann.

= Kl andlisis de grupo de ecuaciones diferenciales da la posibilidad de resolver el prob-
lema inverso del exponente de similaridad en el modelo de la ecuacién de Boussinesq.

= Creemos haber extendido el concepto de problema inverso, desde los coeficientes de
una ecuacion diferencial, hasta incluir los exponentes, como es el caso del exponente
de similaridad.
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