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Resumen

Hércules mat6 a la Hidra de Lerna en una encarnizada batalla, segunda de las
labores que le fueron encomendadas en penitencia por sus horrendos crimenes. La
Hidra era aquel espantoso y agresivo monstruo mitolégico de multiples cabezas y
sangre envenenada, que multiplicaba sus cabezas cada vez que le cortaban una de
ellas.

En este articulo se estudian algunos modelos matematicos acerca de esta intere-
sante batalla épica. También se estudian las conexiones que tiene este problema con
las sucesiones ultra-crecientes y recursivas de Goodstein.

Como una aplicacién interesante se analiza la préxima e inevitable muerte de otro
de los grandes monstruos de nuestra era moderna: la red Internet.

Palabras clave: Hércules, la Hidra, sucesiones de Goodstein, Internet, nimeros ordinales,
Aritmética de Peano.

Abstract

Hercules killed the Hydra of Lerna in a bloody battle—the second of the labor tasks
imposed upon him in atonement for his hideous crimes. The Hydra was a horrible,
aggressive mythological monster with many heads and poisonous blood, whose heads
multiplied each time one of them was severed.

This article explores some mathematical methods about this interesting epic battle.
A generalization of the original Kirby & Paris model is proposed. We also study the
connection of this model with Goodstein ultra-growing and recursive sequences.

As an interesting application, we next analyze the inevitable death of another huge
monster of our modern era: the Internet.

Keywords: Hercules, the Hydra, Goodstein sequences, Internet, ordinals numbers, Peano’s
Arithmetic.

Mathematics Subject Classification: 03E10, 03C62.

*Centro de Investigacién en Matemadtica Pura y Aplicada (CIMPA), Universidad de Costa Rica, 2060
San José, Costa Rica. Email: epiza@cariari.ucr.ac.cr.




2 E. Piza

1 Hércules y la Hidra: un poco de mitologia griega

Segin la mitologfa griega, el semidiés Hércules!, hijo extramarital del dios Jupiter? y
de la mortal Alcmena®, maté a su propia esposa e hijos cuando se encontraba dentro
de un estado de “locura temporal” inducida por la diosa Juno?, quien siempre estuvo
determinada a hacerle dano a Hércules.

Cuando se despert6 de su locura temporal, Hércules se horrorizé y arrepintiéndose de
lo que habia hecho le rezé al dios Apolo® pidiéndole perdén y guia espiritual. El dios de
los ordculos lo perdoné y envié al servicio del rey Euristeo® durante doce afios, a cumplir
penitencia y trabajos forzados en compensacién por sus asesinatos.

Como parte del castigo que se le impuso por estos horrendos crimenes, le encomendaron
doce labores tan dificiles de cumplir que parecian imposibles. Afortunadamente Hércules
conté con la eventual ayuda de Hermes” y Atenea® en los momentos cuando més los
necesitaba. Al final de estas doce labores Hércules llegé a ser, sin ninguna duda, el més
grande de los héroes griegos.

La primera de las labores encomendadas a Hércules fue matar al temible Leén de
Nemea. La segunda fue quizds la més peligrosa de todas las labores: matar a la espantosa
Hidra, quien era un peligroso monstruo de sangre envenenada y muchas cabezas que vivia
en la inmediaciones de Lerna y tenia atemorizada a la poblacion. Hércules se enfrenté a
la Hidra en una formidable batalla, cortdandole sus cabezas con una espada. Sin embargo,
cada vez que Hércules cortaba una cabeza, del cuerpo de la bestia le brotaban muchas mas
en sustitucién. De acuerdo con los registros oficiales, Hércules gané. Lo que no revelaron
los antiguos griegos es que, no importa en qué orden y cudl estrategia empleara Hércules
para cortar las cabezas, siempre terminaria aniquilando a la Hidra, aunque como veremos,
necesitaria casi toda la historia del tiempo para hacerlo.

2 Un modelo matematico de las Hidras y de la batalla

Aunque menos encantador y botanicamente incorrecto, representaremos matematicamente
a la Hidra como un arbol y a Hércules simplemente como una flecha apuntando a una de
las cabezas del arbol.

"Hércules (nombre latino) o Heracles (nombre griego), el mds popular de los héroes mitolégicos griegos.

2 Jupiter (nombre latino) o Zeus (nombre griego), padre de los dioses. Vencié a los titanes y derribé a
su padre Saturno. Dios del cielo, de la luz diurna, del tiempo y de los rayos.

3La bella esposa de Anfitrién.

4 Juno (nombre latino) o Hera (nombre griego) es la celosa esposa de Jupiter, hija de Saturno, diosa del
matrimonio.

®Apolo, dios de los orculos, de la medicina de la poesfa, de las artes, de los rebaiios, del Dia y del Sol.
Hijo de Jupiter y Letina.

SEuristeo, rey de Tirinto y Micenas, era medio hermano de Hércules.

"Hermes (nombre griego) o Mercurio (nombre latino), hijo de Jipiter, dios de la elocuencia, mensajero
de los dioses, dios de los ladrones. Medio hermano de Hércules.

8 Atenea (nombre griego) o Minerva (nombre latino), hija de Jupiter, diosa griega de la sabidurfa, de
las artes, de las ciencias y de la industria.
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Definicién 1 (Hidra, raiz, cabezas) Una Hidra H es un érbol, esto es, un grafo finito
aciclico y conectado, con un nodo fijo llamado la raiz y denotado por raiz (H). Cualquier
nodo terminal distinto de la raiz se llama cabeza.

cabeza

cabeza cabezas cabeza
u cuello(v) u
cuello(u)
tronco(u) tronco(v) cuello(u)
tronco(u)
raiz (H) raiz (H)
Hidra con 7 cabezas. Hidra estrella Hidra lineal

Figura 1: Modelo matematico y diferentes tipos de Hidras. Las Hidras estrellas no tienen troncos,
tan solo cabezas y la raiz, que coincide con el cuello de las cabezas. Las Hidras lineales solamente
tienen una cabeza.

El proceso reproductivo de las cabezas de la Hidra —luego del corte de una de ellas—
puede definirse de muy diversas maneras, algunas de las cuales son variaciones més o menos
complejas del modelo cldsico que explicaremos a continuacién, el cual fue introducido por
vez primera por Kirby y Paris [3] en 1982.

Definicién 2 (Cuello y tronco de una cabeza) Sea v una cabeza de una Hidra H. El
nodo anterior a v se llama cuello y se denota por cuello(v). Si cuello(v) tiene a su vez un
nodo que lo antecede en la ruta hacia la raiz (H), entonces a este nodo lo llamamos tronco
de v y lo denotamos por tronco(v). En caso que cuello(v) = raiz (H), entonces decimos
que v no tiene tronco.

La reproduccion de las cabezas de la Hidra durante el transcurso de una batalla es la
parte més fascinante de este monstruo. Asociada con una cabeza tendremos el cuerpo, que
es la seccién de la anatomia de la Hidra que se reproduce varias veces cuando la cabeza
es cortada. Algunas cabezas no tienen cuerpo asociado.

Definicién 3 (Cuerpo de una cabeza) Sea H una Hidra y sea v una cabeza de H. Si
v tiene tronco, definimos el cuerpo de v (denotado por cuerpo(v)) como el subdrbol que
contiene los nodos cuello(v) y todos sus sucesores, eliminando v y luego agregdndole el
nodo tronco(v) como raiz. En caso que v no tenga tronco, decimos que v no posee cuerpo.

El modelo clésico de reproduccion de cabezas de Kirby y Paris viene descrito en la
siguiente definiciéon. Una ejemplo de una etapa de la batalla se ilustra en la Figura 3.

Definicién 4 (Batalla y reproduccién de cabezas) Sea H una Hidra. Una batalla
entre Hércules y la Hidra H es una sucesion de Hidras Hy = H, Hy, Ho, ... donde la



_cabeza
sin cuerpo
- . tronco(u) P

cuerpo(u) ==

rafz (Hy) = tronco(v) rafz (Hs)

Figura 2: Cuerpos de las cabezas v y u de dos Hidras distintas Hy y Ho.

Hidra H,, se obtiene de la anterior, H,_1, mediante el siguiente esquema de reproduccion:
Hércules corta una cabeza cualquiera v € H,_1; en respuesta la Hidra anade n réplicas
del cuerpo de v, a partir de tronco(v), si v tiene cuerpo. En caso que la cabeza cortada no
tenga cuerpo, entonces la Hidra no se reproduce en esa etapa. Hércules gana la batalla si,
después de nimero finito de etapas k (el largo de la batalla), la Hidra Hy es justamente
la raiz.

n copias

rafz (H,_,) = tronco(v) raiz (Hy,)

Figura 3: Simulacro de la etapa n de una batalla. A la izquierda Hércules se dispone a cortar la
cabeza v de la Hidra H,_,. A la derecha se muestra la nueva anatomia de la Hidra H, después
de reproducir n copias del cuerpo de la cabeza v.

De este modo, las secuencias de una batalla tipica entre Hércules y la Hidra podrian
desarrollarse, por ejemplo, como se ilustra en la Figura 4. En teoria Hércules tiene la
posibilidad de ir escogiendo cual de las cabezas de la Hidra corta. En cada etapa, la
escogencia de la decapitaciéon de una cabeza especifica con respecto a otra cualquiera
establece las diferentes estrategias que Hércules tiene a su disposicién.

Como se indic6 en la anterior definicién, no siempre la Hidra reproduce nuevas cabezas
cuando le cortan una de ellas. La reproduccién se lleva a cabo siempre y cuando la cabeza
cortada tenga un cuerpo asociado. Pero si la cabeza cortada carece de cuerpo (como por
ejemplo en las Hidras estrellas), entonces no se reproducen nuevas cabezas. Esto se ilustra
en la Figura 5.
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RNV

Etapa 1. Después de la etapa 1.
Después de la etapa 2. Después de la etapa 3.

Figura 4: Primeras secuencias de una batalla tipica entre Hércules y una Hidra.

La muerte de la Hidra se obtendra luego que Hércules llegue a cortar la ultima de sus
cabezas. Esta ultima cabeza no se reproducird, pues no tiene cuerpo asociado. Diremos
que una estrategia de Hércules es ganadora si la batalla correspondiente termina con la
muerte de la Hidra. En apariencia, esta situacién dificilmente se alcanzard, en virtud del
crecimiento desmesurado de la cantidad de cabezas de la Hidra. Es por ello que el siguiente
resultado de Kirby y Paris [3] pudiera parecer al principio bastante desconcertante.

Teorema 1 Contra cualquier Hidra inicial Hy, toda estrategia de Hércules es una estrate-
gia ganadora.

iSorprendente! El teorema nos dice que en realidad Hércules no necesita emplear
inteligencia alguna para vencer a la Hidra, por méas monstruosa que inicialmente ésta sea.

WAVES

Etapa n. Etapa n + 1. Muerte de la Hidra.

Figura 5: Al cortar una cabeza sin cuerpo la Hidra no reproduce nada. La muerte de la
Hidra acontece cuando le cortan su ultima cabeza.
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Tan solo necesita tener paciencia y mantenerse vivo en el fragor de la batalla. Todavia
més sorprendente es el siguiente resultado, debido también a Kirby y Paris [3].

Teorema 2 La afirmacion “Contra cualquier Hidra inicial Hy, toda estrategia recursiva
de Hércules es una estrategia ganadora” es una propiedad indemostrable en la Aritmética
de Peano.

Es decir, el Teorema 1 —atn cuando es verdadero— no se puede demostrar empleando
las técnicas tradicionales de la aritmética. Cuando hablamos de una estrategia recursiva
nos referimos a una estrategia en la cual Hércules va escogiendo las cabezas de acuerdo a
algin método o algoritmo preciso, método que, por ejemplo, no admite la escogencia al
azar.

Demostraremos més adelante (Teorema 4) una generalizacién del Teorema 1. La de-
mostracién del Teorema 2 es sumamente compleja, enmarcandose dentro de las técnicas de
la Teoria de Modelos, y requiere del empleo del concepto de “conjuntos finitos a-largos”,
maquinaria desarrollada por Ketonen y Solovay [2]. Kirby y Paris demostraron que al
menos existe una estrategia recursiva que —a pesar que es ganadora— no se puede de-
mostrar este hecho dentro de la Aritmética de Peano. Simplificando, podemos afirmar
que la imposibilidad de demostrar en Teorema 1 dentro de la Aritmética de Peano radica
en el hecho que existen estrategias recursivas donde el niimero de etapas necesarias para
darle muerte a la Hidra es inmenso, mayor que el crecimiento de las funciones primitivo-
recursivas.

Pero primeramente vamos a introducir un patrén de crecimiento similar, las intere-
santes sucesiones de Goodstein, estrechamente ligadas al crecimiento de las cabezas de las
Hidras y utilizadas por Kirby & Paris en las demostraciones de estos resultados.

3 Sucesiones de Goodstein

Empecemos la discusién con el siguiente ejemplo. El nimero 266 admite una tnica repre-
sentacion binaria:

266 = 2% + 23 4 21,

En la representacién anterior, los exponentes 8 y 3 también podemos representarlos en
base 2, y también los exponentes de los exponentes, etc., para obtener la representacion
estricta en base 2 de 266:

22+1

266 = 227 4 22+ 4 ol

Definimos la sucesién (266 )ren de la siguiente forma: el primer término es 266y =
266 = 22*7' 42241 1 21 Construimos el siguiente término intercambiando cada ocurrencia
de 2 en la representacion estricta de 2669 por un 3 y luego restando 1, para obtener:

266, = 37 £33ty 3l g
37 433 L2 (x0.44 x 10%).
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De igual manera continuamos construyendo el siguiente término 2662 de nuestra sucesion,
intercambiando cada ocurrencia de 3 en la representacion estricta de 266; por un 4 y luego
restando 1, para obtener:

44+1

2665 := 4" 4" 1 (= 0.32 x 10817,

Los siguientes dos términos 26635 y 2664 no requieren explicacién:

2665 = 5°  +57T1 40 (=025 x 100918),
266, = 6% 460t —1
65" 46546 5+6"-5+63-5+62-5+6-5+5  (x0.35 x 1027833),

En el ejemplo hemos empezado con el nimero m = 266 y la base n = 2. Podemos
generalizar el ejemplo empezando en un nimero cualquiera m € N y una base arbitraria
n € N, n > 2. Obtenemos la sucesién general de Goodstein (my)reN-

Definicién 5 (Representacién estricta en base n) Sean m, n € N, con n > 2.
Denotamos por {m}, la representacion estricta de m en base n, esto es, la representacion
de m en base n en la cual los exponentes y los exponentes de los exponentes son todos
representados en base n.

En la representacion estricta {m},, el proceso de codificar los exponentes —y los ex-
ponentes de los exponentes— todos en base n es finito, como el lector puede facilmente
observar.

Definicién 6 (Sucesién general de Goodstein) Sean m, n € N, con n > 2. Defini-
mos la sucesion general de Goodstein (my)reN que empieza en la base n, mediante:

mg = m
Gn+k—1(mk—1)7 Vk € N*7

mg

donde G,(m) es el nimero obtenido al intercambiar dentro de {m}, cada ocurrencia de
n por n+ 1 y restar 1.

Por ejemplo, para n = 2 (empezando en la base 2), tendremos my := Ga(mg), me :=
Gs(my), ... etc., que produce la sucesién de Goodstein estandar (my)ren, la cual hemos
visto tiene un crecimiento inicial desorbitado. Sorprende el siguiente resultado, el cual
establece entre otras cosas que cualquier sucesién de Goodstein converge a 0, a pesar del
crecimiento inicial.

Teorema 3 Para cualquier base inicial n > 2:
(a) (Goodstein, 1944): (Vm)[(3k)[my = 0]]

(b) (Ketonen y Solovay, 1981): (Vm)[(3k)[my = 0]] es una propiedad indemostrable
en la Aritmética de Peano.
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Demostracién de (a): Bésicamente la siguiente demostracién es de Kirby y Paris (ver
[3]). Con la sucesién general de Goodstein mg, mq, ma, ... asociamos una nueva sucesion
estrictamente decreciente de nimeros ordinales® ag, a1, as, ... tal que cada oy < € =
w* "} w veces. Intuitivamente:

266, = 2271492l ol L =T et 4w
266, = 3¥T a3l g =t el 1o
266y = 44T 41 g =T el

2665 = 5% 4551 e ag = o p et

Luego, del principio de induccién transfinita por debajo de €g, existe k € N tal que o = 0.
Ello implica que my = 0. Solamente resta formalizar algunas cosas:

1. Primitivo-recursividad de la sucesion de Goodstein {m},: Sea
S
— i _ 8 s—1
m = na =n"as+n "as_1+---+nay+ag
i=0

la representacion de m en base n. Definimos la funciéon g"™": N — N mediante la recursién

0 ,sim =0.

Entonces g"" es primitivo-recursiva y ademds {m},, = ¢""(n). Definimos la sucesién de
Goodstein (my) que empieza en la base n, mediante:

mo = m,
my = Gp(mg)=¢"""(n+1)—1,
y en general,
Mipp1 = Gparn(my) = g™ Fn+k+1)—1, VkeN.

2. Manera exacta de asociar ordinales a cada my: Considérese el operador de ordinales
(a)(n), definido para a € Ord, n € N, a < ¢, inductivamente mediante:

(0)(n) = 0,
(B+1)(n) = (B, yparad>0:
BB = W B g OO ()

9Los ntimeros ordinales Ord son una extensién dentro del infinito de las propiedades de orden de los
nudmeros naturales 0, 1, .... La clase Ord no es propiamente un conjunto y contiene niimeros tales como
w, w?+w+1, ete, donde w = (N, <) denota el primer infinito. Con la aritmética de los niimeros ordinales
tendremos cosas tales como w + 1 # 1 4+ w, 0 como 2* = w, 0 1 + w = w, etc. Al lector sin experiencia en
este tema de los nimeros ordinales se le recomienda una primera lectura en el libro de Monk [8].
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Podemos agregar formalmente w al dominio de las funciones g™, para obtener:

my «— ap:=g"""(w),
my «— a1 := (ag)(n), y en general,
Meyr1 < age1:= (og)(n+ k), VkeN.

De la definicién es claro que (o) es una sucesién estrictamente decreciente y ademads
oy < €p, para todo k € N. Luego, el principio de induccién transfinita es aplicable a (o),
concluyéndose la demostracién de (a).

Idea de la demostracién de (b): El Teorema de Goodstein no puede ser demostrado
en la Aritmética de Peano fundamentalmente debido al tiempo desproporcionado que le
toma a la sucesién (my) alcanzar 0. En efecto, sea g,:IN — N la funcién definida por
gn(m) := pklmy = 0], esto es, el menor indice k para el cual la sucesién de Goodstein
(my,) empezando en la base n alcanza a 0. Claramente las funciones g, son recursivas y
son también totales, para todo n > 2, debido a la veracidad del Teorema de Goodstein.
Ketonen y Solovay demostraron, a través de métodos indirectos relacionados con la
teoria de indicadores, que bajo la suposicién que el Teorema de Goodstein fuese demostra-
ble dentro de la Aritmética de Peano, entonces para cualquier funcién recursiva y total f
existe n € N tal que f(z) < gn(x), para = suficientemente grande. Esto nos lleva a un
absurdo, pues con lo anterior llegariamos a construir una funcién recursiva y total g que
crezca mas rapido que cualquier funcién recursiva y total. [

Incidentalmente se menciona que aunque las funciones g, son recursivas y totales, sin
embargo no son primitivo-recursivas y en consecuencia sus crecimientos son desmesurados.
Por ejemplo, la sucesién estdndar (empezando en la base 2) (4;) alcanza a 0 hasta el
astronémico indice de k = go(4) = 3 x 2402653211 _ 3 yin nitmero del orden de 10121210700,

Los primeros términos de esta sucesién (4j) se exhiben en la Figura 6.

4 Numeros ordinales asociados a las Hidras

Definicién 7 Sea H una Hidra. Podemos asociar a H con un nimero ordinal « = a(H)
de acuerdo al siguiente procedimiento recursivo: a cada nodo s € H le asociamos un
numero ordinal:

(a) Sis es una cabeza, le asociamos el nimero ordinal 0.

(b) Si s no es una cabeza, entonces s tiene digamos k nodos sucesores inmediatos. Sean
81 > Py > -+ > B los nimeros ordinales asociados a estos sucesores inmediatos.
Entonces asociamos a s el nimero ordinal WP + wP2 4 ... 4 WO,

Finalmente, a(H) serd el ordinal asociado al nodo raiz (H).

En la Figura 7 se ilustra este procedimiento. Varios comentarios deben hacerse. Pri-
meramente se observa que para cualquier Hidra H tendremos a(H) < €, en virtud que H
es un arbol finito. Reciprocamente, si a < ¢y es un ordinal cualquiera, entonces podemos
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Sucesion de Goodstein

Ordinal oy, asociado

49
4
4o
43
4
45

49
419
411

421
499
403

22

3% —

1=32-243.2+42

42. 2441241

52.2 4 5.2
62-246'-2—-1=62-24+6"+5
7224744

11%.
12%.
13%.

232.
242 .

24+11'+0

24+121 -1
2+10

2+0

2—1=24%+24-23+23

252 4+ 25.23 4+ 25

ww

w2 24 w-242
w2 24 w-241
w? 24 w-2
w?-24w+5
w2 24w+4
w? 24w
w?-2411
w?-2+10
w?-2

w? +w- 23423
w24+ w- 23422

Figura 6: Primeros términos de la sucesion estandar de Goodstein (4y).

alH) = W el

Figura 7: Procedimiento para asociar un nimero ordinal a la Hidra H.
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asociar o con una Hidra H = H(«a). En efecto, debido a que a < ¢, entonces vale la
forma normal de Cantor, de manera que « se expresa de manera tnica como

a=w" 4+ w4 4w,

con o > aq > g > -+ >« y ademas al expresar cada ordinal aq, ao, ..., o, mediante
la misma forma normal de Cantor, el proceso se estabiliza luego de un ntmero finito de
etapas. Por ejemplo, los niimeros ordinales o y 3 siguientes
o= ww“’+1+w3+1 + ww2+1 +1 5 — ww“’ + ww3~2+1 +w-3+1

definen las Hidras H(«) y H(f) ilustradas en la Figura 8. Estd claro que para cualquier
nimero ordinal o < ¢y tendremos las identidades a(H(«)) = oy H(a(H)) = H, si
identificamos como “iguales” (o “equivalentes”) las Hidras que sélo difieren en el orden de
sus nodos.

Figura 8: Construccion de las Hidras correspondientes a los niimeros ordinales « y 3 dados.

5 Estrategias mas lenta y mas corta

Hemos visto que en la batalla entre Hércules y la Hidra, cualquier estrategia que Hércules
emplee es ganadora. ;Cudl es la estrategia 7. mas lenta? ;Y cudl es la estrategia min
mas corta? Para una Hidra H, estas estrategias “optimales” se definen como sigue:

Tmax: Consiste en escoger, en cada etapa, la cabeza que se encuentre “mads cercana’ a
la raiz, esto es, ascender desde la raiz de H por el subarbol asociado con numero
ordinal mas pequenio. En caso de empates, se escoge cualquier cabeza entre las que
produzcan empate.

Tmin: Consiste en escoger, en cada etapa, la cabeza que se encuentre “maés alejada” de
la raiz, esto es, ascender desde la raiz de H por el subarbol asociado con nimero
ordinal mas grande. En caso de empates, se escoge cualquier cabeza entre las que
produzcan empate.
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w 3 2 w 2 2
ao:warw +ww+1 alzww +w~2+ww+1

w 2 2 w2 2
a2:ww +w-2+ww.3 a3:ww +w+w-4+ww.3

Figura 9: Sucesién («,) de ordinales asociados a las Hidras en la batalla de la Figura 4.

Pues bien, Loebl demostré en [4] que mientras la estrategia i, produce batallas con
duracién (nimero de etapas hasta que la Hidra es aniquilada) primitivo-recursivo, esto es,
batallas “cortas”, por el contrario la estrategia Tmax produce batallas con una duracién
superior al crecimiento de las funciones primitivo-recursivas, esto es, batallas “largas”.
Por otra parte, Miserscque demostré en [7] que para cualquier Hidra H, la estrategia Tyax
produce la batalla mas larga entre Hércules y la Hidra H. Precisamente la finitud de la
batalla al emplear esta estrategia Ty es indemostrable dentro de la Aritmética de Peano.

Matousek y Loebl estudiaron en [6] el siguiente juego de estrategias mixtas: suponga-
mos que la Hidra tiene un ayudante oculto, que procura alargar la batalla lo méas posible.
Cada vez que Hércules realiza una “movida” cortando una cabeza (buscando matar al
monstruo lo més rapido posible), entonces le siguen k diferentes “movidas” del ayudante
oculto de la Hidra, del mismo tipo que las de Hércules aunque buscando mantener a la
Hidra viva el mayor tiempo posible. Demostraron que cuando k = 1 Hércules puede
mantener la batalla “corta” (esto es, con una duracién primitivo-recursiva como funcién
del nimero de nodos de la Hidra inicial), mientras que si k > 2 el ayudante oculto de la
Hidra tiene una estrategia para hacer la batalla “larga” (duracién superior al crecimiento
de las funciones primitivo-recursivas, o finitud no demostrable dentro de la Aritmética de
Peano).
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6 Modelo alternativo en la reproduccién de las cabezas

En el modelo clasico introducido por Kirby y Paris, a la Hidra le van brotando las cabezas
siguiendo una progresién aritmética: en la primera etapa le brota 1 copia del cuerpo de la
cabeza cortada; en la segunda etapa le brotan 2 copias del cuerpo; en la tercera etapa le
brotan 3 copias del cuerpo; etc.

Una de las primeras criticas que le pueden surgir al lector es. .. ;Porqué tan organizada
esta ley de reproduccién de las cabezas, siguiendo una progresion aritmética? ;Porqué
mejor no seguir una progresion geométrica o un crecimiento de cualquier otro tipo en este
asunto de la reproduccién de las cabezas?

La finitud de la batalla entre Hércules y la Hidra no se ve afectada cuando se cambia
el modelo clasico por uno alternativo que permita una reproduccién de una cantidad
arbitraria de las cabezas. Este es un resultado propio del autor y se expone a continuacién.

Teorema 4 Supdngase que la ley de reproduccion de las cabezas en el modelo de Kirby
y Paris es modificada de acuerdo al siguiente patron: en la etapa n-ésima luego del corte
de una cabeza, le brotan a la Hidra f(n) réplicas del cuerpo de la cabeza cortada, donde
f:N — N es una funcion total. Entonces, para cualquier Hidra inicial H, toda estrategia
de Hércules es ganadora.

Demostracién: La batalla consiste en una sucesién de Hidras (Hj,)neN, a las cuales
asociamos los nimeros ordinales correspondientes (o, )nen, donde oy, := a(H,,), siguiendo
el procedimiento descrito para asignar nimeros ordinales a las Hidras.

Sea 7 una estrategia de Hércules. Definimos el operador de ordinales [a]-(n) que
calcula el niimero ordinal a,, en términos del anterior ordinal a,,—1 y el natural n, esto es,
oy, = [ap—1]-(n), empleando la estrategia 7. Vamos a demostrar que la sucesién (ay,) es
estrictamente decreciente, pues entonces aplicamos el principio de induccién transfinita por
debajo de ¢y para deducir la existencia de un indice k € N para el cual o = 0, significando
que la Hidra Hj, correspondiente ha muerto. Para demostrar la decrecencia de (a,) basta
probar que para cualquier « € Ord, con 0 < a < € (esto es, frente a cualquier Hidra) e
independientemente de las cabezas elegidas por la estrategia 7, tendremos

[a]r(n) < a, ¥neN. (1)

Demostraremos esto empleando induccién transfinita sobre a por debajo de €y, exami-
nando las cinco formas diferentes que « podria tener, de acuerdo a la teoria de los ntimeros
ordinales y el nuevo esquema de reproducciéon propuesto. Primeramente debe observarse
que para algunos ordinales a < €y relativamente simples, el valor de [a](n) es indepen-
diente de la estrategia 7 elegida. En efecto, de la definiciéon de la reproduccién de las
cabezas de las Hidras, tendremos los siguientes casos particulares:

[0]+(n) = 0, (2)
@t 1) = a 3)
W@+ Dlr(n) = WTatw - f(n), (4)
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para todo v < €y, a € N y n € N. Esta claro que los casos iniciales no triviales (3) y (4)
cumplen con la propiedad (1). A continuacién supongamos (como hipétesis de induccién)
que la propiedad (1) se satisface para todos los ordinales 3 menores que . Quedan por
analizar dos posibles formas que puede tener «. La primera de ellas es cuando « tiene la
forma w® - (a4 1), donde d es un ordinal limite. En tal caso, tendremos:

(W0 (a+1)]r(n) =’ a+wld-™) (5)

y al ser § < «, entonces la hipdtesis de induccién es aplicable, demostrandose la propiedad
(1) para cualquier estrategia 7 que se emplee. La 1ltima posibilidad en cuanto a la forma
del ordinal « surge cuando éste tiene la forma

a=wM (e +1) 4+ (g + 1)+ + M (ar+ 1),

con o > A1 > - > M yva € N, 1 <i < n. La estrategia 7 se manifiesta en la
escogencia de alguno de los subarboles asociados a los anteriores sumandos. Supongamos
que T consiste en escoger el subarbol que comienza con el i-ésimo sumando, w™ - (a; +1).
Luego, tendremos:

[a](n) =w™ (a1 +1) + -+ (g 1)+ M (0 +1). (6)

Pero como \; < «, aplicamos la hipdtesis de induccién para obtener [X\;]-(n) < A;, de
donde se deduce la propiedad (1). [ ]

La técnica de demostracién empleada es similar a la utilizada por Misercque en [7]
y sigue las ideas centrales de Kirby y Paris [3]. Puede demostrarse que en el modelo
generalizado aqui descrito, el nimero de movidas que requerird Hércules para matar a la
Hidra es recursiva en f, como funcién del nimero de nodos de la Hidra inicial.

Otro interesante problema relacionado con el modelo estandar de Kirby y Paris sobre
Hércules y la Hidra es examinar si existe una prueba dentro de la Aritmética de Peano de
la finitud de la estrategia recursiva 7y;,. Pues bien, jeste es atin un problema abierto!

En efecto, el Teorema 2 establece tan solo que existen estrategias recursivas 7 que
no admiten prueba de finitud dentro de la Aritmética de Peano. Sin embargo, atin en el
modelo clasico de Kirby y Paris el problema de probar la existencia de estrategias recursivas
cuya finitud sea demostrable dentro de la aritmética usual podria llegar a ser tan dificil
como la famosa conjetura P # NP, atin no resuelta y fundamental en las Ciencias de la
Computacién.

Algunos casos particulares de este problema ya fueron resueltos: en efecto, Luccio
y Pagli en [5] estudiaron el caso particular del esquema alternativo de reproduccién de
cabezas propuesto en el Teorema 4, cuando f(n) = 2 para todo n € N (esto es, cuando
la Hidra reproduce en cada etapa dos copias del cuerpo de la cabeza cortada). Hallaron
una prueba combinatoria de la finitud de Tyn dentro de la aritmética usual, empleando
la nocién de potencial de los nodos la Hidra. Su demostracién puede extenderse al caso
de cualquier funcién acotada, recursiva y total f.
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7 La muerte del Internet?®

Consideremos ahora un monstruo diferente: la red Internet, un gigantesco e intrincado con-
junto de portales (sites), que promete ser el futuro de la globalizacién comercial. En una
primera aproximacion podemos ver la estructura de este monstruo representada como un
arbol dindmico, donde un usuario encuentra més y mas paginas especializadas moviéndose
de la raiz hacia las hojas, y tales paginas son actualizadas continuamente. Para discu-
tir este fenémeno podriamos visitar una compania de reciente creacion en la direccién
www.oAtumoo.com, un paradigma de la perfeccién en “e.commerce” y de la evolucién
que ha tenido la Internet (Figura 10). Tres viejos departamentos de ventas han sido
establecidos desde hace algiin tiempo, bajo la supervisién de Afrodita!! (Departamento
de Belleza), Atenea (Armeria) y Hermes (Ferreteria), y un nuevo departamento ha sido
abierto recientemente bajo la supervisién de Dioniso'? (Vinos y Licores), accesible por el
momento justamente como una pagina del arbol de o\tpumoo.

o\pTOoo .com

Cultos

Servicios

Productos

Ferreteria

(Hermes) Oniricos

Vinos y Licores A ,
(Dionisio) rmeria

(Atenea)

Belleza

(Afrodita) Satiricos

Heroicos

Figura 10: El portal (site) www.o\ipmoo.com

Pero hoy dia las bebidas espirituosas adquieren mayor demanda y el niimero de accesos
a la péagina de Dioniso se ha incrementado tan rapidamente que la compania ha decidido
actualizar su portal (site). La pagina de Vinos y Licores serd movida un nivel para arriba
en el arbol para que sea mas accesible, pasando a ser un hijo de Negocios y hermana de
Productos. Alguna estructura también se le adicionara a la descripcién del departamento,
del mismo tipo de la que ha sido experimentada exitosamente para Productos. Esto es,
un subarbol como el de Productos sera creado para Vinos y Licores.

10 Alegorfa de Fabriccio Luccio y Linda Pagli (en [5]) de la Universidad de Pisa, Italia, producto de las
disquisiciones en torno a las ideas de una conferencia que ofrecié el autor sobre tema de Hércules y la
Hidra, en La Habana, Cuba, en enero del ano 1999.

1 Afrodita es la diosa de la Belleza y del Amor, identificada con la Venus de los romanos.

2Dioniso es el dios griego del Vino, hijo de Zeus y de Semele, identificado con el Baco de los romanos.
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Hasta aqui todo bien. Pero el arbol experimentard una transformacién del tipo Hidra,
siguiendo el patrén de crecimiento precisamente considerado en el Teorema 4 cuando
f(n) = 1. Entonces tendremos la conclusién inevitable: jel Internet va a desaparecer!

Epilogo. En efecto, el Internet eventualmente desaparecerda. En vista que esta conclusién
podria generar panico en Wall Street, nos sentimos obligados a agregar algunas pocas
palabras. Primero, la aniquilaciéon tomara billones de etapas, de manera que no hay
peligro en el corto o mediano plazo. Segundo, cuando una hoja asociada directamente
con la raiz del arbol es cortada, nada crece del arbol, aunque sin embargo podemos estar
seguro que un arbol paralelo florecera en alguna otra parte del mundo. Una miriada de
nuevas Internets aparecerd, luego desaparecerd, etc. jEsté preparado!
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