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Abstract

Se desarrolla la teoria necesaria para realizar el Andlisis de Datos en presencia
de semiproductos escalares, extendiendo los conceptos clasicos de productos escalares
usualmente empleados. Para ello, retomamos las definiciones algebraicas béasicas de
las formas bilineales no degeneradas y vamos desarrollando todas las herramientas
algebraicas necesarias. Se estudian los operadores méas importantes en el espacio de
individuos, como el operados VM y el operador M V. También se estudia el caso del
semiproducto escalar de pesos en el espacio de variables, que en el caso de pesos nulos
corresponde a la introducciéon de individuos suplementarios. Finalmente, llegamos a
los conceptos usuales del Andlisis en Componentes Principales.
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Abstract

We develop the theory necessary for Data Analysis with inner semiproducts, ex-
tending tha classical concepts of inner products usually employed. For this, we use
the basic algebraic definitions of non degenerated bilinear forms and develop all the
algebraic tools needed. We study the most important operators on the individual
space, such as the VM and the MV operators. We also study the case of the inner
semiproduct of weights in the variable space, which corresponds to the introduction of
supplementary individuals in the case of null weights. Finally, we arrive to the usual
concepts of Principal Component Analysis.

Keywords: inner semiproducts, non degenerated bilinear forms, semimetrics, orthogonal
projection operator, principal component analysis.
Mathematics Subject Classification: 11E39, 15A09, 15A63, 62H25

*CIMPA, Escuela de Matemaética, Universidad de Costa Rica, 2060 San José, Costa Rica. E-Mail:

jtrejos@cariari.ucr.ac.cr

35



36 J TREJOS Rev.Mate. Teor.Aplic. (2004) 11(2)

1 Introduccion

Em algunos métodos de Analisis de Datos, se encuentran dificultades para definir una
distancia en el espacio de los individuos. Este es el caso en los analisis candnicos cuando
las variables estdn muy correlacionadas, pues la matriz de covarianzas es entonces nu-
méricamente no invertible, y por ello es dificil calcular la matriz de una distancia de
Mahalanobis. Hemos encontrado dificultades similares para definir una distancia entre
conjunciones de modalidades esplicativas [12, 14, 13]. Hemos por lo tanto estudiado, en
una primera parte, el uso de semiproductos escalares en Anélisis de Datos. En una segunda
parte, estudiamos algunas propiedades —en este contexto de semiproductos escalares—
de dos operadores tutiles en Anadlisis de Datos. Finalmente, abordamos la definicién de
algunos conceptos clasicos del Anélisis de Datos, como los relacionados con la dispersién
de una nube y el Anélisis en Componentes Principales. Hacemos notar que estos temas
los hemos abordado en otras publicaciones de circulacién restringida [11, 14, 13].

2 Algunos resultados sobre los semiproductos escalares

Sean L un espacio vectorial de dimension finita, L* su espacio dual, H un subespacio de
L y T una forma bilineal simétrica sobre L. Se denota con la misma letra 7" la aplicacion
lineal de L en L* associada a T'. T,y es la restriccion de la aplicacion T' a H.

Proposicion 1 Si T es una forma bilineal simétrica sobre L, T la aplicacion lineal aso-
ciada y H un subespacio de L, se tiene:

a) SiT es no degenerada sobre H entonces la restriccion Ty de T en H es inyectiva.
b) Si Tyy es inyectiva y si rang T = dim H entonces T' es no degenerada sobre H.

c) Si Ty es inyectiva y si T es positiva entonces T es no degenerada sobre H.

DEMOSTRACION:
a) Seax € kerT)y. Vy € H se tiene T'(z,y) = T'(x)(y) = Tyu(v)(y) = 0. Por hipétesis,
T es no degenerada sobre H, de donde se tiene

z € ye HT(y,z) =0} = , luego x = 0 y T es inyectiva.
H/Nye H'T 0 0}, 1 0y Ty i i

b) Se tiene ImT;y; C ImT. Como por hipdtesis T,y es inyectiva y
rang T = dimH, se tiene dim(Im T)yg) = dimH = rangT. Luego
Im Ty =Im T, es decir {T'(y)/y € H} ={T(y)/y € L}.

Sea x € H tal que Vy € H,T(z,y) =T (y)(x) = 0.

Se deduce que Yy € L, T(z)(y) = T(y)(z) = 0, es decir, T'(z) = 0 y entonces
r € HNkerT =kerT)y.

Como Ty es inyectiva se tiene z = 0 y T es por tanto no degenerada sobre H.

c) Sea x € H tal que Yy € H,T(x,y) = 0. Como T es positiva por hipdtesis, se tiene
kerT' = {z € L/T(z,z) = 0}, de donde z € H NkerT' = ker T .
En vista de que Ty es inyectiva se tiene x = 0 y luego T" es no degenerada sobre H.
|
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Nétese que la hipdtesis rang T' = dim H del inciso (b) de la proposicién anterior podria
ser reemplazada por rang T, = rang T

Proposicion 2 Si H y G son dos subespacios vectoriales de L, con ortogonales respectivos
H° y G° en L*, se tiene:
L=HeGs L " =H"®G".

DEMOSTRACION: Suprigase que L = H @ G. Sea f € H°NG°, V2 € L z =z + y donde
x € HyyeGaq, f(z) = flx+y) = f(x)+ f(y) =0, de donde se deduce que f =0y
H° N G° = {0}. Por consiguiente L* = H° & G° puesto que dim H° = dim L — dim H,
dimG° =dimL —dimG y dim L = dim L*.

El reciproco es immediato al identificar L** y L, puesto que H°° = H,G° =G. =

Denotando H (respectivamente G) el espacio vectorial canénicamente isomorfo a H
(resp. Q), si L = H @ G entonces G° y H° son respectivamente isomorfos a los espacios
duales H* y G*. .

En efecto, se pueden definir dos aplicaciones ¢ y ¢ sobre L*, ¢ : L* — H"y
¥ L* — G*, cuyas restricciones respectivas a los subespacios G° y H® son tales que:

e Ve GeyVieH, ¢1co(¥°)(T) = ¢(y°)(Z) = y°(v), donde x es la imagen en H de

# por la inyeccién canénica de H en H.
o Vz° € H° yVj € G, Y/ae(2°)(7) = ¥(2°)(g) = 2°(y), donde y es la imagen en G de
§ por la inyeccién canénica de G en G.

®/Ge y ¥/ son evidentemente lineales. Ademas, son biyectivas. En efecto, se tiene para
¢/Go :

e dim H* = dim H = dim H = dim G°;
e Sea y® € kerd go = G° Nkerp, Vo € H y°(x) = ¢/go(y°)(Z) = 0, luego y° € H®.
Como H° N G° = {0}, se tiene y° = 0 y entonces ker ¢,go = {0}.
Es andlogo para 9.

Para la descomposicién L = H @ G, es entonces natural llamar H® (resp. G°) al
subespacio dual de G (resp. H) y denotarlo G* (resp. H*). Diremos ademds que
L=H&®&Gy L*=H*® G* son dos descomposiciones duales de L y L*.

Observaciones:

1) Si{hi,...,hp,g1,...,94} s una base de L tal que Vi h, € H y ¥j g; € G, cuya
base dual en L* es {h,...,h;,g7,...,g;}, se muestra facilmente que {h7,..., hy} es
una base de G° y que {g{,...,g;} es una base de H°.

2) Més generalmente, L = @H; y L* = @H} son dos descomposiciones duales de L y
L* siy solosi H = (D, Hr)® =, 25 Hy -

Proposicion 3 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:



38 J TREJOS Rev.Mate. Teor.Aplic. (2004) 11(2)

a) T es no degenerada sobre H yrang T = dim H.
b) Ty es inyectiva y rang T' = dim H.

c) L=H&kerT.

d) L*=Im T @ H°.

DEMOSTRACION: La equivalencia entre (a) y (b) proviene inmediatamente de la propiedad
1.

(b) < (¢): Como dim L = rang T+ dim(ker T'), (b) es equivalente a: H Nker T'= {0} y
dim L = dim H + dim(ker T'), es decir equivalente a (c).

(¢) & (d): Identificando L** y L, puesto que la forma bilineal T' es simétrica, se tiene:
(ker T')° = Im !T = Im T. La equivalence se establece aplicando la propiedad 2. m

Se puede notar que las afirmaciones de la proposicién 3 también son equivalentes a la
afirmacion: Ty es inyectiva y rang T, = rang 7.

Corolario 1 Sila forma bilineal simétrica T sobre L es no degenerada sobre un subespacio
HCL, ysirang T = dim H entonces:

a) L=H®®kerT y L* =Im T @ H° son dos descomposiciones duales de L y L*, con
H*=Im T y (kerT)* = H°.

b) Se tiene ademds ker T = H+ yIm T = {T(z)/x € H}.
DEMOSTRACION:

a) La afirmacién (a) es una consecuencia directa de la proposicién 3 y de la definicién
de las descomposiciones duales.

b) Se tiene ker T C H+. Ahora bien, como por hipétesis 7' es no degenerada sobre H,
se tiene: dim L = dim H 4+ dim H' = rang T + dim H* puesto que rang T' = dim H,
de donde dim H+ = dim(ker T') y luego ker T' = H+.

Como Ty es inyectiva y rang T' = dim H, se tiene: Im 7' = Im Ty = {T'(z)/z €
H}. =

2.1 Aplicacién al Analisis de Datos

En Analisis de Datos, se dispone de una tabla de datos que contiene la medida de p
variables observadas sobre n individuos o unidades estadisticas. A esta tabla le corresponde
una matriz con n filas y p columnas, denotada X. Al i-ésimo individuo (resp. j-’esima
variable) se le asocia la fila ¢ (resp. la columna j) de X, denotada z; (resp. a7). El
elemento (i,j) de X, denotado 7, es el valor de 27 observado sobre el individuo x;. Asi,
x; pertenece a un espacio vectorial real de p dimensiones denotado F y llamado espacio
de individuos. Igualmente, 2/ pertenece a un espacio vectorial real de n dimensiones F
llamado espacio de variables.
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La matriz X estd asociada candnicamente a wuna aplicaciéon lineal
X : E* — F tal que X(ej) = 27, donde E* es el dual de E y {ej/i =1,....,p} es
la base dual de la base canénica {e;/j =1,...,p} de E. La transpuesta de X, denotada
X, es una aplicacién de F* en E = E** tal que tX(fi*) = x;, donde F* es el dual de F'y
{f7} es la base dual de la base canénica {f;} de F.

M es una forma bilineal simétrica, no degenerada sobre Im X, que supondremos pos-
itiva y sera utilizada posteriormente para definir una distancia entre individuos.

Como (Im *X)° = ker X, aplicando el corolario 1 se deduce:

Proposicién 4 Si la forma bilineal simétrica M, no degenerada sobre Im X, es tal que
rang M =rang X, entonces

E=Im'X@®ker M y E* =Tm M ®ker X

son dos descomposiciones duales de E Y B tales que
(Im 'X)* =Im M = {M(z)/z € Im X} y (ker M)* = ker X.

2.2 La forma bilineal de covarianzas V

Denotamos con la misma letra D una forma bilineal simétrica sobre F' y la aplicacién
lineal de F' en F* asociada.
Denotamos V' una aplicacién de E* x E* en R definida por

V(z*,y*) € E* x E* V(z*,y*) = D(Xz*, Xy").

Es facil verificar que V es una forma bilineal simétrica sobre E* y que XXDX es una
expresion de la aplicacién lineal de E* en E** = F, denotada V', asociada. Es més, V es
positiva si D es positiva.

Se sabe que si la matriz asociada a D en la base candnica de F' es la matriz diagonal
de pesos de los individuos y si las variables son centradas con respecto a D, entonces la
matriz asociada a V en la base canénica de E* es la matriz de covarianzas de las variables.
V es llamada la forma bilineal de covarianzas.

Recordamos a manera de ilustracién el esquema de dualidad, introducido en [1], en la
figura 1.

t
E X jak
MH % ‘ D
Jou F
X

Figura 1: El esquema de dualidad.
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Proposicién 5 a) Si D es no degenerada sobre Im X, entonces ker V = ker X.
b) ker V =ker X es equivalente a Im V = Im ‘X.
c) SikerV =ker X entonces la restriccion de D a Im X, denotada D x, es inyectiva.

d) Si D es positiva o si rang D = rang X, entonces una condicion necesaria y suficiente
para que D sea no degenerada sobre Im X es que ker V = ker X.

DEMOSTRACION:

a) Se tiene ker V' D ker X. Mostremos que ker V' C ker X: Sea z* € ker V, Vy* € E* se
tiene: D(Xz*, Xy*) = ((XDXz* y*) = (Va*,y*) = 0.
Como por hipétesis D es no degenerada sobre Im X, se deduce que
X(x*) =0, es decir z* € ker X y entonces ker V' C ker X.

b) Se deduce la equivalencia propuesta de:
e ImVCImX ykerV DkerX,y
e dim E* =rang V + dim(ker V) = rang ‘X + dim(ker X).

c¢) Seax € ker D/, x = Im X Nker D. Jy* € E* tal que v = X (y*). Se tiene entonces
V(y*) =t XDX(y*) =t XD(x) = 0, de donde y* € ker V = ker X. Por consiguiente,
r=X(y")=0yker Di, x ={0}.

d) La condicién necesaria ha sido establecida en (a), mostremos la condicién suficiente.
Si se supone que ker V' = ker X entonces D1, x es inyectiva. Como D es positiva
o rang D = rang X = dim(Im X), de la proposicién 1 se deduce que D es no
degenerada sobre Im X. =

Proposicion 6 Si D es no degenerada sobre Im X, entonces V' es no degenerada sobre
todo subespacio suplementario de ker X.

DEMOSTRACION: Sea S un subespacio suplementario de ker X en E*. Se quiere probar
que V es no degenerada sobre S, es decir que {z* € S/Vy* € S,V (z*,y*)} = 0.

Sea z* € S tal que Vy* € S V(z*,y*) = 0. Como D es no degenerada sobre Im X se
tiene Im V = Im X, de donde se deduce que Vz* € F*,Jy* € S tal que X (z*) = V(y*).
Se tiene entonces Vz* € F*:

(Xa*, 2%y = (&' X2*) = (2", Vy*) = V(z*,y*) =0,

lo que implica que X (z*) = 0 o sea * € ker X. Como S Nker X = {0}, se tiene 2* =0y
V' es entonces no degenerada sobre S. =

En lo que sigue, diremos que 1" es un semiproducto escalar no degenerado so-
bre H si T es una forma bilineal sobre L, simétrica, positiva y no degenerada sobre H.
Evidentemente, se trata de un abuso de lenguaje, pero que tiene el fin de simplificar los
términos usados.
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Corolario 2 Si M y D son semiproductos escalares no degenerados respectivamente sobre
los subespacios Im 'X yIm X, y si rang M = rang V, entonces

a) V es un semiproducto escalar no degenerado sobre Im M.

b) E=Im V@ker M y E* =Im M @kerV son dos descomposiciones duales de E y E*,
donde (Im V)* =Im M y (ker M)* =ker V.

DEMOSTRACION:

a) Hemos visto que por definicién V' es bilineal, simétrica y positiva. Mostremos que V'
es no degenerada sobre Im M. Como por hipdtesis D es no degenerada sobre Im X
se tiene (c.f. proposicién 5) ker V' = ker X y luego rang M = rang V = rang X.
Por la proposicién 4, Im M es un suplementario de ker X en E*, y entonces V es no
degenerada sobre Im M, segin la proposiciéon anterior.

b) Por la proposicién 5 se tiene ker V = ker X y Im V = Im ‘X el resultado se establece
entonces aplicando la proposicion 4. =

2.3 Inversas generalizadas de V' y del semiproducto escalar M del espacio
de individuos

SZe supone que M (resp.D) es un semiproducto escalar no degenerado sobre Im ‘X (resp.
Im X) y que rang M = rang X.

Recordamos que una inversa generalizada algebraica, denotada B, de una aplicacién
lineal B : L1 — Lo, con Ly y Lo espacios vectoriales, es una aplicacién lineal de Lo en
Ly talque BTBB™ =B~ y BB B=B.

B~ estéa caracterizada por Im B~ y ker B~, donde estos subespacios son respectivamente
los suplementarios de ker B en L1 y Im B en Lo.

Por el corolario 2, E =Im V @ker M y E* = Im M & kerV son dos descomposiciones
duales de E y E*. Una inversa generalizada algebraica M~ de M puede entonces ser
caracterizada por Im M~ =Im V y ker M~ = ker V. Notando que la restriccion de M
a Im V, denotada M 1, v, es una biyeccion de Im V' en Im M, se muestra [6] facilmente
(idempotencia de MM~ o de M~ M) la propiedad siguiente:

Proposicion 7 La inversa generalizada algebraica de M, especificada por Im M~ =Im V
yker M~ =ker V', es tal que

Ve* €Im M M~ (z) = M/_hln (). =

Entonces £ = Im M~ @ ker M y E* = Im M @ ker M~ son dos descomposiciones
duales de E'y E* tales que (Im M™)* =Im M y (ker M)* = ker M.
Notemos que:

Im M~ ={M (z")/z* €¢Im M} =Im V = {V(z")/z" € Im M}.
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Proposicion 8
La forma bilineal, denotada M~ , definida por

V(z%,y") € " x EY M~ (2", y") = (=", M"y")
es un semiproducto escalar no degenerado sobre Im M.

DEMOSTRACION: V(z*,y*) € E* X E*, 2* = 25 + 235 y y* =y} + 3,
donde z7,y; € Im M y x5, y5 € ker M, se tiene:

M~ (z%y") = (2%, M"y") = (2] + x5, M~ yy)
= (MM~ay, M™y7) + (x5, M yp).
Como z3 € ker M~ =kerV = (Im V)° y Im M~ =Im V, se tiene (x5, M yj) =0y

entonces:
M™(z*,y*) = M(M " z], M y}).

Como M es simétrica y positiva, también lo es M.
Siendo M~ positiva y la restriccion de M~ a Im M inyectiva (c.f. proposicién 7), por la
proposicién 1 se obtiene que M~ es no degenerada sobre Im M. =

Asi mismo, la inversa generalizada algebraica V'~ de V, caracterizada por
kerV- =kerM y Im V~ =1Im M, es tal que

VeeImV V™ (z) = V/;I}l (@)

E=ImV &kerV- y E* =Im V~ @ ker V son entonces dos descomposiciones duales de
E y E* (c.f. corolario 2) tales que (Im V)* =Im V™~ y (ker V7)* = ker V.
Es mas, se tiene:

DImV-={V-(z)/relmV}=Im M ={M(z)/x € Im V}.
2) La forma bilineal, denotada V—, definida por:
V(zg,y) e EXE V (x,y) = (z,V y)
es un semiproducto escalar no degenerado sobre Im V.

Definiciéon 1 Cuando D es el producto escalar de pesos se dice que V'~ es un semipro-
ducto escalar de Mahalanobis.

3 Operadores utiles en Analisis de Datos

En las dos partes de esta seccién se supone que M y D son semiproductos escalares no
degenerados respectivamente sobre Im X y Im X, y que rang M = rang X. Se tiene
entonces también rang M = rang V (c.f. proposicién 5).
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3.1 El operador VM

En esta subseccién estudiamos algunas propiedades del operador VM sobre E. Estas
propiedades seran importantes mas adelante donde se recordardn las definiciones de la
inercia y de los ejes principales de dispersién de una nube de puntos. Asi mismo, este
operador serd utilizado en expresiones de los productos escalares relacionales.

Recordemos algunas definiciones y propiedades generales en el caso en que L es un
espacio vectorial de dimension finita y T un semiproducto escalar no degenerado sobre el
subespacio H C L. Diremos que el operador A sobre L es

o T-simétrico si V(z,y) € Lx L T(Az,y) =T(z, Ay)
o T-positivo si ¥(x,x) € L x L T(Ax,z) > 0.

Observacion: En presencia de semiproductos escalares, no se garantiza la existencia y la
unicidad de la adjunta de un operador A. Denotando T a la aplicacién lineal de L en L*
asociada a T, una condicién suficiente de existencia es que Im (*AT) C Im T. En efecto,
en este caso si T~ es una inversa generalizada interna de T, entonces:

¥(z,y) € Lx L se tiene T(Aw,y) = (x,) ATy) = (2, TT~ 'ATy) = T(z, T~ 'ATy)

pues TT~ es un proyector sobre Im T, lo que prueba la existencia de la adjunta
A* =T~ AT de A.
Notemos que V M satisface esta condicién, pues Im “(VM)M =Im MVM CIm M. =

Sea P : L — Im P C H C L una aplicacién tal que Vo € Im P P(z) = z y
ker P = (Im P)*. Notemos que L =Im P @ (Im P)* puesto que, Ty y por tanto Ty, p
siendo inyectivas (c.f. proposicién 1(a)) y T positiva, T es no degenerada sobre Im P
(c.f. proposicién 1(c)). Por lo tanto es natural llamar P el operador de proyeccién
ortogonal sobre Im P respecto a T'.

Proposicion 9 Como T es un semiproducto escalar no degenerado sobre H, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) P es un operador de proyeccion ortogonal sobre Im P respecto a T
b) Im P C H, P es idempotente y T-simétrico.

DEMOSTRACION:

a) Rightarrow b): Supongamos que P es un operador de proyeccién ortogonal. Se
tiene Im P C H por definicion de P. P es idempotent pues Vx € L,z = 1 + X2
donde 1 € Im Py x5 € ker P, se tiene: P?(x) = P%(x1) = P(x1) = P(x).
Mostremos que P es T-simétrico:

V(z,y) e LXx Lyx =21+ 22y y =y1 +y2 donde x1,y1 € Im P y x9,y2 € ker P, se
tiene:
T(Pz,y) = T[P(x1+z2),y1 + 2]
= T(z1,y1 +9y2)
= T(x1,y1) pues ker P = (Im P)*+
e igualmente T'(z, Py) = T'(z1,y1).
Se tiene entonces T'(Pz,y) = T(z, Py).
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b) Rightarrow a): Yry € Im P,3y € L tal que P(y) = x1;. Como por hipétesis P es
idempotente, se tiene P(x1) = PP(y) = P(y) = x1. Es més, Vag € ker P,Vz € Im P
se tiene T'(x9,2) = T(xe,Pz) = T(Pza,2) = 0 pues P es T-simétrico, entonces
ker P = (Im P)*.

Como Im P C H por hipdtesis, P es, por definicién, un operador de proyeccién
ortogonal. m

Observacion: Se puede mostrar que
Ve e L T(x — Px,x — Px) =mingetm pT(z -y, —y). =

Observacion: En el caso en que M es un semiproducto escalar no degenerado sobre
Im !X tal que rang M = rang X, M~ M es un operador de proyecciéon ortogonal sobre
Im X respecto a M y MM~ lo es sobre Im M respecto a M ™.

Proposicion 10 Como M y D son semiproductos escalares mo degenerados respectiva-
mente sobre Im X y Im X, y como rang M = rang X, se tiene:

a) La restriccion de VM aIm 'X, denotada VM, ix, es inyectiva.
b) Im VM = Im X.

c) ker VM =ker M.

d) VM es M-simétrico y M -positivo.

DEMOSTRACION:

a) Como por hipétesis M es no degenerada sobre Im X y V es no degenerada sobre
Im M (c.f. corolario 2), M /tm tx ¥ V/im ar son inyectivas. Por lo tanto, V.M, ¢
es inyectiva.

b) Se tiene Im VM C Im V = Im X y rang (VM/Im ty) = rang ‘X. Puesto que
rang VM > rang (VM/Im ty ) se tiene rang VM > rang ‘X y luego Im VM = Im X.

c) Se tiene ker VM D ker M. Ademds rang VM = rang V = rang M, entonces
dim(ker VM) = dim(ker M) y ker VM = ker M.

d) Como V es un semiproducto escalar se tiene V' = V al identificar E** y E, de donde
V(z,y) € E x E se tiene:

M(VMz,y)=(VMz, My) = (Mz,VMy) = M(x,VMy) =V (Mz, My).
Por lo tanto VM es M-simétrico y M-positivo. =
Segtin la igualdad £ = Im ‘X @ ker M y los incisos (b) y (c) de la proposicién anterior,
podemos escribir £ =Im VM @ ker VM.
Denotamos Im‘X el espacio vectorial canénicamente isomorfo a Im X. Sean priy :
Im'X < E — Im'X la proyeccién canénica de Im X sobre Im'X y

—_~— —_~—

iney : Im'X — Im X C F la inyeccién canénica de Im’X en Im X.
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—

Definimos la forma bilineal M sobre Im'X por:
(7, 7) € Im'X x ImX M(&,3) = M(z,y)

donde = = inix (Z) y y = inix (7).

—_—

Proposicion 11 M es un producto_escalar sobre Im'X y una expresién de la aplicacion
lineal asociada, también denotada M, es M= Uiy Minax .

DEMOSTRACION: La bilinealidad de M se deduce de la de M y de la linealidad de inex.
La simetria y la p/ogﬁvidad se deduicen de las de M. Mostremos que M es no degenerada
sobre el espa(no Im X.

Sea T € ImtX tal que Vg € ImtX M(x,y) = M(:i, g) =0, donde x = inix (%) y y = inex (7).
Como M es no degenerada sobre Im X, se tiene = 0 y por consiguiente & = prix(x) = 0.
Por lo tanto M es no degenerado.

Mostremos ahora que M =l iniy Miniy es una expresién de la aplicacién lineal asociada
aM. o

Y(#,7) € Im'X x Im'X, o = inix (%) y y = inix (), se tiene:

= <intX.ii', MZTLtX:l]>

= (& inx Ming) =

Proposicién 12 El operador VM sobre ITm'X definido por VM = prix V Minsy es
M -simétrico y M -positivo.

—_—~

DEMOSTRACION: V(Z,7) € Im'X x Im'X, x = inux (%) y y = inux (7)), se tiene:

M(VMz,§) = M(procV Mine®, i)
= MC(inexprix VM, y)
= M(VMuz,y).

Como VM es M-simétrico y M-positivo, entonces VM es M-simétrico y M. -positivo. =

Proposicion 13 FEl operador VM tiene rang X walores propios positivos no nulos y
Im VM es suma directa de los subespacios propios M -ortogonales asociados a estos valores
propios. El subespacio propio associado al valor propio nulo, si existe, es ker VM.

—_——

DEMOSTRAQLéN: Comoﬂ es un producto escalar sobre Im Xy VM un operador M-
simétrico y M-positivo, VM tiene rang VM = rang VM = rang X valores propios estric-
tamente positivos. -

Sea {)\;j/j = 1,...,rang X} el conjunto de valores propios no nulos de VM vy
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{u;/j = 1,...,rang X} el conjunto de vectores propios asociados.  Para todo
j€{l,...,rang X} se tiene

VMZ.’I’LtXij = ’L'ntXp’r’tXVMZ"I’thﬂj = ’L'TLtXVMﬂj = )\jintXﬂj.

Si ponemos u; = inex (4;) se obtiene VM (u;) = Aju;. Los u; sont por lo tanto vectores
propios de VM asociados a los valores propios positivos A;. Como los u; asociados a
valores propios diferentes son M. -ortogonales, los u; correspondientes son M-ortogonales
pues M (uj,uy) = M(t;, ).

Debido a la propiedad 10, los u; pertenecen a Im VM (= Im X)) y por tanto Im VM es
suma directa de los subespacios propios M-ortogonales asociados a los valores propios no
nulos de VM.

Comme E = Im VM @ ker VM, ker VM (= ker M) es el subespacio propio asociado al
valor propio nulo, si éste existe. =

Por la proposicién 12, se tiene la descomposicion espectral VM = E]rilfg X )\jﬁj
de W, donde ]Dv] es el operador de proyeccién M. -ortogonal sobre el subespacio propio

asociado al valor propio A;.

Proposicién 14 Si Vz € Im 'X Pj(z) = inex Piprex (x)

Ve € (Im X)Lt Pj(x) =0
entonces Pj es el operador de proyeccion M-ortogonal sobre el subespacio propio de VM
asociado a \j y VM = Erang X

i1 AjP; es la descomposicion espectral de VM respecto a
M.

DEMOSTRACION: Por definicién de P; se tiene Im P; C Im X,
P; es idempotente pues Vo € E x = x1 + 2 con x1 € Im X y 29 € (Im 'X)*, se tiene

P%(z) :sz(:nl) = intxlgjprtxintXﬁjme(:nl)
= inix Plprix ()

= 'L'ntXﬁjp’I"tX(IEl) = Pj(x).
Mostremos que P;j es M-simétrico: V(z,y) € E x E tal que x = z1 + 22y y = y1 + Y2,
donde 1,71 € Im 'X y x9,y2 € ker M = (Im ‘X)*, se tiene M(Pjz,y) = M(Pjx1,y1).
Ademas, por definicién de M y en denotando &1 = prex(z1) y 91 = prex (Y1), se tiene:
M(Pjz1,y1) = (Minpreg Pz, ingepregyr)
= M(prix Pjzy, prixyr)
= M(P;jZ1,%1).
Asi mismo, M (x, Pjy) = M (21, 15]371) de donde el resultado puesto que 15] es M-simétrico.
Ahora bien, se tiene

VM = iny mprtX
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rang X
= iny E NP | prix
J=1

rang X
= Z Aj (z’mXPjprtX .
j=1

Se tiene entonces VM = E]rilfg X ANjPj. m

Observacién: Los P; son M-positivos: Va € E, como los P; son M-simétricas e idem-
potentes, se tiene: M (Pjx,x) = M(P?z,x) = M(Pjz, Pjz) > 0. m

Proposicion 15 Si MV M es la forma bilineal definida por
V(z,y) e ExE MVM(z,y) = (x, MV My)
entonces MV M es un semiproducto escalar no degenerado sobre Im X .

DEMOSTRACION: MV M es simétrica (resp. positiva) pues M es simétrica (resp. positiva)
y VM es M-simétrica (resp. M-positiva). Como M es no degenerada sobre Im X, la
restriccién de M a Im ‘X es inyectiva (c.f. proposicién 1). De la inyectividad de V M /Im X
y de Im (VM) = Im X (c.f. proposicién 10), se deduce que la restriccién de la aplicacién
compuesta MV M a Im ‘X es inyectiva.

La forma bilineal MV M, siendo positiva, por la proposicién 1 es no degenerada sobre
ImX. =

Es fécil ver, como para la proposicién 7, que la inversa generalizada algebraica (V M)~
de VM, caracterizada por ker(VM)™ = kerVM(= ker M) y Im (VM)™ = Im VM

(=TIm 'X), es tal que: Vo € Im ‘X (VM)~(z) = VM/_I; ix (7).

Observacién: Por abuso de languaje, se puede decir que (V M)~ es una inversa gene-
ralizada de VM ponderada por el semiproducto escalar M. En efecto, como (VM)~V M
y VM(V M)~ son proyectores, entonces son operadores idempotentes; ademds, se tiene
Im (VM) " VM =Im VM(VM)™ =Im X yker(VM)"VM =ker VM(VM)~ =ker M =
(Im 'X)+. Luego, (VM)"VM y VM (V M)~ son operadores de proyeccién ortogonal so-
bre Im !X respecto a M. Esta propiedad es caracteristica de las inverses generalizadas
ponderadas por un producto escalar, en el sentido de Chipman [6]. =

Proposicién 16 FEl operador (V M)~ es M-simétrico y M -positivo.

DEMOSTRACION: Mostremos que (V M)~ es M-simétrico. V(z,y) € EX E,x =x1 + 22y
y = y1+y2 donde z1,y; € Im X y 29,92 € ker M, como V M es M-simétrico y VM (V M)~
es un operador de proyeccién sobre Im X se tiene:

M{(VM) z,y] = M[(VM) z,p]=M[(VM) x, VM(VM) y]
MVMV M)z, (VM) ] = M1, (VM) y]
= Mz, (VM)™y]
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de donde (V M)~ es M-simétrico.
La M-positividad de (V M)~ es inducida en la tercera igualdad por la M-positividad de
VM. =

Podemos notar que, si u; es un vector propio de V.M asociado a una valor propio no
nulo \;, entonces u; también es vector propio de (V. M)~ asociado al valor propio 1/A;:
en efecto, puesto que u; € Im X se tiene: u; = (VM)~"VM(uj) = A\;(VM)~ (uj). De allf
se deduce:

Proposicién 17 El operador (VM)~ tiene rang X walores propios positivos no nulos,
tnversos de los de VM. Los subespacios propios ortogonales asociados son idénticos a los
de VM yker(VM)™ (=ker M = ker VM) es el subespacio propio asociado al valor propio
nulo, si éste existe.

3.2 El operador MV

Proposicion 18 Siendo M y D semiproductos escalares no degenerados, respectivamente
sobre Im X y Im X, y como rang M = rang X, se tiene:

a) La restriccion de MV aIm M es inyectiva.
b) Im MV = {M(z)/x € Im X} =Im M.

c) ker MV = ker X.

d) MV es M~ -simétrico y M~ -positivo.
DEMOSTRACION:

a) Como M y V son no degeneradas sobre Im X = Im V y Im M, respecticamente
c.f. corolario 2 pues rang V' = rang X segun la proposicion 5), entonces M, v ¥
/ \%
V/tm ar son inyectivas. Se deduce luego la inyectividad de la restriccion de MV a
Im M.

b) En efecto, se tiene Im V = Im X y Im M = {M(z)/x € Im X} (c.f. proposicién
4).

c) Se tiene ker MV D ker X, pues ker V= ker X (proposicién 5). Ademas se de-
duce de (b) que rang MV = rang M y por hipétesis rang M = rang X, de donde
dim(ker MV') = dim(ker X) y por tanto ker MV = ker X.

d) V(z*,y*) € E* x E*, puesto que M~ y V son formas bilineales simétricas, M~ M un
operador de proyeccién sobre Im M~ =Im V = Im X, se tiene:

M= (MVz*,y*) = (M- MVz* y*) = (Va* y*)
= V@"y") = (" Vy)
= ("M MVy*) =M (z*, MVy").

Por lo tanto, MV es M~ -simétrica y M ~-positiva puesto que V es positiva. =
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Si u; es un vector propio de V.M asociado a A; > 0, se tiene: MV [M (u;)] = \jM(u;).
Puesto que u; € Im !X v que M es inyectiva sobre Im ‘X, M (uj) es vector propio de MV
asociado a A;. Los subespacios propios de MV asociados a los A; > 0 son entonces las
imagenes por M de los subespacios propios de VM y Im M en es la suma directa. Es
mas, puesto que E* = Im M & kerX, Im MV = Im M, ke MV = kerX y
Va,y € Im'X M(z,y) = M~ (Mz, My), se deduce:

Proposicion 19 FEl operador MV tiene rang X wvalores propios positivos no nulos, idén-
ticos a los de VM, y los vectores propios asociados son las imdgenes por M de los vectores
propios de V.M. Los subespacios propios de MV son M~ -ortogonales y Im MV en es la
suma directa. El subespacio propio asociado al valor propio nulo, si existe, es ker M'V'.

4 Aplicacién al Analisis de Datos

4.1 Inercia, momento de inercia y producto de inercia

El triplete (X, M, D) caracteriza la nube de puntos individuos {z1,...,z,}, denotada N .
Como las variables se suponen centradas, el centro de gravedad de la nube N es el origen
de coordenadas de E. Puesto que la restriccion de M a Im !X es un producto escalar y
como Vi z; € Im ‘X, las expresiones clédsicas [1] de la inercia, del momento de inercia
y del producto de inercia de N siguen siendo vélidas, pero tomando encuenta algunas
precauciones. Por ejemplo, si H es un subespacio de Im ‘X, no se podra hablar de la
proyeccién ortogonal sobre H- pues H' no es necesariamente no isotrépico.
Recordemos las definiciones y expresiones de estos indices:

a) La inercia de la nube N respecto a su centro de gravedad es:

1IN = pillail3y = traza(V )
=1

donde V es la matriz des covarianzas de las variables.

b) Si H es un subespacio vectorial de Im X y Py es el operador de proyeccién ortogonal
sobre H respecto a M, el momento de inercia de N respecto a H es (c.f. ver
nota en pagina 44):

IaNT = pilles — P ()13
i=1

c) Sean u y v dos vectores de Im ‘X, Au y Av las rectas que generan, si se denota (Awu)*
y (Av)* los subespacios ortogonales respectivos de Au y Av, entonces el producto
de inercia de N\ respecto a (Au)t y (Av)t es:

M(z;,u) M(z5,v) MV M(u,v)
[ullar— lvllar lullallollar

PIN/(Au)* x (Av)*] = pi
i=1
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Obsérvese que, como Pa,, es el operador de proyeccién ortogonal sobre Au, se tiene:

1[Pau(N)] = PIN/(Auy* x (Au)'] = %ﬁju)

4.2 Andlisis en Componentes Principales

El espacio E de individuos esta provisto de un semiproducto escalar M, que suponemos
no degenerado sobre Im ‘X y tal que rang M = rang X. El espacio F' de las variables
esta provisto del semiproducto escalar de pesos D, definido por D(f;, fi) = p;jd;r, donde
pj >0y Z?:l pj = 1, y lo suponemos no degenerado sobre Im X. Es maés, en lo que sigue
supondremos que las variables estdn centradas.

El hecho de dotar de pesos nulos a algunos individuos, corresponde generalmente a la
técnica de definir individuos suplementarios en Anélisis de Datos (c.f. por ejemplo [2]).

Proposicién 20 a) Una condicion necesaria y suficiente para que D sea no degenerado
sobre Im X es que Im X Nker D = {0}.

b) Notemos K el subconjunto de {1,...,n} tal que Vk € K pp =0y & K p; >0,y
(fe/k € K) el subespacio de F generado por {fi/k € K}.  Se tiene
Im X Nker D = {0} siy sélo si Im X N (fi/k € K) = {0}.

DEMOSTRACION:

a) Puesto que la forma bilineal simétrica D es positiva, el semiproducto escalar D es
no degenerado sobre Im X si y sélo si la restricciéon de D a Im X es inyectiva (c.f.
proposicién 1(a) y (c)), lo que es equivalente a decir que Im X Nker D = {0}.

b) Mostremos que kerD = (fy/k € K): Vo = > xifi € kerD se tiene
Zngpg(:Eg)z = Y1  pi(z;)? = D(z,z) = 0, ahora bien ¥/ ¢ K p; > 0, luego
V0 ¢ K ;=0 lo que implica z € (fy/k € K).

Inversamente, Vo = >, x T fi € (fu/k € K) se tiene D(z,z) = >, pi(2r)* = 0
pues Vk € K pi = 0; x es entonces isotrépico y como D es positiva, x € ker D.
Se tiene por lo tanto Im X Nker D = {0} si y s6lo si Im X N (fi/k € K) ={0}. =

En presencia de pesos nulos, las condiciones necesarias y suficientes establecidas en la
propiedad 20, muestran que la hipétesis de no degeneracién de D sobre Im X es general-
mente satisfecha. En efecto, si y € Im X N (fx/k € K),y # 0 entonces existen o, ..., q,
no todos nulos tales que

p n n

Y= aj:Ej:Zp:aj(Zl‘gfi) :Z<Zp:asz)fl
1 J=1

Jj= i=1 i=1 j=1

. ) ] _ . .
Se tiene entonces ijl a;x; = 0 para todo k ¢ K, es decir tal que p;, # 0. Ahora bien,
en general p es pequeno respecto al nimero d’individuos con un peso no nulo, por lo que
el sistema de n — |K| ecuaciones con p incégnitas no tiene, en general, solucién.
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Puesto que la restriccién de M a Im ‘X es un producto escalar y teniendo en cuenta
las propiedades establecidas para VM, los resultados cldsicos siguientes [1] sobre los ele-
mentos principales del Andlisis en Componentes Principales (ACP) del triplete (X, M, D)
se enuncian en términos idéntico:

a) Los vectores axiales principales, denotados ¢y, ... ,crang x, forman una base de
Im !X constituida por rang X vectores propios M-ortonormados de VM asociados
a los valores propios no nulos. Para A; > 0, los vectores Cl = XM c¢j son las
componentes principales. Para \; > 0, se dice que (\j,¢;j,C?) es un triplete
principal del ACP de (X, M, D).

b) Si ()\j,¢j,C7) es un triplete principal del ACP de (X, M, D), entonces C7 es vector
propio de W = X M'X asociado al valor propio ;.

c) Las componentes principales constituyen una base ortogonal, respecto a D, de Im X;
es més, ||C7||p = MV M(cj,c;) = /7.

d) Las C7 tienen media nula y varianza igual a Aj.

Como VM es un operador M-positivo (c.f. proposicién 10(d)), se tiene que
VM = zrang X)\ P; (c.f. proposicién 14); denotando (VM)'/? al operador sobre E

tal que (VM)Y/2? = Erang XU ;Pj, se deduce:

o Im (VM)'/2 =Tm [Y508 % /N P) = Im [L528 AP = Im VM = Im X (cf.
proposicién 10(b))

o ker(VM)Y/? = (Im 'X)*+ =ker M (c.f. §2.1).

Puesto que £ = Im X @ ker M (c.f. proposicién 4) y ker(VM)Y/? = ker M,

(VM )}{2 es inyectiva. La inversa generalizada algebraica de (VM )1/ 2 denotada

(VM)'/2= de niicleo (Im 'X)* y de imagen Im X, es tal que

Vo eIm X (VM)YV? (2) = (VM)/_IZQtX(x) (1)
1/2 1/2 .
donde (VM) Jim tx € la aplicacién reciproca de (VM) | Jim X (c.f. proposicién 7).

De (VM)Y/? = Zyilllg X/ A; Pj, se deduce (VM)/IZ%X = z]rilfg X ﬁPj.

Puesto que ker(VM)/?~ = (Im 'X)* y que Vo € (Im 'X)* P;(x) = O (c.f. proposicién

14) se deduce de 1: (VM)Y/?~ = zgiﬁlg X 1/\_Pj.
J

Como los P; son M-simétricas (proposicién 9) y los \; positivos, se tiene el siguiente
resultado:

Proposicién 21 a) El operador (VM)Y2~ es M-simétrico y M-positivo.

b) Si (A\j,cj,C7) es un triplete principal del ACP de (X, M, D), entonces c;j es vector
propio de (V. M)Y?~ asociado al valor propio 1/4/Aj.
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DEMOSTRACION:

a) Mostremos que (VM)'/? es M-simétrico y M-positivo.
Se tiene V(z,y) € Im X x Im 'X:
MI(VM)Y22,y) = 5, R M(Pia,y) = 5 /M, Pyy) = Mo, (VAD)Y2y).
Por lo tanto (V. M)Y? es M-simétrico.
Como \/)\_] > 0y los P; son M-positivos, se deduce la M positividad de (VM)1/2.
El final de la demostracién es andlogo al de la proposicién 16.

b) Se tiene (VM)Y2¢; = 3, VAPrc; = /Ajcj,
es més, ¢; € Im X y (VM)'/2=(VM)Y? es un proyector sobre Im X, luego cj =
(VM)'2=(VM)Y2(c)) = \/)\_j(VM)l/z_(cj) lo que implica (VM)/?~¢; = ﬁ(c])
J
|
En la proposicion que sigue se establecen ciertas propiedades de la aplicacién
XM(WVM)Y/?~, de E en F, que serdn utilizadas en un préximo articulo para dar ex-
presiones algebraicas a los semiproductos escalares relacionales.

Proposicién 22 a) Se tiene XM(VM)l/Q_(cj) = , para todo triplete principal

(A\j,¢j,C7) del ACP de (X, M, D).

oI
C7To
b) Im [XM(VM)'/?7] =Im X.

c) ker[XM(VM)Y/?7] = (Im IX)*.

DEMOSTRACION:

a) Se tiene (VM)Y2~(¢;) = ﬁcj (c.f. proposicién 21(b)). Ahora bien, \/A; = [|C7||p,
J

de donde (VM)Y?7¢; = ||CCJ?||D. Por lo tanto, se obtiene XM (VM)Y/2~(¢;) =
_ ¢y
XM (15 ) = 161

b) Se deduce inmediatamente de (a).

c) Se tiene kerXM(VM)l/Z_ > ker(VM)Y?~ = ker M. Es mads,
XM(VM)Y?=(¢j) = ”CJ” , luego dim[Im XM (VM)'/?~] = dim(Im X) = rang X
(cf.  (c) de la page 51). Ahora bien, F = Im'X @ ker M, entonces

dim(ker M) = dimE — rang X = dim[ker XM (VM)Y2=].  Por lo tanto
ker XM(VM)Y/?~ =ker M = (Im 'X)*~. =

Obsérvese que X M(VM)Y/?~ es una isometrfa de Tm X en Im X.

5 Conclusiones y perspectivas

Se han establecido propiedades ttiles de los semiproductos escalares, que han servido para
trabajar en una definicién de las semimétricas ttiles en Anélisis de Datos. Tanto en el
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espacio de individuos como en el espacio de variables, el uso de estas semimétricas ha
permitido trabajar de manera que se puede desarrollar una teoria coherente.

En una proxima publicacién, extenderemos estas ideas al caso de semimétricas rela-

cionales, es decir, definidas por bloques, las cuales seran ttiles para el caso de trabajar
con tablas multiples o bien para extender una serie de técnicas de Anélisis de Datos.
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