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340 A. ALVARADO — P. CASTILLO

Resumen

Se presenta un estudio numérico de un precondicionador para la ecua-
cion vectorial de Helmholtz; el cual se deriva de la técnica del Laplaciano
desplazado. Se utiliza una nueva version del método “Local Discontinu-
ous Galerkin” (LDG) como técnica de discretizacion espacial. Se valida
la escalabilidad del precondicionador mediante una serie de experimen-
tos numéricos en dominios poliédricos y aproximaciones de alto orden en
problemas de bajas frecuencias en el caso real.

Palabras clave: precondicionamiento; ecuacion vectorial de Helmholtz; método
LDG.

Abstract

A numerical study of a preconditioner for the vector Helmholtz equa-
tion based on the shifted Laplacian preconditioning technique is presented.
The Local Discontinuous Galerkin (LDG) method is used as spatial dis-
cretization technique. Scalability of the preconditioner is validated on a
series of numerical experiments in polyhedral domains for high order ap-
proximations on low frecuency problems in the real case.

Keywords: preconditioning; vector Helmholtz equation; LDG method.
Mathematics Subject Classification: 65K05, 65N30, 65N55.

1 Introduccion

El modelo matematico comunmente utilizado para describir diversos fenomenos
fisicos que ocurren en nuestro alrededor, producto de la interaccion de campos
eléctricos y magnéticos, carga y corriente eléctrica, se describe en la teoria elec-
tromagnética propuesta por J.C. Maxwell, [25, 26], simplemente conocida como
ecuaciones de Maxwell.

En algunos procesos termo-eléctricos de interés practico se puede asumir
que los campos electromagnéticos varian de manera senoidal con respecto al
tiempo como, por ejemplo, el conformado eléctrico o proceso de deformacion de
piezas metalicas sometidas a la accion de campos electromagnéticos de gran in-
tensidad [18]; en soldadura eléctrica donde se estudia el comportamiento termo-
eléctrico de los electrodos y del material de soldadura, producto del efecto de
Joule, [13, 6]; v, en el disefio de circuitos eléctricos que trabajan con sefales
digitales y analdgicas, para poder determinar la variacion de la capacitancia, re-
sistencia e inductancia eléctrica del sistema por medio del campo eléctrico y
magnético [32, 15]. Dada una frecuencia fija y aplicando la transformacion de
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Fourier en tiempo, las ecuaciones de Maxwell se reducen a un conjunto de ecua-
ciones estacionarias en el dominio de la frecuencia; las cuales a su vez pueden
ser compactadas en una sola ecuacion diferencial de segundo orden conocida
como ecuacion vectorial de Helmholtz.

Este tipo de aplicaciones se modela por lo general en dominios cuyas geo-
metrias son muy complejas; las propiedades de los materiales: tensores de per-
meabilidad magnética y permitividad eléctrica pueden ser anisotropicos y/o dis-
continuos a trozos. En estos casos, es poco probable; sino imposible, obtener
una expresion cerrada o analitica para la solucion de dicha ecuacion; por lo que
su aproximacion numérica es fundamental.

En la ultima década se han propuesto una serie de métodos numéricos, basa-
dos en discretizaciones espaciales discontinuas, para aproximar la solucion de
la ecuacion de Helmholtz a bajas frecuencias, también conocido como problema
de corrientes de Foucault, (o corrientes de Eddy en la literatura anglosajona),
[28,27,23,22,7,17]. Este tipo de métodos se caracteriza principalmente por no
imponer ningln tipo de continuidad entre celdas adyacentes; por lo que su for-
mulacion es naturalmente apropiada para refinamiento en espacio y en el grado
de aproximacion. Ademas permiten el uso de mallas generales como aquellas
que poseen nodos colgantes.

El método considerado en este articulo se conoce como “Local Discontin-
uous Galerkin” (LDG); originalmente propuesto por Cockburn y Shu [14] para
problemas transitorios no lineales de conveccion-difusion. La seleccion de este
método es motivada por el estudio tedrico y numérico realizado por Castillo en
[8] para un problema modelo de difusion lineal, donde se muestra cierta supe-
rioridad en precision y estabilidad en comparacion a otros métodos similares. El
analisis de convergencia para problemas de difusion en el caso estacionario fue
presentado en [10].

En [27], Perugia y Schotzau presentan el primer y tinico trabajo tedrico sobre
la convergencia hp de una version del método LDG aplicado al problema de
corrientes de Foucault. El desempefio numérico del método LDG aplicado a
la ecuacion vectorial de Helmholtz en dominios poliédricos fue discutido por
primera vez en Alvarado [2]; y, Alvarado y Castillo [3]. A diferencia de la
version propuesta en [27], Alvarado y Castillo utilizan una version del método
LDG que permite una reduccion sustancial del patrén, lo cual es de gran interés
desde el punto de vista computacional.

El proposito del presente articulo es el estudio del rendimiento de la técnica
de precondicionamiento propuesta originalmente por Bayliss, Goldstein y Turkel
en [5] para la ecuacion de Helmholtz escalar, operador div-grad. En este trabajo
se adapta esta técnica de precondicionamiento a la version del método LDG
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estudiada recientemente en [2, 3]. Aprovechando la estructura por bloques de la
matriz de rigidez, tipica de los métodos discontinuos, se estudia el desempefio
del precondicionador utilizando una version por bloques. El precondicionador es
de tipo algebraico y su implementacién no depende del grado de aproximacion
local.

2 Ecuacion vectorial de Helmholtz

Asumiendo que los campos electromagnéticos dependen de manera senoidal con
respecto al tiempo, se tienen las siguientes expresiones en notacion fasorial para
el campo eléctrico £(z, t), el campo magnético H(z,t), el campo de desplaza-
miento eléctrico D(x, t) y el campo de induccion magnética B(x, t):

E(z,t) = Real [E(z)e™ "],
D(z,t) = Real [D(z)e "],
B(z,t) = Real [B(z)e '],
H(z,t) = Real [H(z)e '],

donde los campos de valor complejo, E, H, D y B; que dependen tinicamente
de la posicion, representan la transformada de Fourier en tiempo de los campos
E,H, Dy B, respectivamente para una frecuencia w fija. Ademas se asumen las
siguientes relaciones constitutivas para el desplazamiento eléctrico e induccion
magnética, en notacion fasorial:

D) = (#)B(z) y B(x) = u(x)H(x).

Los tensores € y j1, R3 — R3*3, representan las propiedades del medio: per-
mitividad eléctrica y permeabilidad magnética, respectivamente. Aplicando la
transformada de Fourier a las ecuaciones de Maxwell y utilizando las expre-
siones en notacion fasorial anteriores, se obtiene el siguiente sistema de ecua-
ciones estacionarias para una frecuencia fija w:

VXE—iwuH=0 (1)
V x H+iweE = J; (2)
V- (eE)=p 3)
V- (uH) = 0. (4)

Estas ecuaciones se les conoce como ecuaciones de Maxwell en el dominio de la
frecuencia o tiempo-armonico. Combinando las ecuaciones (1) y (2) se obtiene
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una ecuacion de segundo orden en el dominio de la frecuencia, conocida por
ecuacion vectorial de Helmholtz:

Vx (p 'V xE)-w?E=J, dondeJ =iwlJ;. (5)

Esta ecuacién se cumple en un dominio acotado y conexo 2 C R3, cuya fron-
tera I', es de Lipschitz; en la cual se consideran condiciones de frontera de un
medio cuya densidad de carga eléctrica superficial g es producida por un campo
electromagnético externo:

nxE=g,enl,

donde 77 es el vector normal en direccion hacia afuera de la frontera.

3 Formulacion del método LDG

La formulacion variacional del método LDG aplicado a la ecuacién de Helmholtz,
Ecn. (5), consiste en introducir la variable, Q = — 'V x E; y luego reformu-
lar el problema original como un sistema de ecuaciones de primer orden en las
variables Q (variable auxiliar) y E (variable primaria):

pQ+VxE=0 enQ,
~VxQ-w’E=J enq.

Sea 7, una particion de §2 formada por un conjunto de tetraedros, 1, los cuales
son afin equivalentes a un tetrahedro de referencia 7,. Se denotara por F el
conjunto de todas las caras de la triangulacion 7Tj. Este conjunto se particiona
en dos subconjuntos disjuntos: F7 caras interiores y Jp caras de frontera. El
método LDG busca una aproximacion (E,, Qp) de (E, Q), en el espacio de
elemento finito V;, x V), donde

Vi = H P} (T)

TeTh

y Pi,.(T') es el espacio de polinomios de grado menor o igual a k7 con kp >
1, definidos en 7T'. Notese que el grado de aproximacion puede variar celda a
celda. Ademas contrario al método clasico de elemento finito, el espacio de
aproximacion no impone ningun tipo de continuidad, por lo que el método es
completamente natural para adaptividad en espacio y grado de aproximacion
(hp-adaptabilidad). Dicha aproximacion satisface el sistema lineal:
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344 A. ALVARADO — P. CASTILLO

a(Qn,7) + b1 (Ep,7) = li(r)
bQ(Qh, ’U) + C(Eh, ’U) + S(Eh,v) = lg(’v)

donde las formas sesquilineales a(-,-), b1 (-, "), ba(+,-), (-, ) y s(+,-) de Vj, x
V), — C estan definidas de la siguiente manera:

o@.r) = 3 [ pau-7

TeTh
n(Bnr) =Y plEn Lt Y (B v
SeFzr TETH

ba(Qp,v) = = ]{ Q< B]y - thxv fip — Z/Qh V x @,

SeFr SeFp TeTh
S
Eh, Z%n Eh 7’—!—2% EthT (’UXTLT)
SeFr SeFp
c(Ep,v Z /EEh .
TeT),

Los términos [Ex]ar y [Er]7 representan el salto normal y tangencial, respecti-
vamente, y se definen por

[Ex]yv = Ep - +Ef -ty y  [Ep]r = Ej x @iy + Ef x i,

Los funcionales lineales I1(-) y l2(-) de V}, — C se definen de la siguiente
manera:

Z%QT lh(v) = ?{gnxv—l—Z/

SeFp Se]—‘ TETh

Las cantidades f}; y Q\h, llamadas flujos numéricos, son aproximaciones
de las trazas de E y Q respectivamente. A diferencia de [27], aqui se utilizan
flujos numéricos definidos a partir de combinaciones convexas de los valores del
campo. Esto permite un mayor control sobre la cantidad de memoria necesaria
para el almacenamiento de la matriz de rigidez o complemento de Schur [2, 3].
Sea S una cara compartida por las celdas 11 y 15, S = 11 N 15, entonces

B, = GsEL+(1-CE] y Qu = (1-Cs)QL+CsQ (6)

con 0 < (s < 1. Se consideran tres opciones para el pardmetro (s:
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1. (p: paratodo S € Fz, (s = 0.5. Este produce el patron de maximo
tamafio.

2. (1: para reducir el tamafio del patron, se escoge de manera aleatoria el
valor de (s en el conjunto {0, 1}.

3. (2: dada una direccion cf, se escoge (s = 1sinp- d>0 y (s = 0 en caso
contrario.

En [9], Castillo analiza diferentes heuristicas para la reduccion del patrén del
método aplicado al operador div-grad. En [3], Alvarado y Castillo analizan el
patron para el operador curl-curl en mallas no estructuradas y muestran que,
para mallas Cartesianas, este posee un mayor tamafo que el del operador div-
grad.

En las caras de borde, f); y @l se definen utilizando la corriente superficial:

Eyxi =g y Q,= Q.

La forma sesquilineal s(-,-) representa un término de estabilidad el cual
garantiza la existencia y unicidad del problema discreto. Esta forma de esta-
bilidad numérica ha sido ampliamente utilizada en [22, 23, 27, 28].

Sean D, By, By, S'y D, la representacion matricial de las formas sesquili-
neales a(-, ), b1(+,-), ba(-,+), s(-,-) y ¢(+, ), respectivamente. En [2], Alvarado
muestra que utilizando la definicion de flujos dada por las expresiones en (6) se
tiene

By = —Bf.

Sea R = Bj entonces el sistema lineal generado por el método LDG se puede
escribir la siguiente forma:

D 14 R Qh — th (7)
—R* S —w?D.| |Ep, b,
Puesto que la matriz D, es diagonal por bloques [2], por lo tanto explici-

tamente invertible, la variable auxiliar Q, puede ser eliminada mediante elimi-
nacion Gaussiana por bloques, obteniendo el sistema reducido

AE;, = b,

donde la matriz A, conocida como complemento de Schur y el vector fuente b
estan definidos por

A=S+RD'R-w’D. y b= RD;'bq,+bg,-
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Cabe resaltar que el ensamblado de .4 no requiere del almacenamiento global
de las matrices D, D., R, R* y S. En [11], Castillo y Sequeira presentan
un algoritmo de ensamblado rapido para el operador div-grad. El ensamblado
se realiza haciendo un recorrido de la malla y s6lo requiere del célculo de las
entradas de estas matrices asociadas a la celda con la cual se esta trabajando.
Este proceso es ademas independiente del grado de aproximacion que se utiliza
en dicha celda. Esta técnica fue adaptada al operador curl-curl en [2].

4 Precondicionador

La tarea de resolver el sistema lineal que resulta de la discretizacion de la ecua-
cion de Helmholtz, independientemente del método de aproximacion, ha sido
considerado como uno de los retos computacionales mas importantes de nuestra
época [4, 33]. En el caso de altas frecuencias, la solucion exacta presenta un
comportamiento altamente oscilatorio por lo que es necesario mallas extremada-
mente finas, lo que se traduce en un sistema lineal de gran tamafio. Esto conduce
al uso de métodos iterativos en lugar de métodos directos, especialmente para
problemas en 3D. Desafortunadamente dichas técnicas iterativas, sin el debido
uso de un precondicionador, muestran un pobre desempefio debido a la natu-
raleza indefinida de la matriz de rigidez A.

La mayoria de las técnicas de precondicionamiento han sido disefiadas para
la ecuacion escalar de Helmholtz. Una de esas técnicas es la denominada des-
plazamiento del Laplaciano, originalmente propuesta por Bayliss, Goldstein y
Turkel [5] y recientemente generalizada por Erlangga, Vuik y Oosterlee [20, 19]
para diferencias finitas y por Airaksinen, Heikkola, Pennanen y Toivanen en [1]
para el método clasico de elemento finito. El precondicionador es simétrico
positivo definido y se obtiene sumando un Laplaciano debidamente escalado
al operador original. Esta técnica ha sido recientemente analizada y validada
numéricamente en [21] y [24] para la version penalizada del método de ele-
mento finito cominmente utilizada en electromagnetismo, conocido como, edge
element o formas de Whitney. Sin embargo, hasta la fecha, no ha sido estudiada
para discretizaciones espaciales discontinuas.

Tomando la idea general de [5], se considera un precondicionador definido
de la siguiente manera

My = Ao+ aDx,

donde « € Ry 4g = S + R*D;lR es la matriz simétrica positiva pero no
necesariamente definida que corresponde al complemento de Schur para la fre-
cuencia w = 0. Puesto que el tensor de permitividad eléctrica, €, es simétrico
positivo definido, la matriz D, es simétrica positiva definida, por lo tanto M,
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también lo es siempre que o > 0. En particular en el caso de bajas frecuencias

w < 1 se puede escoger v = 1 — w?.

Proposicion 1 Sea o > 0. Todo valor propio, )\, de M ' A satisface la desi-
gualdad —w?/a < X\ < 1.

Demostracién: Sea A un valor propio de M ' Ay v un vector propio asociado
aix Av = AMyv <— (Ao — wQDE) v =A(Ap + aD¢)v. De donde

(D' Ap —w?I) v =\ (D' Ag + al) v.

Luego A es un auto valor de la matriz (D' Ao + aI)_1 (D-'Ag — w?I). Sea
Ae un valor propio de D! Ay, aplicando la definicién de valores y vectores
propios se tiene

Ae — w? a+ w?

)\ = 76 == 1 — + .

Ae + @ Ae +
Siendo Ay la discretizacion del operador curl-curl, su espectro esta contenido
en [0, 00), y como € es un tensor simétrico positivo definido, entonces 0 < ..

Claramente, para todo o > 0 se tiene A < 1. Ademas

2 2 2
O<a<a+ — —w—zl—a+w <1 otw =\ =
«

o _)\5+a

En la Figura 1, se muestra el espectro de M 'A, para aproximaciones de
gradop =1, conw = % y diferentes opciones de flujo. Notese que para valores
apropiados de «, los valores propios del sistema precondicionado se aglomeraron
cerca de 1, sugiriendo que M, ' A =~ Iy por lo tanto que M, puede ser una
buena alternativa para precondicionar el sistema lineal.
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5 Resultados

En esta seccion se realizan una serie de experimentos numéricos para validar la
técnica del precondicionador desplazado utilizando como discretizacion espacial
el método LDG. Se considera unicamente el caso real. Puesto que el objetivo
principal es estudiar la escalabilidad de dicho precondicionador se estudiara el
numero de iteraciones en funcion de los parametros de la malla y del grado de
aproximacion.

La generacion de mallas se realiza de la siguiente manera. La malla m; se
obtiene dividiendo uniformemente el dominio €2 en pequefios cubos cuyos lados
tienen una longitud h;; luego cada uno de estos cubos se divide en 5 tetraedros.
Para generar la malla m;1; se procede de manera analoga pero h;y; = h;/2.
De esta forma se tiene un mejor control de los parametros de la malla: didmetro
maximo de la celdas y angulos, los cuales pueden el condicionamiento espectral
de la matriz de rigidez.

El nimero de celdas y densidad de la matriz de rigidez (ntimero de bloques
distintos del bloque nulo) de grados de libertad son mostrados en la Tabla 1.
Ademas, se consideran tres variantes para el parametro (. En la tabla se muestra
la densidad en el numero de bloques no nulos del complemento de Schur, la
cual es independiente del grado de aproximacion utilizado. Los experimentos
se realizan con grado de aproximacion uniforme por lo que el nimero total de
grados de libertad se obtiene multiplicando el nimero de celdas por la dimension
del espacio local IP’;;(T). Por ejemplo x 12 parap = 1, x30 para p = 2, etc.

Tabla 1: Descripcion de las mallas y densidad del complemento de Schur.

Numero nnz
Malla | de celdas Co (1 (o
mq 40 368 260 200
me 320 3760 2392 1960
ms 2560 33632 20528 17264
my 20480 283840 170080 144736
ms 163840 2331008 1384640 1184960

Debido a su buen desempefio, se prefirio el método iterativo BiCG-Stab [16]
en lugar de otros métodos iterativos para matrices no simétricas, tales como GM-
RES, QMR, MINRES, etc [30]. Cada iteracion del método BiCG-Stab precondi-
cionado requiere de la solucion de dos sistemas lineales simétricos positivos
definidos de la forma

Mu = wv.
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Estos a su vez, se resuelven de manera iterativa mediante el método de Gra-
diente Conjugado Precondicionado (GCP) con una tolerancia relativa la cual se
denotara por 7;. Como precondicionador para este sistema auxiliar se utilizo
simplemente una iteracion de la version por bloques de Jacobi y Gauss-Seidel
simétrico. La principal razén del uso de estos precondicionadores es debido
a restricciones de memoria en el sistema de computo que se uso para realizar
los calculos: Laptop marca Dell con un procesador quad-core i7 y 32 Gb de
memoria RAM. Otros precondicionadores necesitarian el almacenamiento de 3
matrices en cambio nuestra implementacion solamente requiere 2 mas la inversa
de la diagonal principal (por bloques).

5.1 Escalabilidad

En esta seccion se estudia la escalabilidad del precondicionador utilizando un
problema con solucion polinomial y tensores de permeabilidad magnética y per-
mitividad eléctrica constantes en todo el dominio.

5.1.1 Aproximaciones de bajo orden

En la Tabla 2 se muestra el desempeiio del precondicionador M,, con a = 1 —
w? para diferentes frecuencias y para las tres diferentes opciones del parametro
(. La escalabilidad se refleja en el nimero de iteraciones I, que necesito el
método BiCG-stab para alcanzar una tolerancia 7, = 107!3. Nétese que este
se mantiene constante (o por lo menos aumenta levemente) al incrementar el
numero de celdas en la malla; ademas, es independiente de la frecuencia y del
parametro (.

Para este experimento el problema auxiliar se resuelve casi de manera exacta,
utilizando el método GCP con una tolerancia 7; = 10~!3 y un precondicionador
de tipo Jacobi por bloques. En la misma tabla se muestra el nimero promedio
de iteraciones, I;, al efectuar un paso de precondicionamiento. El aumento de
I; con respecto al tamafio del problema se debe al pobre efecto que tiene el
precondicionador de tipo Jacobi.

Debido a que la matriz del problema auxiliar es simétrica definida positiva
otras técnicas de precondicionamiento son posibles; por ejemplo, en [31] se rea-
1iz6 un estudio numérico de factorizaciones incompletas de Cholesky IC (I, T, m)
la cual podria utilizarse para problemas pequefios, sin embargo esta técnica no
es escalable y tiene la desventaja de no ser robusta, es decir, dicha factorizacion
no siempre existe. Otra alternativa que estamos actualmente investigando es la
algebraica de multiples niveles, la cual ha sido ampliamente utilizada, por su
buen desempefio y escalabilidad en operadores del tipo div-grad. Sin embargo
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esta debe ser cuidadosamente adaptada al operador rotacional, ver por ejemplo
[29] para discretizaciones conformes en el espacio H (curl).

Tabla 2: Desempefio para gradop = 1y o, (1 y Co.

o=1 o=1 =0
Malla | I, I; T (seg) | I, I; T (seg) | I, I; T (seg)
mo 3 225 24et00 3 259 2.5et00 3 285 2.5¢t+00
o m3 3 489 55et01 3 521 55et01 3 553 5.7et01
my 3 932 98et02 3 1115 99et02 3 1328 1.0et+03
ms 4 1751 2.5e+t04 4 2091 2.6et04 4 2369 2.7¢+04
mo 4 489 39et00 4 517 4.0et00 4 561 4.0e+00
G ms3 3 909 6.1et01 3 942 6.2¢t01 3 971 6.4et01
my 4 1790 1.6e+03 4 2013 1.6et03 4 2375 1.7¢+03
ms 4 3588 2.7et04 4 4184 2.7¢t04 4 4791 2.8et04
mo 4 532 34et00 4 576 3.5¢t00 4 614 3.6et+00
(o mg3 3 1116 6.0et01 3 1279 6.2¢+01 3 1314 6.3e+01
my 4 2104 1.6et03 3 2318 1.1let03 3 2107 1.1et+03
ms 4 4389 2.6et04 4 4405 2.6et04 4 4419 2.6et04

5.1.2 Aproximaciones de alto orden

En este ejemplo se verifica la escalabilidad del precondicinador para aproxima-
ciones de alto orden.

Tabla 3: Numero iteraciones para w = % y grado p = 2.

Dimension (o (1 (a2
global Io Iz Io Iz Io [z
1200 | 4 313 4 260 4 554
9600 | 3 704 3 1155 3 1339
76800 | 3 1459 3 2373 3 2710
614400 | 5 2692 4 5299 5 5046

En la Tabla 3, se muestra el comportamiento del precondicionador despla-
zado para aproximaciones con polinomios de grado p = 2. Obsérvese que el
nimero de iteraciones exteriores no depende ni del patrén de la matriz, ni del
numero de celdas de la malla.

Con el fin de obtener una idea de la eficiencia del precondicionador, se cal-
culd el cociente ¢ = Apaz/Amin, para la matriz, A, del sistema sin
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Tabla 4: Numero de iteraciones para w = i y grado p = 3.

dimension Co (1 Ca
global 1, I; 1, I; 1, I;
2400 | 4 552 4 808 4 937
19200 | 3 1053 3 1595 3 1869
153600 | 3 2260 4 3662 5 3678

precondicionar y para la matriz del sistema precondicionado, M, 1 A; para dis-
tintas mallas, m1, mas y ms, y diferentes grado de aproximacion, p = 1,2y 3.
Los resultados obtenidos en la Tabla 5, muestran un comportamiento asintotico
de orden O(h~2) para A; y de orden O(1) para la matriz M A, lo cual de-
muestra, numéricamente, la escalabilidad del precondicionador desplazado para
problemas de baja frecuencia. NA significa que no se pudo realizar el calculo
debido a las limitaciones de memoria de nuestro equipo.

Cabe resaltar que el analisis y experimentos numéricos realizados en [19, 20]
mostraron que esta técnica de desplazamiento, aplicada al operador Laplaciano y
altas frecuencias, no es escalable; por lo que se debe esperar un comportamiento
similar para la ecuacion vectorial de Helmholtz.

Tabla 5: Cociente ¢ = A\yax/Amin para Ay M1 A.

p=1 p=2 p=3
malla | c(A)  co(M7TA) | c(4)  e(MF'A) | c(A) (M TA)
my | 7.32e+4 15.98 7.32e+5 14.99 2.77e+6 14.99
mo | 3.99e+5 15.99 3.58¢e+6 14.99 1.21et+7 14.99
msz | 1.60e+6 15.99 NA NA NA NA

5.2 Sensibilidad en la precision del problema aucxiliar

Con el proposito de reducir el tiempo de ejecucion, se realiza un estudio de
sensibilidad con respecto a la precision al resolver el sistema auxiliar. En la Tabla
6 se muestra el numero de iteraciones interiores I; para resolver el problema
auxiliar con distintas tolerancias 7; en una malla fija. Se considera w = %, =1,
p = 1y grado de aproximacion p = 1. El problema auxiliar se resuelve con el
método GCP y se utiliza como precondicionador una iteracion de los métodos
Jacobi y Gauss-Seidel simétrico en su version de bloques. Obsérvese que no es
necesario resolver de manera exacta el problema auxiliar. En este calculo se ha
resaltado el valor de 7; para el cual el nimero de iteraciones I, se mantiene en 5.
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Tabla 6: Variacion de la tolerancia del problema auxiliar.
Jacobi Gauss-Seidel
i Go G G Co G ©)
L, L |1, L |1, I L, L |1, L |1, I
1.0e-13 | 3 1453 4 2414 4 2955 3 685 4 1143 4 1218
1.0e-10 | 4 1221 4 1874 4 2234 4 593 4 895 4 971
1.0e-08 | 5 84 5 1136 5 1585 5 425 5 578 5 709
1.0e-06 | 5 595 5 777 5 1057 5 275 5 409 5 477
1.0e-05| 5 529 5 617 5 809 5 240 5 340 5 391
1.0e-04 | 5 495 7 500 & 709 7 158 6 332 7 316
1.0e-03 | 13 326 18 486 17 451 20 140 19 325 15 303

En la Tabla 7 se muestra el nimero de iteraciones total para resolver el sis-
tema no precondicionado y el tiempo de ejecucion. La discretizacion se hizo
para grado de aproximacion p = 1l yw = %. Obsérvese que el nimero de ite-
raciones aumenta a medida que el nimero de celdas aumenta, a diferencia del
sistema precondicionado, en el cual permanece constante y es mucho menor. Por
otro lado, se observa que el tiempo de ejecucion es menor para el sistema pre-
condicionado. Es importante resaltar que los tiempos de ejecucion del sistema
precondicionado pueden mejorarse en la medida que se resuelva de manera mas
eficiente el sistema auxiliar. Para este se podria adaptar alguna de las técnicas
mencionadas por ejemplo en [24, 29].

Tabla 7: Comparacion del sistema no precondicionado y precondicionado.

o @ C2
Malla | 1, T(seg) 1, T(seg) 1, T(seg)
ms | 1544 2.8x10' 1116 3.5x10' 1813 2.7x10'
ma | 2805 4.6x10%2 1875 5.2x10% 3092 4.2x10?
ms | 4805 3.8x10* 3180 4.9x10* 5156 3.6x10%
ms 5  2.2x10! 5  2.0x10! 5  2.1x10!
N 5  34x102 5 3.2x10> 5  3.6x10%
ms 5 55x10® 5 50x103 5 5.9x10°

5.3 Coeficientes discontinuos

Finalmente se explora el rendimiento del precondicionador para problemas con

coeficientes discontinuos.

Rev.Mate.Teor:Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 23(2): 339-360, July 2016

Este tipo de problemas surgen comunmente al



354 A. ALVARADO — P. CASTILLO

considerar situaciones donde se tienen distintos materiales. Desde el punto de
vista computacional estos son los problemas mas dificiles de precondicionar.

En la Figura 2 se muestra una particion del cubo unitario en dos subregiones.
En cada una de ellas se define un valor distinto de la permitivilidad eléctrica € y
permeabilidad constante ;1; = po = 1. Los valores de 5 en la region sombreada
se muestran en la Tabla 8, para los demas octantes se considera e = 1.

Figura 2: Descripcion de la geometria para materiales discontinuos.

En la Tabla 9 se muestra la sensibilidad del sistema al usar coeficientes dis-
continuos en la permeabilidad magnética y permitividad constante £ = €2 = 1.
Se calcul6 el nimero de iteraciones exteriores para 2 materiales en el cubo uni-
tario, con p; = 1; el valor de uo es el que se muestra en la tabla correspondiente.

En ambas tablas se observa que la escalabilidad del precondicionador no
es afectada por la variacion del salto en los coeficientes de la permeabilidad
magnética y permitividad eléctrica. Para valores donde la € > 1, es necesario
realizar un mayor numero de iteraciones exteriores.

En las Figuras 3 y 4, se muestra el nimero promedio de iteraciones interiores
I; para un problema con permeabilidad magnética constante 13 = pg = 1y per-
mitividad discontinua; con €; = 1 y distintos valores de €5; y para un problema
de permeabilidad discontinua, con p1 = 1, y distintos valores de o y permi-
tividad eléctrica constante £ = €9 = 1; respectivamente. En ambos casos el
comportamiento es similar. El aumento en el nimero de iteraciones es debido
a que no se cuenta con un buen precondicionador para el sistema auxiliar. El
nuevo desafio es lograr reducir el numero de iteraciones interiores y al mismo
tiempo reducir el tiempo de ejecucion.
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Tabla 8: Numero de iteraciones exteriores para permitividad eléctrica € discontinua;
€1 = 1 y distintos valores de ¢5; y permeabilidad magnética constante p; =

o = 1.
€2
Malla | 1078 107* 1072 10°' 10° 10' 102
me 6 6 6 5 3 7 15
G ms 6 6 6 6 3 8 15
ma 6 6 6 5 3 7 15
ms 6 5 6 5 3 7 15
me 7 6 6 6 4 9 15
G ms 6 6 6 6 4 9 16
my 6 5 6 6 4 9 16
ms 6 5 6 5 3 g8 19
me 6 6 6 6 4 9 16
G mg 6 6 6 6 4 9 15
ma 6 5 6 6 3 9 16
ms 6 5 5 5 3 9 16

Tabla 9: Numero de iteraciones exteriores para permeabilidad magnética p discontinua;
11 =1y distintos valores de pio; y permitividad eléctrica constante e; =e5=1.

12

Malla | 1078 107* 1072 10~' 10° 10' 10% 10%

ma 6 4 4 4 3 5 7 9

G ma 6 4 4 4 3 5 9 9
my 6 4 4 4 3 5 8 8

ms 6 4 4 4 3 5 8 8

ma 5 4 4 4 4 9 9 9

G ma 6 4 5 4 4 9 10 9
ma 6 4 4 4 4 9 10 10

ms 6 4 4 4 3 8 10 10

ma 6 4 4 4 4 6 8 9
S 6 4 4 5 4 6 10 8
my 6 4 4 4 3 5 8 8

ms 6 4 4 4 3 5 8 8
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6 Discusion

Los experimentos numericos presentados en este articulo muestran que la téc-
nica de precondicionamiento desplazado es también escalable para discretiza-
ciones espaciales discontinuas de alto orden aplicadas a la ecuacién vectorial
de Helmholtz en el caso de bajas frecuencias. En el caso particular del método
LDG, la técnica presenta un buen desempeiio independientemente del grado de
aproximacion y de la seleccion del parametro (. Es interesante notar que para
Co; es decir cuando se tiene mayor densidad en la matriz de rigidez, mejor condi-
cionamiento espectral para esta matriz. Esto se deduce del bajo nimero de itera-
ciones I; obtenidos en todos los casos.

Los experimentos muestran que para lograr una disminucion sustancial en el
tiempo de ejecucion, el mayor esfuerzo se debe enfocar en mejorar la resolucion
del problema auxiliar, el cual es mas ameno por tratarse de una matriz simétrica
positiva definida. Para ello estamos desarrollando técnicas multiniveles como las
presentadas en [11, 12] para problemas de difusion.
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