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362 H. GUILLEN — F.A. SEQUEIRA

Resumen

En este articulo se introduce y se analiza el método “Locstditin-
uous Galerkin” (LDG) para la ecuacién de Fokker-Planck amrdaciones
de contorno homogéneas. En particular, se emplea una faciaolmixta
en la cual las principales incégnitas corresponden al flajprdbabilidad
y la funcién de densidad de probabilidad. Se aplican redogtaonocidos
provenientes del andlisis funcional para establecer qesagiema dis-
creto esta bien puesto. Ademas, se proveen estimacionesdeara el
método completamente-discreto, usando la iteraciéon der Bakia atras.
Finalmente, se presentan ejemplos numéricos que exhibdmrealcom-
portamiento del esquema propuesto.

Palabras clave: ecuacion de Fokker-Planck; método de elemento finito mixto;
método de Galerkin discontinuo; aproximaciones de alto orden.

Abstract

In this paper we introduce and analyze the Local DiscontisuBGa-
lerkin (LDG) method for the Fokker-Planck equation with hamgeneous
boundary conditions. In particular, we employ a mixed folation in
which the main unknowns are given by the probability curremd the
probability density function. We apply known results frommétional anal-
ysis, to establish that the discrete scheme is well-posedddiition, error
estimates are proved for the fully-discrete method usirckward Euler
time stepping. Finally, we provide numerical examples bitimg the good
performance of the proposed scheme.

Keywords: Fokker-Planck equation; mixed finite element method; discontinu-
ous Galerkin method; high-order approximations.

Mathematics Subject Classification:34F05, 65N30, 65N15.

1 Introduccioén

El propésito del presente articulo corresponde a estudiar la aplicadigrétbdo

de Galerkin discontinuo (DG, por sus siglas en inglés) a la ecuacion dei-ok
Planck, también conocida como la ecuacion Kolmogorov hacia adelante (“for
ward Kolmogorov"), en dos y tres dimensiones. Dicha ecuacién camespa

una de conveccioén-difusion proveniente de la teoria de los proceddartev,

la cual rige la evolucion en la funcién de probabilidad de transicion de {a res
puesta de una amplia clase de sistemas dindmicos impulsados por el ruido Gaus-
siano, y a su vez, describe completamente el proceso de respuedid] [ ¥8]i-
cionalmente, la ecuacion de Fokker-Planck es una ecuacion diferpacéala
funcién de distribuciéon que describe el movimiento Browniano [16].
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ANALISIS DEL METODO LDG PARA LA ECUACION DE FOKKERPLANCK 363

Con el fin de introducir el sistema de interés, $ean dominio poligonal
acotado de ", n € {2,3}, con fronteral’. Asi, dado un vector de arrastre
n(x) € R™ y un tensor difusividK (x) € R"*", la ecuacion de Fokker-Planck
corresponde a buscaft, X) tal que

o D 13 &
% —z;a%(lhp) + Qi;IM(K”p) en 0,T[xQ, 0

p = 0 sobre [0,7[xI" y p(0,x) = po(x) en Q,

dondex = (z1,...,x,)" €s un vector genérico de™ y T" > 0. Bajo este
contexto,p(t, x) corresponde a la funcion de densidad de probabilidad, la cual
se conecta con la probabilidad de transici®t + 7,x|¢,y) en el siguiente
sentido:

p(t+7,%) = /P(t+T,X\t,y)p(t,y)dy parar > 0,

y se utiliza en la derivacién de la primera ecuacién[de (1) (vér [16, Capitulo
4] por detalles). En particulai](1) es valida para la probabilidad conditio
(ver [1Q]), es decip(t,x) = P(t,X|to,Xo), para cualquier dato inicidkg, Xo).
Ademas, la condicion inicial natural para este problema corresponde a

po(X) = P(0,x]|0,X0) = 0(z1 —xo1) - (22 — x02) - ... - 0(@n — Ton) ,

con/ la funcién Delta de Dirac.

Por otro lado, es importante comentar que soluciones analiticas para la ecua-
cion Fokker-Planck han sido desarrolladas sélo para un nimero limitagle-de
temas de baja dimensién (por ejemplol[d0, [15,[16, 19], asi como susrrefere
cias). Esto debido a la complejidad en el andlisis que requieren ecuadilines
tipo de [1). De acuerdo a esto, se han realizado diferentes estudiogatiomé
numéricos para lograr aproximar la solucion de esta ecuacion. En patticula
nos referimos d[14], donde se presentan métodos de elemento finito miati-sca
para la solucién dd11) en dimensiones superiores. Dicho trabajo ftegmr
la motivacion del presente escrito, donde la diferencia principal qonee a
gue proponemos un método de elemento finito mixto discontinuo (tal y como
se hace recientemente e€nl[13] para las ecuaciones incompresibles Jedtule
cual, dentro de sus principales ventajas, busca obtener una buerargmion
del flujo de probabilidad (“probability current"), ademas de la funciomele-
sidad de probabilidad. Con respecto al flujo de probabilidad, el cisarite
en cada tiempo el cambio de la probabilidad(ever [1€]), se resalta que el
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364 H. GUILLEN — F.A. SEQUEIRA

mismo también puede interpretarse, desde un punto de vista de mecanica cuan-
tica, como la descripcion del movimiento de una particul@ éver por ejemplo
[12]).

En relaciéon al método DG a considerar. Comentamos que en el presente
escrito se tiene particular interés en emplear el método “Local Discontinuous
Galerkin" (LDG), el cual fué propuesto ehl [8] para problemas ewastide
conveccioén-difusién, y analizado €n [4] para un problema modelo esta@o
de difusion lineal. Mas aun, enl[6] YI[5] se presentan las técnicas para e
andlisis del error que se consideraran mas adelante. En particul&@] se [
derivan estimaciones para la estabilidad y el earpriori, para las ecuaciones
de conveccion-difusion en varias dimensiones, donde ademas elieuaefide
difusién puede depender del tiempo como del espacio. Por otro ladb] se |
estudi6 la versiorhp del método LDG aplicado a problemas de conveccion-
difusién en una dimension.

El articulo esta organizado como sigue: en la Seddién 2 se introduce la for-
mulacion semi-discreta resultante de la aplicacién del método LDG a un sistema
equivalente a{1). El método completamente-discreto asociado es pdesgnta
analizado en la Seccidh 3. Para esto, se utiliza la iteraciéon de Euler hasia atra
como técnica de discretizacion temporal. En esta misma seccion se lleva acabo el
respectivo analisis de solubilidad y el estudio de estimaciones deagpriori.
Luego, en la Seccidi 4 se describen experimentos numéricos con ékjpoop
de validar el buen comportamiento del método LDG. Finalmente, se presentan
algunas conclusiones en la Secdibn 5.

2 Laformulacion LDG semi-discreta

2.1 Preliminares

Para iniciar, damos algunas suposiciones naturales sobre los datosales c
seran relevantes durante el resto del articulo. Mas precisamentense qise
el campo vectoriajy posee componentes d1°(£2), mientras que la funcion
tensorialK tiene componentes iV >°(Q2) y es un tensor simétrico definido
positivo enq). Nétese que en tal cao ' existe y también es simétrico definido
positivo. En particular, esto implica que existg > 0 tal que

woKT oW > ak [wlgn (2)

para casi toda € ) y para todov € R".
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ANALISIS DEL METODO LDG PARA LA ECUACION DE FOKKERPLANCK 365

Por otro lado, observe que la primera ecuacionldle (1) puede secri@es
como:

gft’ — _div (,up - ;div(Kp)) , (3)

dondediv denota al operador divergencia usual div, actuando a lo largod#e ca
fila del correspondiente tensor. Luego, se introduce el flujo de pilazab
(“probability current") de la forma:

u:= pp — %diV(Kp%
donde, utilizando el hecho de qdi(Kp) = pdiv(K) + KVp, se sigue que
1 . 1
u= {u — 2dIV(K)}p — §KVp,
0 bien

2K™lu = K™'{2p — div(K)}p — Vp. (4)

Ahora, en virtud de[(3) y{4), podemos re-escribir el problema mogidg 1
la forma:

2K~ lu — pk + Vp = 0 en ]0,T[xQ,

% +diviu) = 0 en 0,T[xQ, (5)

p = 0 sobre [0,7[xT" y p(0,x) = po(x) en Q,

donde
k= K1 {2p — div(K)} en Q.

Notese que las componentesidpertenecen 4°°(€2).

Es importante comentar aqui, que el buen planteamiento de una formulacion
continua pard{5), también requiere algunas hipétesis adicionales seliads
K y p. Sin embargo, dicho analisis continuo (el cual aplica técnicas usuales
provenientes de la teoria de ecuaciones diferenciales parcialesafvejemplo,
[9])) no corresponde al principal objetivo del presente trabajoegap de ello,
durante el resto del articulo se supondra la existencia de un unico,pgre
C(0,T; H(div; Q)) x C(0,T; L?(£2)) solucién de[(p).

Finalmente, en lo que se sigue se utiliza terminologia estandar de espacios de
Sobolev y sus normas (ver por ejemplo [9]). Mas aln, se entpbesa denotar
el elemento nulo en general (ya sea para un vector, tensor, fungiopatador),
y se usaC' para denotar constantes genéricas independientes de los parametros
de discretizacién, la cual puede tomar diferentes valores en diferegtasdu
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366 H. GUILLEN — F.A. SEQUEIRA

2.2 ElesquemalDG

Se consideran primero algunas notaciones preliminares.75eaa triangu-
lacion regular y cuasi-uniforme de sin la presencia de nodos colgantes, com-
puesta ademas solo de triangulosr(st 2) o de tetraedros (st = 3). Mas
aun, sea, el conjunto de aristas/carasde 7, y denote po€;. y 8,‘? al conjunto

de caras interiores y de frontera, respectivamente,deAdemas, considere
OTn :=U{0T : T € Tp}.

Seguidamente, se denota far);; al producto interno usual ef? y [L?]"
sobre el dominiaU C R", y similarmente se&, -) el producto interno en
L?y [L?]" sobre la superfici&; ¢ R*~!. Entonces, se introducen los nuevos
productos internos:

G o= D> Gy e = Y, (o er

TeTh TeTh

Por otro lado, sean™ y n~ los vectores normales unitarios exteriores sobre
las fronteras de dos elementos adyaceftey 7, respectivamente. Se utiliza
(v, ¢*) para denotar las trazas ¢l ¢) sobreF := T" 1T~ desde el interior
deT*, dondev y ¢ son funciones vectoriales y escalares, respectivamente. En-
tonces, se definen los promedifs} y saltos[-] paraF € &, de la siguiente
forma:

1 _ 1 _
fvh = S (V) fa} = 5 (" +a7),
[v-n] ==vi-nt+v -n", [¢n] = ¢'n* +¢n".
Ahora, daddt > 0y T' € Tp, considere P(7T") al espacio de polinomios de

grado total a lo mas definido sobreél’. Entonces, los espacios discontinuos de
elemento finito vienen dados por

Vi = {vell2(Q)]" : VIr € P ()" VT €Th} y 6)
Qn = {qe€L*(Q) : qlr €P(T) VT €Ty}

La necesidad de considerdy, con un grado mayor al considerado @p sera
aclarada mas adelante (ver Secdiéd 3.2). Luego, el método LDG es definid
como: Hallar(ug, pp) € Vp, x Qp, tal que

2 (K™ up, Vi) 7 — (0nk, Vi) 7 — (Pns divi (Vi) 7,
+ <Vh ’ nvﬁh>07ﬁ = 07

(Oepnsan) T, — (Un, Vian) 7, + (U - myqn)er, = 0, (7)

pr(0,X) = ppo(x) enQ,
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ANALISIS DEL METODO LDG PARA LA ECUACION DE FOKKERPLANCK 367

para todo(vy, ¢) € V5, x Qp, donde diy(-) y V,(-) corresponden a la diver-
gencia y gradiente a pedazos, respectivamente. Adamasp,, son los flujos
numericos, es decir, son aproximaciones a las trazag ye;, sobre},, respec-
tivamente. En particular, siguiendd [1)2, 4], se considera

R { {un} enégf, R { fon} + Thi'[uy-n] en&l,
up, = y =

Pn =
u, engy, 0 en&?,

cont > 0 un parametro de estabilizaciéniy- el diametro del’ € &,. Es
importante resaltar que la forma en el término de estabilizacion, dentro de la
definicién dep;,, ha sido previamente considera y analizadd enl[1, 2, 4]. N6tese
ademas, que la condicion de Dirichlet ceropd®brel’, ha sido impuesta en la
definicion depy,.

Con ayuda de los flujos numéricos previos, en conjunto con las identidades

i -n,Br)or, = > (Vi -nlBa)r + Y (Vi n,Bh)r
Fegf Fegp

—(Un, Vran)7, + (Un-n,qn)or, = (qn,divi(up))7,

= > Alun-nl fandr + > O~ fund. [ann])r
Feg) Fegl
+ Z <<Gh - Uh) ! nth>F7

Fegp

se re-escribe el esquema de Galerkin (7) de la forma: Hallapy,) € Vi x Qp,
tal que

2(K™'up,vi) 7, + 7 Y hp!([un - m], [V - n])r

Feg&}
— (pnk, Vi) 7 — (P, VA (Vi) + Y ([vi-n] fpn})r = 0,
Fegl
—(qn divi(up)) 7, + > ([un-nl. o) r — Opn a7, = 0, (8)

Feg}
pr(0,X) = ppo(x) enQ,

para todavy, gi) € Vi, X Qp,.
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368 H. GUILLEN — F.A. SEQUEIRA

Para concluir esta seccion, completamos la definicion del esquemdl.DG (8),
al definirpy, o como alguna proyeccion ¢g sobreQ,,. En particular, se®} :
L?*(2) — Qy el operador de proyeccioh?(Q2)-ortogonal, el cual, para cada
T € Ty, satisface la propiedad de aproximacion:

1PE(q) = allrer) + hollVEPE(@) — aHlzzry < ChElalgery, (9)
para today € H(T), con? € [0, k + 1]. Asi, es natural considerar de ahora en
adelantey, o == P (po).

3 Laformulacion LDG completamente-discreta
En esta seccidn se define una versién completamente-discreta del efguema

Para ello, se discretiza la variable temporal por medio del método de Euier hac
atras (“backward Euler"), definido como:

8]7 p(tm+17 ) B p(tm7 )
m y " - E tm 5 10
3¢ (tm+1s ) A7 + Eo(tm+1) (10)
dondeAt > 0 es el paso en tiempao,, := mAt con0 < m < M (en otras

palabrasAt = T'/M),y Ey(tm+1) €s €l error de truncamiento, el cual satisface

tm+1
[Eo(tm+1)ll2) < C [0up(s, )| 2(q2) ds - (11)

tm

Por simplicidad en el andlisis siguiente se denota cpfho= p(t,,, -) al valor
exacto, mientras que’" := py(tm, -) denota la aproximacion. Una convencion
similar es usada para la variakle

De acuerdo a la notacién previa, al apli¢ad (10) en el esquema sengtdiscr
@), se introduce el esquema LDG completamente-discreto: Hallar
(Ut pithy € V), x Qp, tal que

2Kyt vy, + 7 > b Ut n] [vi - n])e

FeSl
— (T dva ()7 + Y (vl e T H e = 0 R
Fegl
—(gn, diva (U ), + D (up - nl fan e
Feg}l
o g = e (o an)
At h ydh )Ty Atphaqh'rha
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paratoddvy, ¢n) € Vi, x Qp. Notese que hemos usado la aproximacion previa
py* sobre el términdp,k, vy, )7, para asi introducir simetria en el esquema LDG
(s6lo por eficiencia computacional).

Luego, se observa que el esquema anterior puede ser escrito deéa for
Hallar (u;**!, p"™') € Vj, x Qp, tal que

{ a(U T vy) 4 bV, pith) = () YV €V, 12)
butan) — s an) = g™(an) VYan € Qn,

donde las formas bilineales-, -), b(-,-) y s(-, -), estan definidas por:

a(up, Vi) = 2K vi) + 7 > BN ([un - n], v - n])r,
Fegl

b(Vh,qn) = (g dVa(Vi)) 7 + D (Vi n], {an})r,
Fegl

s(pn,qn) = é(?m%)n,

para todoup,vy, € Vi, Y ph,qn € Qp; mientras que los funcionales
fm:Vyp —>Ryg™: Qn — Rvienen dados por:

1
fvh) = op'sVe)7, Y 9" (an) = —E(pzl,%)n,
para todavy, i) € Vi, X Qp,.

3.1 Solubilidad unicay estabilidad

A continuacién se establece la solubilidad Unica del problema lindal (1et))ésl
de su estabilidad. Para ello, considere la forma bilineal auxdliarH;, — H,,
definida por

A((Unspn)s (Viyan)) = a(Un;Va) + bV, pr) — b(Unsqn) + s(pn,qn)

para todo(up,pn), (Vh,qn) € Hp = V5 x Qp; asi como el funcional
F : Hp — R dado por:

FVn,qn) == i) — 9™ () Y (Va,qn) € Ha .

Con ayuda de la notacién previa, es claro que el sistEna (12) puede ser r

escrito de la forma: Hallaju;"*, p" ™) € 7, tal que

AU pm Y (Ve an)) = F(Vpean) ¥ (Vioan) € Hip. o (13)
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En virtud de lo anterior, se sigue que probar la existencia de una Uni@dsolu
(upt pthy € Hy, de [12), es equivalente a probar que (13) admite una unica
solucion er{;,. Dicha solubilidad Gnica, se establece en el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Para cada enterd < m < M — 1, el esquemgl2) admite una
Unica SO|UCIOI’(Um+1,pZL+1) €V, x Qp. Ademas, exist€' > 0, independiente
deh y At, tal que:

1/2
- Cllwldee\"” .
Ipp e < |1+ T PR 22 @) - (14)

conag > 0 introducida en(@).

Demostracion. Dado queA : H;, — Hj; es una forma bilineal ¥, es de
dimension finita, entonces la existencia dgt*, pi**') € 4, solucion del(IB),
se sigue de su unicidad. Asi, es suficiente probar que cuando el leslthde
de [I3) es cero, es decir cuando = 0, entonces se tiene quté{”rl =0y
P! = 0. En efecto, tomande, := u}" ™'y ¢, := p""" en [I3), se cumple

0 = A((uP pthy, (urtt pitty)

— (uzz+1 m+1) + S( m+17p21+1)

— 2(K uzn+1 m+1 + - Z ho 1H m+1 n]]H%Q(F)
FeSl
Hpm“HLz(Q) :

Luego, utilizando que > 0y (@), la expresi(')n anterior se reduce a:

1 1
2arc 0y gy + po I ey < O,
donde, dado quer, Ait > 0, necesgriament_e se tiene qjgé“ = prZ"“ =
0. Por lo tanto,[(IR) admite una Unica solucion\enx Q.
El siguiente objetivo corresponde a establecer la desigudldhd (¥4)|opa
cual se procede analogamente a lo anterior. En efecto, al tomar nu¢égamen
v = Uty g = p;”“ en [13), pero cotF no nulo, es facil ver que

206K||um+1HL2 @ T ”PmH”m(Q) < F(u mH,p;LnH)

At
m s m 1 m
= Uty — g™t = (prs.upth g, At(ph,ph“) h

< &l oo PR 2@ U 220 EHP’ZLHLQ oy lIoh 22
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ANALISIS DEL METODO LDG PARA LA ECUACION DE FOKKERPLANCK 371

Ahora, aplicando la desigualdad de Young, se sigue que

17 e

20Uy 122 ) + AtHPmHHLz(Q) < 27”1% I72(q)

51 1
St e + -2 g,

1
(20, At P lz20) + 57

para todaj;, do > 0, de donde se deduce que

01 1 09 m
(20 = 5 ) I+ ey + 5 (1= % ) 162 B

1 1 ||K’||200(Q) 2
<5 (52At+ 5 PR |72y V61,02 >0.

En particular, considerandq := 2a Yy 62 := 1, se obtiene que

1 At||KF
m+1 m+1 o (D) m||2
2 |[up 17 @ T At”p HL2(Q) S A7 <1+2a1( 125 172 (c2) »

y comoAt < C, se concluye que:

. 1 C Il F 00 .
|| P70y < A7 <1+M() 151720

lo que completa la demostracion. Ol

Es importante comentar que la desigualdad (14) en el teorema previo, afirma
que el esquema LDG(112) es estable.

3.2 Estimaciones de error a-priori

El siguiente objetivo es derivar las estimaciones de arpriori para el es-
quema[(IR). Para iniciar, recordamos de la Secién 2 que dad¥gue
—2K~tu + pr € [L2(Q)]" entonces se tiene que en realigdd -) ¢ H}(Q)

para todo0 < ¢t < T. De esta forma, en lo que sigue se consider)

como la solucién continua dgl(5), y se supone que la misma pertenece al es-
pacioC (0, T; H(div; ) x C(0,T; H}(£2)). Bajo dichas suposiciones de regu-
laridad, es facil ver que el método LDG {12) es consistente. Seguidanyente
gracias a la desigualdad triangular, solamente es necesario proveecestana
para los errores de aproximacion denotados cogffo:= IIE°M(u™) — um y
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372 H. GUILLEN — F.A. SEQUEIRA

= Pl(p™) — pi, dondelI{PM : [H1(Q)]" — V), N H(div; Q) es el opera-
dor de proyeccién BDM (ver por ejemplal [3]), el cual satisface la j@agd de
aproximacion:

ITEM () Vi 2y < CHeWlgery Yve [HUT)",  (15)

VT € Tp, conl € [1,k + 2]. Ademas, recordamos qi : L2(Q2) — Qy es la
proyeccionL?(2)-ortogonal, introducida al final de la Seccln 2.

Por otro lado, utilizando la consistencia del método LDG propuedialy (10),
se tiene que la solucién exadia p) de [3), satisfacé (12) en el sentido

2K vy + 7 Y B ([t n] [vi - n])e

Fec‘i’
— (™ w7 — " divi(va)) 7+ D (Ve o e = 0
Fegl
—(qn, diva (U™ )7 + > (U™ n], fan}) r
Fegf
1 m-+1 1 m
- At(p 7qh)7'h = _Kt(p 7qh>7'h + (EO(tm+l)aqh)Th7

para todo(vy,qn) € Vi, x Q. De esta forma, restando al sistema anterior
las ecuaciones ef ([12) e introduciendo los operadﬁ[ﬁé@" y P,’jj, se obtienen,
luego de algunas manipulaciones algebraicas, las ecuaciones de error:

a(€] ™, vp) + b(vy, €FY) = 2(KTI0 v,

+ D Alva-nl {0 Hr + (€'k Vi),

Fegl
— Ok, V)7, + (0™ = ™)K, V)T, (16)
W) = (€ an) =~ (O an),
- € + G+ Boltme)ady, (A7)
para todo (Vi,qn) € Vi x Qp, donded? := TIBPM@um™) — u™ y

0, = PE(p™) — p™. Ademas, en el calculo previo se utiliza el hecho de que
[601 - n] = 0ené&;, en conjunto con las expresiones

(@t divi (Vi) =0y (an divi(87 )7, = 0,

para todo(vy, ¢n) € V5, x Qp. En particular, es debido a la segunda igualdad
previa que se considekat 1 en la definicion del espach;, y solamenté: para

el espaciay;, (ver (8)).
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El siguiente paso consiste en establecer una estimacién de error para la fu
cion de densidad de probabilidad.

Teorema 3.2. Suponga que > ﬁ, 6] L) < Aty que existey > 0 inde-
pendiente dé y At, tal queh < coAt. Entonces, exist€’ > 0, independiente
dehy At, tal que

Ip™ = itz < Cexp(CT) (WM + At) A(u,p),
para todo0 < m < M, con

A(u,p) = (1+T) |Ipollgresiiy + co T IK™ | poo @) 1Ull Lo (0,742 (02))
+ T32)|0upl| 2o ey + T 210wl r2 (0120
+ Tl/2HattpHLQ(O,T;LQ(Q))-

Demostracién. Tomandov, := €'*!y ¢, := €/'*! en las ecuaciones de error
(@8)-(17), restando ambas y multiplicando g, es facil ver que

20K~ e e g+ r A Y bt [T ]l + 1€ 120
Fegl

_ 2At(K71531+17eﬁn+1)7_h + At({ezl o 6;71 + (pm+1 —pm)}m,eﬁnﬂ)Th

+ ALY ([eftn] {0y e + (0T ey,

Feg}
+ (€ =8, & )7 — At(Eo(tmi), € )7, - (18)
En particular, observe que:
Aty (et m] g8
Fegl
1/2 1/2
< AT el €O R D[ C AR [/
Fegl Fegl
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Ademas, dadg € H'(T,) := [] HYT), al aplicar la desigualdad de
TET;
traza discreta (ver por ejemplo]11]), s% sabe que

1 —
> helfa e < 5 D0 hF(||q+||%2(F) +llg H%Q(F))
Feg}z‘l Feg}i
1
< 3 Z Z hF”(JH%%F)
TET, PeoT
1 _
< 20 2 Y me W el + bl Val B )
TET, FeoT

< C{llalEe) + WIVnalia) } -

donde al consideray:= 6;”“, se deduce que

At Y (g nl g5y e < Ca{ 6y e
Fegl

1/2
+hvhéz”uz<m}(z hplﬂea”“mu%z@) . (19
Fegj

Asi, volviendo al(IB) y utilizand@{2).{1.9), la desigualdad de Cauatiya@rz
y el hecho de qué < TAt, se sigue que

2ar At T2y + Y Rt IEr  nlliem + 1€ 720
Fegl

_ 12 ., _ .
= {(2aKlAt)/ 1K™ oo @ 165 220

+ (o At/2) 2|8l ooy (1657 200 + 167711220
= g™y ) + CAL(187 2y + RIVASE ™ 2oy )

+ 1167 2y + 1€ 1 22y + 165" 22(0)

+ At]|Eo(tmi1)ll 22(0) } {204KAtHeﬁnHH%2(Q)

1/2
+ > hﬁlll[[eﬁ”“'nﬂHiz(FﬁIIe;T“H%z(m} |
Fegj
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de donde es claro que

1/2
%WNHM%@+ZﬂﬂWFUM%mHWH@®}
Fegl

< (20 802 K o 167 200

+ (a[_(lAt/Q)lp”H”LOO(Q)(He;nHLQ(Q) + 116, 22(0)

9 = 52 ) + CAL(85 2y + IVASY l2(ey )

+ 165 2y + €)M L2 () + 19571 20 + AL Eo(tms1) [ L2() - (20)

En particular de[{20), nétese que
1€ 2 < (L+ Cllkllzoo)) 1€ 2@) + CIIK ™l zoo @) 167l 22(0)

+ CAL(167 I 22 () + PIVROY  H  L2(0) + (1 + Cll&ll oo () 1677 | 220
+ Cll&l @™ = 2™l 12(0) + Atl| Eo(tmr1)l 2 - (21)

Luego, recordando que

tm+41
P = po(x) +/ dip(s,x) ds,
0
se tiene de[{9) que
167 L2y + BIVAOY 2@y < CRFH P s o

tm+1
< onH fimlmn + [ 100 im0 o5}

De manera analoga

t""/
167 ey < cwﬂ{mwMH@+34|@m&mmmmm}

IN

tm+1
C hF! {||pOHHk+1(Q) + /o 121t Mlat1q0 ds} '

Méas aun, dado que
1 tm+1
G- = [ am(sxds, (22)
tm
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es claro que

tm+1
™ = ™2y < / 10ep(s; )| 2() ds -

tm

Finalmente, de_(15), nétese que:
165 2y < CREF2 U™ ppsaiey < CR 2 Ul oo 20

Por otro lado, dado que|| ) < At, es claro quél + C||k|[ 1~ (q)) <
(1+CAt). De esta forma, volviendo & (21) y aplicando las desigualdades previas
junto con [11) y las suposiciones de gie(| <) < Aty h < coAt, se
concluye que

1€ I 12) < (1+ CAL)|€] |2 + C(B* + At)B(u,p,m), (23)
donde

B(u,p,m) = At(collK ™| zoe(o) Il oo o m0+2(02)) + Atllpoll s (o

tm+1
+ At/ |’8tp(8,')”Hk+l(Q) ds
0

tm+ 1 tm,+ 1
+/‘ WM&MMm@+/ 10up(s, ) L2 ds.
tm tm

Ahora, de la relacion de recurrendial(23), se obtiene

1€ 2 < (1+CAH™ He?,Hm(Q)
m—1
+ C(h* 4+ At) (1+CAt)'B(u,p,m — 1 —1i)
i=0

m—1
< C(1+CAH)™(A* + At) {Hponme + Y Blu,m—1- i)}

m m—1
r k+1 Z -
< C<1—|—Cm> (h +At){||p0||Hk+1(Q)—|— 2 B(u,m—l—z)}.
Finalmente, notese que

m—1

> Bluym —1—1i) < tm(col K™ oo 1Ull oo (o7 1042(02))
=0

tTVL
~Hmmmwm+m4 100 (5, Mo 08

t m

tm
+A WMawmmm+A|@Mawmmm,
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con lo cual, se concluye la demostracion luego de aplicar la desigualdad de
Cauchy-Schwarz y el hecho de qi€” —p;*[| 2(q) < 1€ L2() + 11051 L2(0)-
O

En el siguiente resultado, se establece la estimacion de error para ekflujo d
probabilidad.

Teorema 3.3. Considere las mismas hipétesis del Teorgh#adonde el entero

k > 0 representa el grado polinomial utilizado en la definicion de los subespa-
cios de dimension finita (vefB)). Entonces, exist€' > 0, independiente d& y

At, tal que para todd < m < M se cumple la siguiente estimacion

At
U™ — Ul o) < Ceo exp(CT) (hk + h) A(u,p)

+ C (K" + At) Dy (u,p)

donde

Dno(u,p) = [pollgrsi(ay + 2 1001l 220,10 mre+1 ()
+ (B + col K| oo () 1Ull ooty s mrE+2(0)
+ 19Dl Lo (1t 22(Q)) + 10D Loo (11 i L2(02)) -

Demostracion. De (20), nétese que se cumple que

(2ax A€ L2y < (1+ CH'@HLOO(Q)){||321||L2(Q) + H&;HHB(Q)}
+ CIK ™ oo @105 2 () + CAt{||5$+l||L2(Q) + Wl Viéy 20
+ [ Bo(tms1)2(0) } + CllEloe @ [P™ = 5"l 1200y

0 bien, dado qué\t < C implica At < (CAt)l/Q, entonces de lo anterior se
obtiene

- L+ &l Lo m "
I ey < € (“RE ) {1 + 167 s

h - - m m
+ O K e b 105 20y + {107 220
+ PIVASE ) + 1 Botms1)ll 20y }

K oo
N CH Iz @)+t

Al pm||L2(Q)-
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Asi, como||k|| =) < Aty h < cpAt, se deduce que:
et e < CP{lIEr ey + 167 2y | + C{ 165 2@y
+huvh6m+1\|Lz )+ collK e @ h ™ 185+ | 120y
+ P = P20y + \\Eo<tm+1>rm<m} ,

de donde, dado queu™ " — Uy 12) < €8 Iz + 1160 2 ) Y
(I5), se concluye

Ju =) < CS{ I ) + 17 2 |
+ U85 2y + PIVASE 20
+ (h +COHK71”L°°(Q)) 71”‘581+1”L2(Q) + [lp™ — 0" 2(0)
+ HEO(tm—l—l)HL2(Q)}- (24)
Por otro lado, de la demostracién del Teoréma 3.2, se sabe que

185 L2y + RIVAOTH lL2() + 187 l2(0)

tm41
C hA {|Po||Hk+1(Q) T /0 ”atp(s")HHkH(m ds}

IN

< ChFH! {||po||Hk+1(Q) + tir{i||atp”L2(0,tm+1;H’““(Q))} ’
y
WSE 2y < CREFH U i)
< R U oo (542 () -

Mas aun, usand@ (P2) i (111), se deduce, respectivamente

tm+1
/ 10 (5. )| 2(cn s
tm

m+1

IN

Ip —pmHL‘Z(Q)

< AP Loo (bt L2()) 5
Yy
tm+l
| Bo(tmen)ll 2y < C / 10up(s, )| 2y s
<

C A[0up|l oo (1t 1522(92)) -

Finalmente, se completa la demostracion al utilizar el Teofenha 3.2 y las cuatro
estimaciones previas dn{24). O
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4 Resultados numeéricos

En esta seccién se presentan algunos resultados numéricos paitzerhparih)

en dos dimensiones (es decir, cuande= 2), los cuales ilustran el compor-
tamiento del esquema completamente-discifetb (12) analizado en la Jdccién 3.
En todos los célculos se consideran mallas uniformes las cuales coderpbn
refinamientos cartesianos (en cuadrados con lados paralelos a loscgjEna-

dos) del dominio y luego dividiendo cada cuadrado en dos triangulagwemn-

tes. Ademas, se consideran los grados polinomiateq0, 1,2} y en virtud del
Teoremd 32, tomamas:= (At)~! = M/T en cada ejemplo. Los resultados
numeéricos presentados a continuacion fueron obtenidos usandoiga bAIT-

LAB, donde los operadores discretos fueron determinados tal y cotraxeeen

[27].
El Ejemplo 1 tiene por objetivo estudiar los 6rdenes de convergencia del
esquemd(12), para lo cual se considera= [0, 1]2, asi como la solucion exacta:

p(t,x) = e *sin(2rx)sin(2rzy),

para todax := (z1,22)* € Qyt € (0,1). Aqui, se aproximapy u ent = 1,
cuandoAt = 1/200 = 0.005 (T = 1y M = 200). Mas ainK(x) := I,

conl la matriz identidad de 2*? y p(X) := 15 (21, —22)*%, lo cual establece
quer(x) = 2u(x) = 2 (21, —22)*. Nétese que|r = 0, pero no satisface la
segunda ecuacion dd (5). Por lo tanto, se introduce la funcion fuentelfy €

L?(Q2) en dicha ecuacién. En otras palabras, se reemplaza la segunda ecuacio
de [B) pord:p + div(u) = f, con lo que se re-define el funciongt : Q;, — R

en [12) de la forma:

1
9" (qn) = _E(ph,mv a)7, — ([Emst,o)s )7 Yan € Qn,

donde todo el andlisis efectuado en la SecEion 3 puede ser extendidiomde f
casi inmediata.

En la Tabldl se presentan los resultados obtenidos para el esquéma (12)
(con fuente forzada) para el Ejemplo 1. Se puede apreciar que lesesrdle
convergencia para la variabte O(h*+1), corresponden a los predichos en el
Teoremd 3]2. Con respecto a la variabldos 6rdenes satisfacen el Teorema
3.3, sin embargo, estos son superiores a los predichos aproximadaroente p
dos 6rdenes dé. En relacion a esto, comentamos queléen [7] se establecié un
comportamiento de superconvergencia para el método LDG cuando seemple
mallas estructuras, como es en nuestro caso. Sin embargo, resultades humé
cos preliminares utilizando mallas no-estructuradas reflejarén que este fen
meno de superconvergencia se mantiene para el Ejemplo 1. Finalmente, en las
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Tabla 1: Historial de convergencia para el Ejemplo 1 (¢oa 1).

loon #Grados | [[(u—ux)(t,)ll20) | [0 = pr)(t: )220
de libertad| error orden error orden
0.1179 2016 | 1.21e-2 - 1.19e-2 -

0 0.0589 8064 | 3.03e-3 1.99 5.92e-3 1.01
0.0393 18144 | 1.32e-3 2.05 3.94e-3 1.00
0.0295 32256 | 7.17e-4 2.12 2.95e-3 1.00
0.1179 4320 | 5.96e-4 —— 1.19e-3 ——

1 0.0589 17280 | 1.06e-4 2.49 2.99%e-4 1.99
0.0393 38880 | 3.66e-5 2.63 1.34e-4 1.98
0.0295 69120 | 1.68e-5 2.70 7.69e-5 1.93
0.1179 7488 | 8.64e-5 - 8.96e-5 -

5 0.0589 29952 | 7.07e-6 3.61 1.12e-5 3.00
0.0393 67392 | 1.46e-6 3.88 3.34e-6 2.99
0.0295 119808 | 5.04e-7 3.71 1.43e-6 2.95

Figuras[l y(P se presentan las gréaficas de las soluciones aproximadda pa
cuarta malla cuandb= 1y k € {0, 2}. Esto con el fin de apreciar la resolucién
obtenida por el esquema{12).

Para eEjemplo 2, se considera el problema prueba de Molenkamp (“Molen-
kamp test"), el cual consiste en girar una distribucion Gausdiana [20pj&
tivo es comprobar el rendimiento en el término de convecion del méfadio (12)
propuesto. En virtud de est€), := [—1,1]? y la condicion inicial es una dis-
tribucion Gaussiana definida por:

po(X) = 0.01%7,

donde r corresponde a la distancia desde el puftes,0), es decir,
r = +/(z1+0.5)2 + 22, para todok := (z1,72)" € Q. AdemasK(x) := 11
y pu(X) := 2m(—x2,21)", lo que implica ques(x) := 8r(—x9, z1)*. Para este
ejemplo, no se utiliza una funcién fuente forzada (es dg¢ci 0). Mas aun,
dado que para = 1 se espera una revolucion completa de la distribucion, se
tomaT = 1y M = 250, de donde se obtien&t = 1/250 = 0.004. Aqui
se utiliza una Unica malla, cuyas caracteristicas mas relevantes corms@ond
h = 0.0544, nimero de elemento$408 y grados de libertad 3785& (= 0),
81120 ¢ = 1) y 140608 ¢ = 2).

En las Figurag]3[ se presentan 100 contornos de las aproximaciones ob-
tenidas para el Ejemplo 2, en los tiempos {0.2,0.6, 1}, utilizando la malla
descrita previamente, asi como los grados polinomfales{0, 1,2}. Se puede
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0.1 0.1
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Figura 1: Ejemplo 1, aproximaciom: = 0 con la cuarta malla, paray, ; (superior),
up,2 (Medio) ypy, (inferior), cuanda = 1.

apreciar que el método mejora su resolucién al aumentar el grado polinomial
(lo mismo ocurre al incrementar el nUmero de elementos), lo que sugiere una
correcta aproximacion en el término convectivo.
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1
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Figura 2: Ejemplo 1, aproximaciom: = 2 con la cuarta malla, paray, ; (superior),
up,2 (Medio) ypy, (inferior), cuanda = 1.

5 Conclusiones y direcciones futuras

En este articulo se ha estudiado el método LDG aplicado a la ecuacion de+okk
Planck en dos y tres dimensiones. Se prueba la solubilidad Gnica dehesque
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i

5 i !
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002 004 005 008 01 012 014 0.6 018 02

W D08 06 04 02 0 02 04 06 08
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002 004 006 003 01 012 014 016 018 02

Figura 3: Ejemplo 2, contornos dg;, utilizandok € {0,1,2} (filas), en los tiempos
(columnas)y = 0.2,t =06yt =1.

completamente-discreto, utilizando el método de Euler hacia atras. Mas aun,
se probaron estimados de ereopriori, sin embargo, experimentos numéricos
(Ejemplo 1) sugieren que el analisis propuesto no es preciso en eletsval

riable vectorial correspondiente al flujo de probabilidad, la cual muestra orden
superior en dos potencias #ePor otro lado, los resultados niumericos también
apuntan a que la condicion sobre los datos (especificampate: o) < At),
requerida en el Teorenla_B.2, corresponde a una suposicion técrichepar
acabo el analisis, pero bien debe ser posible prescindir de ella mediagte un
foque distinto.
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08 06 04 02 0 02 04 05 08 4 o8 08 04 02 0 02 04 06 08
o o

006 004 002 0 002 004 006

o8 06 04 02 0 02 04 06 08
@1

o 01 02 03 04 05 08 07

4 108 06 04 02 0 02 04 06 08
o

006 004 002 0 002 004 00

Figura 4: Ejemplo 2, contornos dey, ; utilizandok € {0, 1,2} (filas), en los tiempos
(columnas) = 0.2,t =06yt =1.

Con respecto a trabajos futuros, en particular es de interés de lossaitore
estudio de discretizaciones de alto orden en la variable temporal, asi como la
aplicacion de métodos de Galerkin discontinuo hibridizado (HDG, por slassig
en inglés).
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Figura 5: Ejemplo 2, contornos de, » utilizandok € {0, 1,2} (filas), en los tiempos
(columnas) = 0.2,t =06yt =1.
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