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Resumen

En este trabajo se estudia la dinámica de infección por VIH, através de
los procesos estocásticos de nacimiento y muerte y los sistemas de ecua-
ciones diferenciales que representan un sistema real. Paraéste caso en
específico, se describe un proceso estocástico que interpreta la dinámica
de infección del VIH al interior del organismo de una personaen sus
etapas iniciales de infección (post exposición o periodo deventana); es
decir, se considera que el momento mismo en que el virus ingresa en el
organismo corresponde al tiempo inicial para el modelo, y a partir de en-
tonces se tiene en cuenta el proceso de replicación y las incidencias que el
virus genera cuando ataca las células T CD4+, las cuales, son pieza fun-
damental en el sistema inmunológico del paciente. El proceso estocástico
permite deducir a partir de primeros principios, un modelo básico para
la infección por VIH, similar a los estudiados en la literatura; es decir,
un sistema basado en ecuaciones diferenciales ordinarias de variable es-
tocástica, donde las variables de estado corresponden a valores esperados
(promedios) y en ese sentido se encuentran también ecuaciones diferen-
ciales para la varianza de esas variables de estado, lo que proporcionará
información adicional sobre el sistema. Finalmente se presenta el estudio
analítico local del modelo completo y un estudio numérico delas solu-
ciones del sistema usando valores de los parámetros obtenidos de fuentes
secundarias, con el fin de ilustrar los resultados analíticos.

Palabras clave: procesos estocásticos; sistemas dinámicos; estabilidad Local;
VIH; SIDA.

Abstract

In this paper we study the dynamics of HIV infection through the
stochastic birth and death processes and ordinary differential equations
representing a real system. For this specific case, a stochastic process is
described to interpret the dynamics of HIV infection withina person’s
organism in the initial stages of infection (post exposure or window pe-
riod); that is to say, the initial time for the model corresponds with the
very moment the virus enters the organism, and from then on the pro-
cess of replication is taken into account and the incidencesthat the virus
generates when it attacks the CD4+ T cells, which are integral parts of
the patient’s immune system. The stochastic process allowsone to de-
duce from first principles and create a basic model for HIV infection. The
model is similar to those studied in the literature. It is a system based
on ordinary differential equations with stochastic states. The state varia-
bles correspond to expected values (averages). We also find differential
equations for the variance of the stochastic state of the variables, which
provides additional information about the system. Finally, we present the
local analytical study of the complete model and a numericalstudy of the
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system solutions using values of the parameters. The valuesof the param-
eters were obtained from secondary sources and were used to illustrate the
analytical results.

Keywords: stochastic processes; dynamical system; local stability; HIV; AIDS.

Mathematics Subject Classification:93C15, 92C50.

1 Introducción

La presencia del Virus de Inmunodeficiencia Humana (VIH) se manifestó ame-
diados de los años ochenta. Una especulación sobre su origen consisteen que
éste posee una estrecha relación genética con el Virus de Inmunodeficiencia
Simia (VIS) portado por los chimpancés y que sufrió una mutación genética
para llegar a los humanos [12, 18].

Las infecciones por parte del virus han ocurrido de una manera rápiday sig-
nificativa, tanto que ONUSIDA presenta sus estadísticas sobre el VIH a nivel
global, mostrando que aproximadamente 2 millones de personas contrajeron la
infección y estimando así que aproximadamente 36,9 millones vivían con la en-
fermedad en todo el mundo a finales del 2014; en las personas portadoras 15,8
millones utilizan tratamiento antirretroviral y 1,2 millones murieron a causa de
enfermedades relacionadas con el SIDA. La propagación de la infección ha des-
cendido en un 35%; tomando como relación los datos estadísticos entre el año
2000 y el año 2014, la mayor tasa de disminución se ve en los niños con un
porcentaje de 58%, calculando así que solo 220.000 niños se infectaron con el
VIH en el año 2014 en comparación a los 520.000 del año 2000. En el in-
forme del 2015 de la OMS se destacan grandes avances en la lucha contra el
VIH, mostrando claramente los beneficios del tratamiento antirretroviral en las
personas infectadas, disminuyendo la mortalidad y haciendo así que se salven
más de 7,8 millones de personas en relación con el año 2004, en el que más fa-
llecimientos a causa del virus fueron registrados [19]. ONUSIDA muestrauna
comparación entre el año 2000 y el año 2015 donde se logran ver las cifras de
nuevas infecciones por el VIH en adultos y niños, personas muertas por causas
relacionadas con la enfermedad, los nuevos usuarios de antirretrovirales y el pre-
supuesto en millones de dólares invertidos [21].

El mayor reto a superar es la sintetización de una vacuna, como sucede en
otras enfermedades de tipo viral, pero éste proceso ha llevado a la cienciamédica
a encontrarse con múltiples obstáculos, debido a que el virus afecta el sistema
linfático y su principal objetivo son los linfocitos T vitales en el sistema in-
munológico. Al no existir un camino contundente para la sintetización de una
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vacuna, los modelos matemáticos y de simulación se constituyen en una guía
sobre el comportamiento clínico de un paciente en etapas iniciales, intermedias
o avanzadas de infección, fundamentalmente orientados a estudiar la dinámica
de infección, las medidas de prevención y el tratamiento [24, 14, 31, 13, 32].

En particular, han sido múltiples los modelos estocásticos que se han plan-
teado sobre el VIH y el SIDA, como por ejemplo [4, 6, 7, 8, 9, 11, 6, 27,28,
29, 30, 36], y muchos de ellos permiten estudiar el fenómeno en etapas iniciales
de la infección, toda vez que consideran la aleatoridad propia del proceso de
infección.

En este trabajo se analizará la dinámica de infección por VIH, a través de los
procesos estocásticos de nacimiento y muerte [3] y los sistemas de ecuaciones
diferenciales [25] que representan un sistema real. Para éste caso en específico,
se deducirá y analizará un modelo estocástico que describe la dinámica de infec-
ción del VIH al interior del organismo de una persona en sus etapas iniciales de
infección (post exposición o periodo de ventana); es decir, se considera que el
momento mismo en que el virus ingresa en el organismo corresponde al tipo ini-
cial para el modelo, y a partir de entonces se tiene en cuenta el proceso de repli-
cación y las incidencias que el virus genera cuando ataca las células T CD4+,
las cuales, son pieza fundamental en el sistema inmunológico del paciente.

Como resultado preponderante se espera deducir a partir de primeros princi-
pios, un modelo para la infección por VIH similar a los estudiados (aunque con
diferentes estrategias) en [4, 5, 24, 14, 16, 17, 23, 31, 13, 32, 35]y muchos otros,
pero donde sea explícito que las variables de estado corresponden a valores es-
perados (promedios) y en ese sentido se espera encontrar también ecuaciones
diferenciales para la varianza de esas variables de estado, lo que proporcionará
información adicional sobre el sistema. Finalmente se hará el estudio analítico
local del modelo completo y un estudio numérico de las soluciones del sistema
usando valores de los parámetros obtenidos de fuentes secundarias, con el fin de
ilustrar los resultados analíticos.

2 Formulación del modelo

De manera muy general, cuando el VIH ingresa al organismo, las células pre-
sentadoras de antígenos son las encargadas de llevar el virus hasta losganglios
linfáticos para presentarlo, en este lugar se encuentran grandes reservorios de
células (linfocitos) TCD4+. El virus tiene receptores especiales que le permite
ingresar a la célula huésped y replicarse en ella, luego estas células infectadas
liberan nuevas partículas virales que infectan a otras células [2, 10, 13].

La infección por VIH comienza cuando el virus ingresa al organismo y se
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encuentra con las células dendríticas o los macrófagos que están en las mucosas;
ellos son presentadores de antígenos y fagocitan el virus para llevarlo hasta los
ganglios donde se activan células especializadas en reconocer partículas virales
que son las células TCD4+. Los linfocitos son los encargados de estimular la
respuesta inmune según el tipo de infección; esta respuesta puede ser respuesta
humoralo respuestacelular. Las células TCD4+ son células susceptibles al
virus, por tanto la activación de la respuesta adecuada no funciona comoco-
rresponde, y entonces el virus no es controlado adecuadamente por el sistema
inmunológico.

2.1 Probabilidades de transición infinitesimal

Se propone un modelo estocástico que describe la infección por VIH en una
población de células TCD4+ de una persona expuesta al virus. La idea es de-
ducir el sistema de ecuaciones diferenciales con variables estocásticas haciendo
uso de las funciones generadoras de probabilidad, de momentos y de cumulantes.
Para la descripción del proceso se definen las variables aleatoriasX = X(t)
como concentración de células TCD4+ no infectadas en un tiempot (células
susceptibles),Y = Y (t) la concentración de células TCD4+ infectadas en un
tiempot y Z = Z(t) la carga viral infecciosa en un tiempot. Adicionalmente
se consideran los parámetrosσ, µ, δ, β, η y c todos positivos para describir los
siguientes supuestos:

• σ: tasa constante de liberación de células TCD4+ en el organismo.

• µ: tasa de eliminación natural de las células TCD4+ no infectadas.

• β: tasa constante de infección del virus (viremia). Dado que el modelo
parte de una persona susceptible (sana) que es expuesta al virus, seen-
tiende que el valor del parámetroβ resume una serie de características
inmunológicas y del virus que determinan finalmente esta tasa constante
de infección [2, 15].

• δ: tasa de muerte de las células TCD4+ infectadas, en este caso se con-
sidera muerte por causas relacionadas con la infección; por ejemplo, la
acelerada replicación viral que conduce a lisis celular [2, 15].

• η: número promedio de viriones producidos por una célula infectada.

• c: tasa de eliminación natural del virus.

Las probabilidades de transición infinitesimalfjkl representan el aumento
o disminución en una unidad en las poblacionesj, k ó l que hacen parte del
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modelo; es decir, un incremento [disminución] enj implica un incremento [dis-
minución] en la concentración de la variable aleatoriaX, del mismo se interpreta
la relación dek con la variable aleatoriaY y de l con la variable aleatoriaZ. A
continuación se describen cada uno de los eventos considerados en este modelo
y la probabilidad de transición infinitesimal correspondiente:

• Aumento en la concentración de células TCD4+ (j = +1 ): f100 = σ.

• Eliminación natural de las células TCD4+ (j = −1): f−100 = µX.

• Aumento en la concentración de células infectadas, ocurrido cuando una
célula no infectada entra en contacto con una partícula viral. En este pro-
ceso de contagio se asume que se cumple el principio de acción de masas,
el cual establece que la concentración de células que se infectan es propor-
cional al producto de las células sanas con las partículas virales infecciosas
(j = −1 y k = 1): f−110 = βXZ.

• Eliminación de las células infectadas por efecto del virus (k = −1):
f0−10 = δY .

• Aumento en la población viral, está relacionado con la carga viralη que
es liberada por las células infectadas que mueren por efecto del virus (l =
+1): f001 = ηδY .

• Eliminación natural de partículas virales (l = −1): f00−1 = cZ.

2.2 Sistema dinámico de variables estocásticas

El objetivo de esta sección es aprovechar las relaciones que se presentan entre la
función generadora de probabilidadesP , de momentosM y de cumulantesK
(ver Anexo) para, a partir de ésta última, obtener un sistema de ecuacionesdife-
renciales ordinarias cuyas variables de estado sean las esperanzas matemáticas
E[X], E[Y ] y E[Z] y las varianzas respectivas, sistema que estará en condi-
ciones de aportar información sobre la dinámica de infección en el tiempo.

En vista que no se conocen de manera explícita las funciones generadoras,
se puede acudir a la forma de la Ecuación Diferencial Parcial para la Función
Generadora de Probabilidad, descrita en el anexo y definida en [3] para un pro-
ceso bivariado, con el fin de extenderla a un proceso en tres variables, con lo que
se tiene,

Pt(x, y, z, t) =
∑

(xjykzl − 1)fjkl

(

x
∂

∂x
, y

∂

∂y
, z

∂

∂z

)

P (x, y, z, t). (1)
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Se tiene en cuenta que el operador
(

x ∂
∂x
, y ∂

∂y
, z ∂

∂z

)

se usa cuando las varia-

bles aleatorias aparecen en las transicionesfjkl, por ejemplo para la transición
f100 se observa que sólo está presente el parámetroσ por lo que el operador
derivada no se utiliza, en la transiciónf−100 aparece el parámetroµ multi-
plicando a la variable aleatoriaX y por tanto se debe hacer uso del operador
derivada, con lo que se obtiene el termino(x−1 − 1)x∂P

∂x
.

Haciendo las respectivas sustituciones de los índicesj, k, y l correspon-
dientes a cada probabilidad de transición infinitesimal en (1), y omitiendo por
simplicidad la dependencia explícita deP de las variablesx, y y z, se obtiene de
forma explícita:

Pt = σ(x− 1)P + µ(x−1 − 1)

(

x
∂

∂x

)

P + β(x−1y − 1)

(

x
∂

∂x
, z

∂

∂z

)

P

+δ(y−1 − 1)

(

y
∂

∂y

)

P + ηδ(z − 1)

(

y
∂

∂y

)

P + c(z−1 − 1)

(

z
∂

∂z

)

P.

Con lo que se puede llegar a laEcuación Diferencial Parcial para la Función
Generadora de Probabilidad:

Pt = σ(x− 1)P + µ(1− x)Px + βz(y − x)Pxz + δ(1− y)Py

+ηδy(z − 1)Py + c(1− z)Pz
(2)

donde se ha adoptado la notación de subíndice para denotar las derivadas par-
ciales; es decir,Px denota la derivada parcial deP respecto ax. Una importante
relación es que la Función Generadora de Momentos es igual a la Función Ge-
neradora de Probabilidad con las sustituciones:x = eθ, y = eφ y z = eρ (ver
Anexo), por lo tanto se puede obtener laEcuación Diferencial Parcial para la
Función Generadora de Momentos:

Mt = σ(eθ − 1)M + µ(e−θ − 1)Mθ + βe−θ(eφ − eθ)Mθρ

+δ(e−φ − 1)Mφ + ηδ(eρ − 1)Mφ + c(e−ρ − 1)Mρ.
(3)

En [3] se prueba que la Función Generadora de Cumulantes y la de Mo-
mentos están relacionadas mediante la expresiónK = lnM , con lo que es
posible obtener laEcuación Diferencial Parcial para la Función Generadora de
Cumulantes:

Kt = σ(eθ − 1) + µ(e−θ − 1)Kθ + βe−θ(eφ − eθ)(KρKθ +Kθρ)
+δ(e−φ − 1)Kφ + ηδ(eρ − 1)Kφ + c(e−ρ − 1)Kρ.

(4)

Por definición, la Función Generadora de Cumulantes está dada por la serie:

K(θ, φ, ρ, t) =
∑ θxφyρz

x!y!z!
kxyz(t), (5)
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dondek denota los cumulantes correspondientes, y no debe confundirse con el
subíndicek utilizado en la sección 2 para describir las probabilidades de tran-
sición infinitesimal. Al hacer la expansión de la serie dada en (5), se obtienela
expresión,

K = θk100 + φk010 + ρ001 +
θ2

2
k200 +

φ2

2
k020 +

ρ2

2
k002 + · · · (6)

Como no se conoce explícitamente la funciónK, se debe acudir a la ecuación
(4), para lo cual se deriva (6) parcialmente con respecto at, obteniéndose:

Kt = θk̇100 + φk̇010 + ρk̇001 +
θ2

2
k̇200 +

φ2

2
k̇020 +

ρ2

2
k̇002 + · · · (7)

donde el primer término se obtiene al reemplazar ax por uno, y ay y a z por
cero, el segundo termino se halla al reemplazarx por cero,y por 1 yz por cero
y así sucesivamente se obtienen los demás términos.

De este modo, debe ocurrir que los lados derechos de (4) y (7) sean iguales.
Para hacer una igualación de ambas expresiones, considere las expansiones en
series de Taylor de las funciones exponencialeseθ = 1 + θ + θ2

2 + · · · , eφ =

1+φ+ φ2

2 + · · · y eρ = 1+ρ+ ρ2

2 + · · · y tenga en cuenta las derivadas parciales
Kθ, Kφ y Kρ que se obtienen de (6), tras sustituirlas en (4) se obtiene,

Kt = σθ + θ2

2 σ − θµk100 − θ2µk200 +
θ2

2 µk100 +
θ3

2 µk200
+ φβk100k001 + θφβk001k200 + φρβk002k100 + θφρβk002k200

+ φ2

2 βk100k001 + θφ2

2 βk001k200 +
φ2

2 ρβk002k100 + θφ2

2 ρβk002k200
+ θβk100k001 − θ2βk001k200 − θφβk002k100 − θ2ρβk002k200
− θφβk100k001 − θ2φβk001k200 − θφρβk002k100 + θ2φρβk002k200

− θφ2

2 βk100k001 −
θ2φ2

2 βk001k200 − θφ2

2 ρβk002k100

− θ2 φ
2

2 ρβk002k200 +
θ2

2 βk001k100 +
θ3

2 βk001k200 +
θ2

2 ρβk002k100

+ θ3

2 ρβk002k200 +
θ2

2 φβk001k100 +
θ3

2 φβk001k200 +
θ2

2 φρβk002k100

+ θ3

2 φρβk002k200 +
θ2φ2

4 βk001k100 +
θ3φ2

4 βk001k200

+ θ2φ2

4 ρβk002k100 +
θ3φ2

4 ρβk002k200 − φδk010 +
φ2

2 δk010

+ ρηδk010 +
φ2

2 ηδk010 − φ2δk020 +
φ3

2 δk020 + φρηδk020

+ φρ2

2 ηδk020 − ρck001 − ρ2ck002 +
ρ2

2 ck001 +
ρ3

2 ck002.
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Entre la expresión anterior y (7) se igualan los coeficientes deθ, φ, ρ, θ2, φ2

y ρ2 lo que permite obtener el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en
términos de cumulantes:























































dk100
dt

= σ − βk100k001 − µk100

dk010
dt

= βk100k001 − δk010

dk001
dt

= ηδk010 − ck001

dk200
dt

= σ − 2µk200 + βk100k001 − 2βk001k200
dk020
dt

= 2βk100k001 + δk010 − 2δk020
dk002
dt

= ηδk010 − 2ck002 + ck001

(8)

Teniendo en cuenta quek100 = E[X] es la esperanza deX, k010 = E[Y ]
es la esperanza deY , k001 = E[Z] es la esperanza deZ, k200 = V [X] es la
varianza deX, k020 = V [Y ] es la varianza deY , k002 = V [Z] es la varianza de
Z, el sistema se puede expresar equivalentemente como:



























































dE[X]
dt

= σ − βE[X]E[Z]− µE[X]

dE[Y ]
dt

= βE[X]E[Z]− δE[Y ]

dE[Z]
dt

= ηδE[Y ]− cE[Z]

dV [X]
dt

= σ − 2µV [X] + βE[X]E[Z]− 2βE[X]V [X]

dV [Y ]
dt

= 2βE[X]E[Z] + δE[Y ]− 2δV [Y ]

dV [Z]
dt

= ηδE[Y ]− 2cV [Z] + cE[X]

(9)

que corresponde al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con variables
estocásticas que se pretendía deducir. El sistema (9) se considera sujetoa las
condiciones inicialesE[X](0) = E[X]0, E[Y ](0) = E[Y ]0, E[Z](0) = E[Z]0,
V [X](0) = V [X]0, V [Y ](0) = V [Y ]0, V [Z](0) = V [Z]0.

Nótese que el procedimiento descrito permite hacer una derivación de pri-
meros principios de los modelos de infección por VIH como los descritos en
[4, 5, 16, 17, 23] y muchos otros, con la diferencia que en nuestro modelo, las
variables de estado corresponden a valores esperados y no a cantidades netas o
proporciones; razón por la cual, la información que brinda la varianza de cada
una de estas variables de estado es relevante, en la medida que el proceso es de
varianzas finitas. En efecto, es de destacar que el modelo obtenido es razonable,
en el sentido que ninguna variable se hace negativa ni crece indefinidamente, lo
cual se muestra en el siguiente resultado.
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Teorema 2.1 El sistema (9) está definido en la región positivamente invariante
de R

6: Ω =
{

0 < E[X] + E[Y ] ≤ σ
ǫ
, 0 ≤ E[Z] ≤ M1, 0 ≤ V [X] ≤

M2, 0 ≤ V [Y ] ≤ M3, 0 ≤ V [Z] ≤ M4}, donde se tieneM1 = σηδ
ǫc

,

M2 =
σ
2µ

(

1 + βσηδ
ǫ2c

)

, M3 =
σ
2ǫ

(

2βση
ǫc

+ 1
)

y M4 =
σ
2cǫ(ηδ + c).

Demostración.Se inicia la prueba mostrando que en cada hiperplano acotando
el ortante no negativo deR6, el campo de vectores definido por (9) apunta hacia
el interior deR6. A partir de las ecuaciones en (9), se encuentra precisamente
que,

dE[X]
dt

∣

∣

∣

E[X]=0
= σ > 0 ; dE[Y ]

dt

∣

∣

∣

E[Y ]=0
= βE[X]E[Z] ≥ 0

dE[Z]
dt

∣

∣

∣

E[Z]=0
= ηδE[Y ] ≥ 0 ; dV [X]

dt

∣

∣

∣

V [X]=0
= σ + βE[X]E[Z] ≥ 0

dV [Y ]
dt

∣

∣

∣

V [Y ]=0
= 2βE[X]E[Z] ≥ 0 ; dV [Z]

dt

∣

∣

∣

V [Z]=0
= ηδE[Y ] + cE[X] ≥ 0.

Por otro lado, se sigue de la primera ecuación de (9) que siE[X](0) ≤ σ
µ

,
entoncesE[X](t) ≤ σ

µ
para todat > 0. Por otro lado, a partir de las dos primeras

ecuaciones de (9) se tiene,

dE[X]

dt
+

dE[Y ]

dt
≤ σ − µE[X]− δE[Y ] ≤ σ − ǫ(E[X] + E[Y ])

dondeǫ = min{µ, δ}, y por lo tantoE[X] + E[Y ] ≤ σ
ǫ
, en particular se tiene

queE[X] ≤ σ
ǫ

y queE[Y ] ≤ σ
ǫ
. A partir de la tercera ecuación de (9) se observa

que
dE[Z]

dt
= ηδE[Y ]− cE[Z] ≤ ηδ

σ

ǫ
− cE[Z]

y por lo tantoE[Z] ≤ σηδ
ǫc

. Hasta ahora se ha mostrado que las variables de
estado están acotadas superiormente. Para probar que las varianzas son finitas,
basta observar que:

dV [X]
dt

= σ − 2µV [X] + βE[X]E[Z]− 2βE[X]V [X]
≤ σ + βE[X]E[Z]− 2µV [X]

≤ σ + β σ
ǫ
σηδ
ǫc

− 2µV [X]

y por lo tantoV [X] ≤ σ
2µ(1 +

βσηδ
ǫ2c

). Del mismo modo se deduce queV [Y ] ≤

σ
2ǫ

(

2βση
ǫc

+ 1
)

y queV [Z] ≤ σ
2cǫ(ηδ + c).
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La prueba anterior está basada en procedimientos usuales en este tipo de
sistemas; en particular, para el contexto de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias que modelan la infección por VIH, se recomienda al lector revisar
[23, 34].

3 Análisis del sistema de ecuaciones

3.1 Número básico de reproducción

El número básico de reproducción, denotadoR0, corresponde al número de célu-
las secundarias que son infectadas en una población susceptible, por una célula
infectada por cierta carga viral inicial. Para determinar elR0 se utiliza el método
descrito en [26] que establece que elR0 es el radio espectral de lamatriz de la
siguiente generación. Defina los vectoresf y b de las ecuaciones correspondien-
tes a poblaciones responsables de la infección; esto es,

f =

(

βE[X]E[Z]
0

)

, b =

(

−δE[Y ]
ηδE[Y ]− cE[Z]

)

.

Luego, calcule las matrices de2 × 2 correspondientes a las matrices Ja-
cobianas def y b respecto de las variablesE[Y ] y E[Z]; así, F = Df y
B = Db, las cuales deben ser evaluadas en el punto de equilibrio trivialP1 =
(

E[X]0, 0, 0
)

, dondeE[X]0 representa el valor esperado de células TCD4+

susceptibles en ausencia de infección (debe tenerse en cuenta que elP1, se ob-
tuvo al desacoplar las primeras tres ecuaciones del sistema (9)). De estemodo,
las matricesF y B son,

F =

(

0 βE[X]0
0 0

)

, B =

(

−δ 0
ηδ −c

)

.

La matriz de la siguiente generación está definida porM = −FB−1, por lo
tanto es necesario calcular la matriz inversa deB dada por:

B−1 =







−
1

δ
0

−
η

c
−
1

c






.

Para obtener,

M =

(

βη

c
E[X]0

β

c
E[X]0

0 0

)

,
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cuyos valores propios son:λ1 =
βη
c

y λ2 = 0, por lo tanto, se define entonces,

R0 =
βη

c
E[X]0, (10)

donde,β es la tasa constante de infección del virus,E[X]0, es el valor esperado
de células TCD4+ sanas en ausencia de infección yη es la concentración de
partículas virales producidas durante el periodo infeccioso1

c
de una partícula

viral.

3.2 Puntos de equilibrio y estabilidad local

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema (9), se debe igualar a cero cada
una de las ecuaciones que lo componen y resolver el sistema algebraico resul-

tante, con lo que se obtiene el punto de equilibrio trivialP1 =
(

σ
µ
, 0, 0, σ

2µ , 0, 0
)

y el punto de equilibrio no trivial

P2 =
(

E[X]1, E[Y ]1, E[Z]1, V [X]1, V [Y ]1, V [Z]1

)

donde,

E[X]1 =
c
βη
, E[Y ]1 =

µc
βηδ

(R0 − 1) , E[Z]1 =
µ
β
(R0 − 1)

V [X]1 =
µc2

β2η2σ

(

R0 −
1
2

)

, V [Y ]1 =
3
2

µc
βηδ

(R0 − 1) , V [Z]1 =
µ
β
(R0 + 1)

donde,R0 = βησ
µc

. Desde el punto de vista inmunológico,P1 representa los
niveles esperados de la población de células en ausencia de infección yel punto
de equilibrioP2 representa el estado del sistema en presencia de la infección.

Debido a que el sistema de variables estocásticas (9) es no lineal, se hace
necesario linealizar el sistema, para poder realizar el análisis de estabilidad local.
La Matriz Jacobianadel sistema (9) es:

J =

















−µ− βE[Z] 0 −βE[X] 0 0 0
βE[Z] −δ βE[X] 0 0 0

0 ηδ −c 0 0 0
βE[Z] 0 βE[X]− 2βV [X] −2βE[Z]− 2µ 0 0
2βE[Z] δ 2βE[X] 0 −2δ 0

0 ηδ c 0 0 −2c
















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3.2.1 Análisis de estabilidad del punto de equilibrio trivial

Teorema 3.1 El punto de equilibrio libre de infecciónP1 del sistema (9) es local
y asintóticamente estable si y solo siR0 < 1.

Demostración. Evaluando la matrizJ en el punto de equilibrio trivialP1, se
tiene

JP1
=

























−µ 0 −β σ
µ

0 0 0

0 −δ β σ
µ

0 0 0

0 ηδ −c 0 0 0

0 0 0 −2µ 0 0

0 δ 2β σ
µ

0 −2δ 0

0 ηδ c 0 0 −2c

























La respectiva ecuación característica es:

(λ+ µ)(λ+ 2µ)(λ+ 2δ)(λ+ 2c)
(

λ2µ+ λ(µc+ µδ) + δµc(1−R0)
)

= 0,
(11)

de donde cuatro valores propios son reales negativos:λ1 = −µ, λ2 = −2µ, λ3 =
−2δ y λ4 = −2c y del polinomio de grado 2 es posible hallar los dos valores
propios restantes cuyo análisis se realiza a continuación:

Se tiene el polinomiop(λ) = µλ2 + µ(c+ δ)λ+ δµc(1−R0). Para utilizar
el criterio de Routh Hurwitz paran = 2 se debe cumplir quea1 > 0 y a2 > 0,
dondea1 = µ(c+ δ) expresión positiva debido a la naturaleza de los parámetros
y a2 = δµc(1−R0), cantidad positiva siempre queR0 < 1. Lo anterior permite
afirmar que los dos valores propios tienen parte real negativa. Así, se concluye
que el punto de equilibrio trivialP1 del sistema (9) es local y asintóticamente
estable si y solo siR0 < 1.

3.2.2 Análisis de estabilidad del punto de equilibrio no trivial

Teorema 3.2 Si R0 > 1 y los coeficientes de la ecuación característica (12)
cumplen con la condición de HurwitzS > N , donde

S = (ηδ(c+ µ+ δ) + µc(R0 − 1))(µc2(R0 − 1) + δµη(c+ δ) + µδc(R0 − 1))

N = µc2δ(R0 − 1).

El punto de equilibrioP2 del sistema (9) es local y asintóticamente estable.
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Demostración.Evaluando la matrizJ en el punto de equilibrio no trivialP2 se
obtiene,

JP2
=





























−µ− µc(R0−1)
ηδ

0 − c
η

0 0 0

µc(R0−1)
ηδ

−δ c
η

0 0 0

0 ηδ −c 0 0 0

µc(R0−1)
ηδ

0 c
η
+ µc2

β2η2σ
(R0−1) −2µc(R0−1)

ηδ
− 2µ 0 0

2µc(R0−1)
ηδ

δ 2c
η

0 −2δ 0

0 ηδ c 0 0 −2c





























.

La respectiva ecuación característica es:

(λ+ 2δ)(λ+ 2c)(ληδ + 2(µc(R0 − 1) + µηδ))
[

λ3ηδ + λ2[ηδ(c+ µ+ δ)
+µc(R0 − 1)] + λ[µc2(R0 − 1) + δµη(c+ δ) + µδc(R0 − 1)]
+µc2δ(R0 − 1)

]

= 0.
(12)

De la ecuación (12) y provistoR0 > 1, se obtienen de manera directa tres

valores propios negativos:λ1 = −2δ, λ2 = −2c y λ3 = −
2µc(R0−1)+ ηδ

c

ηδ
. El

polinomio de grado tres presente en la ecuación característica, obliga a analizar
la estabilidad del punto de equilibrio por medio delCriterio de Routh-Hurwitz,
que establece que para que las tres raíces tengan parte real negativa deben cum-
plirse las desigualdades:

a1 > 0, a3 > 0, a1a2 > a3

donde,

a1 = ηδ(c+ µ+ δ) + µc(R0 − 1)
a2 = µc2(R0 − 1) + δµη(c+ δ) + µδc(R0 − 1)
a3 = µc2δ(R0 − 1).

Así, a1 > 0 y a3 > 0 ya queR0 > 1. Por lo tanto, para que el punto
de equilibrio no trivial sea local y asintóticamente estable, los valores de los
parámetros deben satisfacer la desigualdada1a2 > a3, que en términos de los
parámetros del modelo es:

(ηδ(c+ µ+ δ) + µc(R0 − 1))(µc2(R0 − 1) + δµη(c+ δ) + µδc(R0 − 1)) >
µc2δ(R0 − 1).
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Par. Descripción Valor Ref.
σ Tasa de creación de células TCD4+ 10mm3d−1 [5, 22]
β Tasa de infección del virus 2.5e−5mm3d−1 [22]
µ Tasa de eliminación de células TCD4+ no

infectadas.
1e−2 d−1 [5]

δ Tasa de eliminación de células TCD4+ in-
fectadas

0.26 d−1 [5, 22]

η Número de viriones producidos por una
célula infectada

500 [5]

c Tasa de eliminación natural del virus 2.4 d−1 [22]

Tabla 1: Valores considerados para los parámetros y las variables del sistema (9) usados
para las simulaciones.

3.3 Simulaciones

Las simulaciones del modelo se hacen para ilustrar los resultados analíticos des-
critos y utilizando valores de los parámetros obtenidos de fuentes secundarias,
como se describe en la Tabla 1; adicionalmente, se informa que fue utilizado
el paquete de simulación Matlab 2016a y las subrutinas que proporciona. Las
Figuras 1 y 2 que se muestran a continuación, se componen de seis gráficas que
describen el comportamiento del sistema (9). En las tres gráficas superiores se
muestran las soluciones numéricas correspondientes a las esperanzas de cada una
de las variables aleatorias que componen el sistema: valor esperado de células no
infectadasE[X], valor esperado de células infectadasE[Y ] y valor esperado de
la carga viralE[Z], representadas por la curva negra sólida, las otras dos curvas
discontinuas (a rayas), corresponden a ese valor esperado más unadesviación es-
tándar; es decir, en el cuadro superior izquierdo, las líneas a rayas corresponden
a la curva deE[X]± σ[X] dondeσ[X] =

√

V [X], respectivamente, se encuen-
tra la misma información en la gráfica superior central paraE[Y ] y en la superior
derecha paraE[Z]. Para mayor claridad, las tres gráficas inferiores muestra la
curva correspondiente a las desviaciones estándar que se han sumado/restado de
cada una de las variables de estado, y se representan con la línea sólida negra.

Las figuras que se van a presentar se obtuvieron al variar los parámetrosβ
(Figuras 1 y 2) yη (Figura 3) del sistema (9), los cuales son parámetros que
están directamente relacionados con el nivel de viremia y cuyo valor podría
afectarse aplicando algún esquema de control basado en terapia antiviral; por lo
tanto, comprender como influyen en la dinámica puede ser de utilidad en trabajos
posteriores.
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Figura 1: Comportamiento de las variables del sistema (9) paraβ = 2.5× x10−5, con
los valores de la Tabla 1 se obtieneR0 = 5.2083 > 1.

En la Figura 1, conβ = 2.5 × 10−5 se simula por un periodo de 300 días,
tiempo suficiente para ilustrar el transitorio del sistema. En las gráficas superi-
ores se observa que aproximadamente 200 días son suficientes para queel sis-
tema alcance valores cercanos al equilibrio, después de transitar por unalto pico
de viremia entre los 50 y 100 días. Puede notarse también en las gráficas inferi-
ores que, a pesar de que las desviaciones estándar presentan oscilaciones, estas
oscilaciones se corresponden con las que presentan las esperanzasy también
a los 200 días, aproximadamente, empiezan a estabilizarse, lo que indica que
la descripción que las esperanzas hacen del comportamiento de las poblaciones
celulares es confiable.

La Figura 1 permite concluir que el valor esperado de células se encuentra
en valores muy bajos los primeros días después de la exposición al virus, ypese
a que luego ocurre un ascenso, no es significativo como para que el paciente
se recupere; en efecto, la concentración final de células sanas ronda las 200
cel/mm3, nivel que implicaría que el paciente debería iniciar terapia antiviral.

Teniendo en cuenta el Teorema 3.2 y queR0 = 5.2083 > 1, S = 1293.7146
y N = 0.0628 entonces el equilibrioP2 es local y asintóticamente estable para
estos valores de los parámetros.
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Figura 2: Comportamiento de las variables del sistema (9) paraβ = 1.5 × 10−6, y los
demás valores mostrados en la Tabla 1, se obtieneR0 = 0.3125 < 1.

Para la Figura 2 el valor del parámetroβ se estableció en1.5 × 10−6; una
reducción significativa de este parámetro podría obtenerse como resultado de la
aplicación de terapia antiviral. La simulación se hace por un periodo de 100días,
tiempo suficiente para ilustrar el transitorio del sistema. En la gráfica superior
izquierda, el valor esperado de células libres de infección no desciende como en
el escenario anterior, por el contrario, se mantiene en el valor inicial durante el
periodo simulado. La gráfica superior central de la misma Figura muestra que
el valor esperado de la población de células TCD4+ infectadas se mantiene en
valores muy cercanos a cero durante todo el periodo infeccioso, mientras que el
valor esperado de la carga viral presenta una concentración promediomáximo de
10 copias/ml iniciando el periodo infeccioso (la condición inicial), pero presenta
un descenso rápido que termina en un valor cercano a cero.

Se observa que las desviaciones estándar, mostradas en las gráficas inferiores
de la Figura 2, se estabilizan en valores aproximados a 20 cel/mm3, 0 cel/mm3 y
22 copias/ml, respectivamente para las células T CD4+ susceptibles, infectadas
y la carga viral. Lo que indica que el valor esperado de estas poblaciones se
encuentra en rangos muy pequeños de variación.

De la Figura 2, se puede deducir que una persona expuesta al virus, pero con
la condición inmunológica que describen los parámetros usados en este caso, no
adquiere la infección como consecuencia de la exposición; en efecto, elvalor es-
perado de células libres de infección se mantiene en el valor inicial a lo largodel
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periodo de simulación; del mismo modo, que el valor esperado de la población
de células infectadas y de la carga viral se encuentran en valores cercanos a cero
durante el transcurso del periodo infeccioso. Este resultado se corresponde con
lo obtenido analíticamente, en efecto, teniendo en cuenta queR0 = 0.3125 < 1,
se concluye queP1 es local y asintóticamente estable, como se afirmó en el
Teorema 3.1. En este caso, las primeras tres coordenadas del punto de equi-
librio trivial son E[X] = 1000, E[Y ] = 0, E[Z] = 0, que indica ausencia de
infección.

En la Figura 3 se varía el parámetroη, que corresponde a la producción viral;
es decir, se ilustra el impacto que tiene el número promedio de viriones produci-
dos por célula infectada en la dinámica de infección. Se han considerado los
valoresη = (300, 350, 800, 1200) y conβ = 7.5 × 10−6, con los que se ob-
tieneR0 = (0.9375, 1.0938, 2.5000, 3.7500) respectivamente; el tipo de línea
usada es: sólida, punteada, a rayas y raya-punto, respectivamente.Observe que
paraη = 300 el valor deR0 (obtenido a partir de la expresión (10)) es menor que
1 y por lo tanto la infección no se establece en el individuo expuesto, como se
deduce del Teorema 3.1; esta situación se ilustra con la curva sólida en la Figura
3. Para los demás valores deη se obtienen escenarios con infección. Se observa
que a medida que aumenta el valor deη; es decir, aumenta la producción viral,
entonces (i) el sistema alcanza valores de equilibrio cada vez más pequeños para
el promedio de células no infectadas, y más elevados de células infectadasy
carga viral, y (ii) el transitorio del sistema transcurre más rápido, lo que implica
que para valores más grandes deη, el sistema alcanza el equilibrio más rápida-
mente. En la Figura 3 no se ilustran las desviaciones estándar para facilitar la
interpretación de las gráficas, pero su comportamiento es análogo al presentado
en las Figuras 1 y 2. Finalmente, esta simulación se ha hecho por un periodo
de 600 días, que abarca de manera satisfactoria el transitorio de los diferentes
escenarios.

Es posible deducir que la reducción del parámetroη debe ser considerada
como un objetivo a alcanzar si se pretende formular algún esquema de control
mediante terapia antiviral, como efectivamente hacen los inhibidores de pro-
teasa, pero ese tipo de cuestiones se proponen para trabajos futuros.

4 Conclusiones y resultados

El modelo estocástico para la infección por VIH que se ha presentado, permite
describir la fase inicial de la infección, que podríamos llamar fase de post in-
fección o periodo de ventana (previo al diagnóstico) y brinda la información
correspondiente a la esperanza, varianza y desviación estándar de cada variable
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Figura 3: Comportamiento de las variables del sistema estocástico (9) para η =
(100, 300, 500, 700, 900, 1100), R0 = 3.9063 > 1.

aleatoria, lo que establece en qué rango varía el conteo de células o de partículas
virales durante el periodo de simulación.

Al reducirse el valor del parámetroβ es posible encontrar situaciones en que
R0 < 1, lo que según el Teorema 3.1 permite obtener un escenario libre de infec-
ción, en el cual el paciente presente una mejor respuesta inmune, un conteo de
células TCD4+ alto y por tanto reducir las posibilidades de presentar síntomas
de enfermedad (por lo menos teóricamente); esto hecho sirve de argumentopara
los modelos que tienen en cuenta problemas de control basados en terapia an-
tiviral de la infección por medio de Inhibidores de Transcriptasa Inversa (ITI).

Del mismo modo, los inhibidores de proteasa son formulados, principal-
mente, para reducir la producción de partículas virales por parte de las células
infectadas, por esta razón reflejan una reducción en el valor deη, lo cual, según
este estudio, permitiría alcanzar escenarios libres de infección, que en la práctica
corresponderían a niveles no detectables del virus.

Nótese que, si bien, el modelo está concebido para ilustrar la dinámica de in-
fección por VIH en etapas iniciales, los resultados que se ilustran en la Figura 1
muestran un paciente infectado que podría ser diagnosticado con SIDA dados los
niveles celulares (un valor esperado de 200 cel/mm3 no infectadas en equilibrio,
aproximadamente), lo que lleva a considerar la importancia que tiene involucrar
en este tipo de estudios la respuesta inmune (citotóxica y humoral) que el or-
ganismo despliega de manera natural para enfrentar la infección, situación que
ha sido parcialmente abordada por los autores en trabajos como [24, 31, 13], así
como el diagnóstico de las personas infectadas como un mecanismo importante
en el control de la enfermedad [14, 33].

Es necesario recordar al lector que este tipo de modelos no consideran muchas
variables y factores importantes de la dinámica a fin de que el modelo sea sencillo
y tratable analíticamente. Por lo tanto, su uso para predecir el comportamiento
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de pacientes reales, debe ser muy racional y siempre acompañado del buen juicio
de un médico tratante. Sin embargo, el uso de parámetros reales, debería poder
brindar información valiosa sobre el comportamiento de la infección en etapas
iniciales.

En este sentido, Adamset. al. en [1] establecen quees precisamente en
tal ambiente que se deben llevar a cabo sofisticados esfuerzos de modelización
cuantitativa. El desarrollo de ideas matemáticas, estadísticas y computacionales
avanzadas para este esfuerzo ofrece áreas fértiles, aunque desafiantes, de inves-
tigación científica para el futuro previsible y debe ser visto como una fuentede
grandes oportunidades intelectuales. Al igual que ellos, los autores comparti-
mos la esperanza de que este tipo de trabajos ayude a estimular y promover tal
desarrollo con entusiasmo.

5 Anexo: Funciones generadoras

La teoría que se presenta aquí de manera concisa, puede ser ampliada en[3]. De
manera general, un proceso estocástico es una colección de variables aleatorias,
cada una de las cuales se define en el mismo espacio de probabilidad y toma va-
lores en el mismo codominioD (frecuentemente los reales). Un caso importante
son los procesos discretos

fi : Ω → D,

dondei toma valores sobre un conjunto discretoI. En un proceso estocástico
continuo el conjuntoI es continuo, usualmente dado por espacio o tiempo, con
lo que se obtiene un conjunto infinito de variables aleatorias.

Una función generadora es una serie de potencias que no siempre converge
y cuyos coeficientes se encuentran indexados por los números naturales. Éstas
se expresan frecuentemente como funciones formales con un argumentox que
indica que toma valores específicos y que no necesariamente convergerán para
todos los valores dex. Suponga una sucesión de números reales:

{ai}
∞
i=0 = {a0, a1, a2, . . .}.

Introduciendo la variablex podemos definir la función,

G (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · =

∞
∑

i=0

aix
i.

Si la serie converge en algún intervalo−x0 < x < x0, la funciónG (x) es la
función generadora de{ai}

∞
i=0. Una función generadora puede ser generalizada
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a sucesiones con múltiples índices, por ejemplo, la función generadora de la
secuencia{aij}

∞
i,j=0 (dondei, j ∈ Z) está dada por:

G (x, y) =
∞
∑

i,j=0

aijx
iyj .

5.1 Función generadora de probabilidad

Un caso de particular interés en las funciones generadoras es cuandolasai son
probabilidades, en este caso se introducen las restricciones:

ai ≥ 0 y
∞
∑

i=0

ai = 1.

La correspondiente funciónG (x) es una función generadora de probabili-
dades. SeapX (t) la distribución de probabilidad de la variable aleatoriaX (t)
que toma valoresn con probabilidadespn. Se tiene la función generadora de
probabilidadP (x, t), definida en [3] como:

P (x, t) =
∞
∑

n=0

xnpn (t) . (13)

La expresión anterior permite generar la probabilidad de la variable aleatoria
X en un tiempot. Al tener en cuenta el incremento de dicha variable en el tiempo
t+∆t, representado por∆x(t), la derivada parcial con respecto al tiempo de la
ecuación (13) (ver [3]) está dada por la expresión,

Pt (x, t) =
∑

j 6=0

(xj − 1)fj

(

x
∂

∂x

)

P (x, t), (14)

dondefj se denominan las transiciones aleatorias oprobabilidades de transición
infinitesimal, éstas son, en la mayoría de los casos, lineales en los operadores
diferenciales yj con frecuencia toma los valores+1 ó −1. Una deducción de-
tallada de la expresión anterior, así como de su similar para la función generadora
de momentos, puede ser encontrada por el lector en [3] capítulo 7.

Para un caso bivariado con variables aleatoriasX (t) e Y (t), que toman
valoresm y n, y con probabilidades conjuntaspmn, la función generadora de
probabilidad está definida como:

P (x, y, t) =
∑

m,n

xmynpmn (t) , (15)
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cuya derivada parcial con respecto at toma la forma:

Pt (x, y, t) =
∑

j,k

(xjyk − 1)fjk

(

x
∂

∂x
, y

∂

∂y

)

P (x, y, t) (16)

dondej y k no son ambas cero simultáneamente.

5.1.1 Función generadora de momentos

DadaX (t) una variable aleatoria, se define la función generadora de momentos
mediante la expresión:

M (θ, t) = E
[

eθX(t)
]

.

Si X (t) es una variable aleatoria discreta y toma valoresj con probabili-
dadespj , se tiene:

M (θ, t) =
∞
∑

j=0

eθjpj (t) . (17)

Como se demuestra en [3], parax = eθ, la derivada parcial con respecto at
viene dada por,

Mt (θ, t) =
∑

j

(eθj − 1)fj

(

x
∂

∂x

)

M(θ, t). (18)

Para un caso bivariado conx = eθ e y = eφ la función generadora de
momentos está definida como:

M (θ, φ, t) =
∑

j,k

eθj+φkpjk (t) , (19)

cuya derivada parcial con respecto at es:

Mt (θ, φ, t) =
∑

j,k

(ejθ+kφ − 1)fjk

(

∂

∂θ
,
∂

∂φ

)

M(θ, φ, t). (20)

Una relación importante entre la función generadora de momentos y la fun-
ción generadora de probabilidad se tiene haciendox = eθ con lo que se puede
demostrar que:

M (θ, t) =
∑

j

xjpj (t) = P (x, t) . (21)
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Que es la función generadora de probabilidad, es decir, la función generadora
de momentos es igual a la función generadora de probabilidad conx = eθ.

Derivando con respecto aθ en (17) se tiene:

Mθ (θ, t) =
∑

j

jeθjpj (t)

de donde:
Mθ (0, t) =

∑

j

jpj (t) = E [X (t)] = µ (t) . (22)

Es decir que la primera derivada parcial deM con respecto aθ evaluada en
θ = 0 corresponde a la esperanza de la variable aleatoria. Derivando nuevamente
con respecto aθ, se tiene:

Mθθ (θ, t) =
∑

j

j2eθjpj (t) ,

de donde,
Mθθ (0, t) =

∑

j

j2pj (t) = m′
2 (t) .

Es decir que la segunda derivada parcial deM con respecto aθ evaluada en
θ = 0 menos la media centrada en cero corresponde a la varianza de la variable
aleatoriaX(t).

5.1.2 Función generadora de cumulantes

DadaX (t) una variable aleatoria, se define la función generadora de cumulantes
mediante la expresión:

K (θ, t) =
∑

x

θx

x!
kx (t) ,

dondekx (t) es elx−ésimo cumulante yk0 (t) ≡ 0. Puede probarse, como de
hecho se hace en [3], que

K (θ, t) = lnM (θ, t) . (23)

Para un caso bivariado, seanX (t) e Y (t) variables aleatorias. La función
generadora de cumulantes está definida como:

K (θ, ρ, t) =
∞
∑

x=0

θxρy

x!y!
kxy (t) (24)
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dondek00 (t) ≡ 0 y de manera equivalente puede probarse que

K (θ, ρ, t) = lnM (θ, ρ, t)

Su importancia radica en que,

k1(t) = E[X(t)], k2(t) = V [X(t)]

donde,E y V denotan los operadores de la esperanza matemática y de la va-
rianza, respectivamente, de la variable aleatoriaX(t). Para un caso bivariado se
tiene,

k10(t) = E[X(t)], k20(t) = V [X(t)],

k01(t) = E[Y (t)], k02(t) = V [Y (t)]

donde,E y V denotan los operadores de la esperanza matemática y de la va-
rianza, respectivamente, de las variables aleatoriasX(t) eY (t).

La función generadora de probabilidad y la función generadora de cumu-
lantes satisfacen la siguiente relación

K (θ, t) = lnP (x, t)

conx = eθ. Para comprobarlo basta tener en cuenta las expresiones (21) y (23).
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