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Resumen

En este trabajo se estudia la dinamica de infeccion por Vitdves de
los procesos estocasticos de nacimiento y muerte y losrsistee ecua-
ciones diferenciales que representan un sistema real. éB@aaso en
especifico, se describe un proceso estocastico que irteetardinamica
de infeccién del VIH al interior del organismo de una persenasus
etapas iniciales de infeccion (post exposicion o periodvatgana); es
decir, se considera que el momento mismo en que el virussagre el
organismo corresponde al tiempo inicial para el modelo, sréirde en-
tonces se tiene en cuenta el proceso de replicacion y lakemuas que el
virus genera cuando ataca las células T €Dlds cuales, son pieza fun-
damental en el sistema inmunolégico del paciente. El pmestcastico
permite deducir a partir de primeros principios, un modeisito para
la infeccidn por VIH, similar a los estudiados en la literatues decir,
un sistema basado en ecuaciones diferenciales ordin@iaariible es-
tocastica, donde las variables de estado correspondenravaisperados
(promedios) y en ese sentido se encuentran también eceadiifieren-
ciales para la varianza de esas variables de estado, lo gperpionara
informacion adicional sobre el sistema. Finalmente segptesel estudio
analitico local del modelo completo y un estudio numéricdagesolu-
ciones del sistema usando valores de los parametros obseshedfuentes
secundarias, con el fin de ilustrar los resultados anaditico

Palabras clave: procesos estocasticos; sistemas dinamicos; estabilidad Local;
VIH; SIDA.

Abstract

In this paper we study the dynamics of HIV infection throudie t
stochastic birth and death processes and ordinary diffafesquations
representing a real system. For this specific case, a stacpascess is
described to interpret the dynamics of HIV infection wittdnperson’s
organism in the initial stages of infection (post exposurevimmdow pe-
riod); that is to say, the initial time for the model corresge with the
very moment the virus enters the organism, and from then emptb-
cess of replication is taken into account and the incidetttatsthe virus
generates when it attacks the CDZ cells, which are integral parts of
the patient’s immune system. The stochastic process aklmesto de-
duce from first principles and create a basic model for HI\é@tibn. The
model is similar to those studied in the literature. It is ateyn based
on ordinary differential equations with stochastic stat€ke state varia-
bles correspond to expected values (averages). We alsoiffacedtial
equations for the variance of the stochastic state of thahlas, which
provides additional information about the system. Finallg present the
local analytical study of the complete model and a numestialy of the
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system solutions using values of the parameters. The vafuithe param-
eters were obtained from secondary sources and were udktstaie the
analytical results.

Keywords: stochastic processes; dynamical system; local stability; HIV; AIDS.

Mathematics Subject Classification:93C15, 92C50.

1 Introduccioén

La presencia del Virus de Inmunodeficiencia Humana (VIH) se manifasig-a
diados de los afios ochenta. Una especulacion sobre su origen censigte

éste posee una estrecha relacién genética con el Virus de Inmunaodidicie
Simia (VIS) portado por los chimpancés y que sufrid una mutacion genética
para llegar a los humands [12]18].

Las infecciones por parte del virus han ocurrido de una manera nagiga
nificativa, tanto que ONUSIDA presenta sus estadisticas sobre el Vil n
global, mostrando que aproximadamente 2 millones de personas contrajeron la
infeccidn y estimando asi que aproximadamente 36,9 millones vivian con la en-
fermedad en todo el mundo a finales del 2014; en las personas padddg8
millones utilizan tratamiento antirretroviral y 1,2 millones murieron a causa de
enfermedades relacionadas con el SIDA. La propagacion de laiibridta des-
cendido en un 3%; tomando como relacion los datos estadisticos entre el afio
2000 y el afio 2014, la mayor tasa de disminucion se ve en los nifios con un
porcentaje de 58, calculando asi que solo 220.000 nifios se infectaron con el
VIH en el afio 2014 en comparacién a los 520.000 del afio 2000. En el in-
forme del 2015 de la OMS se destacan grandes avances en la lucte eontr
VIH, mostrando claramente los beneficios del tratamiento antirretroviralsen la
personas infectadas, disminuyendo la mortalidad y haciendo asi quivese sa
mas de 7,8 millones de personas en relacion con el afio 2004, en el que mas fa
llecimientos a causa del virus fueron registrados [19]. ONUSIDA muestaa
comparacién entre el aflo 2000 y el afio 2015 donde se logran verrkas aif
nuevas infecciones por el VIH en adultos y nifios, personas muenzZapsas
relacionadas con la enfermedad, los nuevos usuarios de antirrdasyird pre-
supuesto en millones de délares invertidos [21].

El mayor reto a superar es la sintetizacién de una vacuna, como sucede en
otras enfermedades de tipo viral, pero éste proceso ha llevado a la ot
a encontrarse con multiples obstaculos, debido a que el virus afectteatais
linfatico y su principal objetivo son los linfocitos T vitales en el sistema in-
munoldgico. Al no existir un camino contundente para la sintetizacion de una
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vacuna, los modelos matematicos y de simulacién se constituyen en una guia
sobre el comportamiento clinico de un paciente en etapas iniciales, intermedias
0 avanzadas de infeccion, fundamentalmente orientados a estudiar la dinamic
de infeccion, las medidas de prevencién y el tratamientd [24, 14, 31213, 3

En particular, han sido multiples los modelos estocasticos que se han plan-
teado sobre el VIH y el SIDA, como por ejempla [4,[6] 7| 8, 9,11, 6,287,
29,[30/ 36], y muchos de ellos permiten estudiar el fenébmeno en etapakemicia
de la infeccién, toda vez que consideran la aleatoridad propia delsorate
infeccion.

En este trabajo se analizara la dindmica de infeccidn por VIH, a través de los
procesos estocasticos de nacimiento y mueite [3] y los sistemas de ecgacione
diferenciales([25] que representan un sistema real. Para éste caseeffieo,
se deducira y analizard un modelo estocastico que describe la dinamicadle inf
cion del VIH al interior del organismo de una persona en sus etapadésicia
infeccion (post exposicion o periodo de ventana); es decir, se @vasige el
momento mismo en que el virus ingresa en el organismo corresponde al tipo ini-
cial para el modelo, y a partir de entonces se tiene en cuenta el pracesualid
cacion y las incidencias que el virus genera cuando ataca las célulag™, CD
las cuales, son pieza fundamental en el sistema inmunoldgico del paciente.

Como resultado preponderante se espera deducir a partir de prinmiagis pr
pios, un modelo para la infeccion por VIH similar a los estudiados (aunque co
diferentes estrategias) enl[4, 5] 24,1416 17, 23, 31, 13, 32,r8Gthos otros,
pero donde sea explicito que las variables de estado correspondenes eglo
perados (promedios) y en ese sentido se espera encontrar tambiéioeesia
diferenciales para la varianza de esas variables de estado, lo quecwopra
informacion adicional sobre el sistema. Finalmente se hard el estudio analitico
local del modelo completo y un estudio numérico de las soluciones del sistema
usando valores de los parametros obtenidos de fuentes secundariekfic de
ilustrar los resultados analiticos.

2 Formulacion del modelo

De manera muy general, cuando el VIH ingresa al organismo, las céhglas p
sentadoras de antigenos son las encargadas de llevar el virus hagtaghas
linfaticos para presentarlo, en este lugar se encuentran grandeonesede
células (linfocitos) TOD4™. El virus tiene receptores especiales que le permite
ingresar a la célula huésped y replicarse en ella, luego estas céluldadatec
liberan nuevas particulas virales que infectan a otras célulasl [2,110, 13]

La infeccién por VIH comienza cuando el virus ingresa al organismo y se
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encuentra con las células dendriticas o los macréfagos que estan endassyuc
ellos son presentadores de antigenos y fagocitan el virus para llegsth lbs
ganglios donde se activan células especializadas en reconocerlpanicales
que son las células TD4™". Los linfocitos son los encargados de estimular la
respuesta inmune segun el tipo de infeccion; esta respuesta puedspsersta
humoralo respuestaelular. Las células TC D4 son células susceptibles al
virus, por tanto la activacion de la respuesta adecuada no funciona@mmo
rresponde, y entonces el virus no es controlado adecuadamentesigiema
inmunoldgico.

2.1 Probabilidades de transicion infinitesimal

Se propone un modelo estocastico que describe la infeccion por VIHa&@n un
poblacion de células T D4" de una persona expuesta al virus. La idea es de-
ducir el sistema de ecuaciones diferenciales con variables estocasaticasdo

uso de las funciones generadoras de probabilidad, de momentos y damig@su
Para la descripcion del proceso se definen las variables aleatoriasX (t)
como concentracion de célulasciD4™ no infectadas en un tiempo(células
susceptibles)y” = Y (¢) la concentracién de célulasdD4™" infectadas en un
tiempoty Z = Z(t) la carga viral infecciosa en un tiempo Adicionalmente

se consideran los parameti@sy, 6, 3, n 'y ¢ todos positivos para describir los
siguientes supuestos:

e 0. tasa constante de liberacion de célulaSh4™ en el organismo.

e 4 tasa de eliminacién natural de las célula§' D4 no infectadas.

B3: tasa constante de infeccién del virus (viremia). Dado que el modelo
parte de una persona susceptible (sana) que es expuesta al viems, se
tiende que el valor del parametfbresume una serie de caracteristicas
inmunoldgicas y del virus que determinan finalmente esta tasa constante
de infeccion([2] 15].

e §: tasa de muerte de las célulag’D4™" infectadas, en este caso se con-
sidera muerte por causas relacionadas con la infeccién; por ejemplo, la
acelerada replicacion viral que conduce a lisis celular [2, 15].

e 1. numero promedio de viriones producidos por una célula infectada.
e c: tasa de eliminacién natural del virus.
Las probabilidades de transicion infinitesinyal; representan el aumento

o disminucién en una unidad en las poblaciongé 6 I que hacen parte del
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modelo; es decir, un incremento [disminucion]jeimplica un incremento [dis-
minucion] en la concentracion de la variable aleatdfialel mismo se interpreta
la relacién déek con la variable aleatori& y del con la variable aleatorid. A
continuacion se describen cada uno de los eventos consideradds erodslo
y la probabilidad de transicion infinitesimal correspondiente:

e Aumento en la concentracién de célula€D4™ (j = +1): fipo = 0.
e Eliminacién natural de las células@D4™ (j = —1): f_100 = pX.

e Aumento en la concentracion de células infectadas, ocurrido cuando una
célula no infectada entra en contacto con una particula viral. En este pro-
ceso de contagio se asume que se cumple el principio de accién de masas,
el cual establece que la concentracion de células que se infectampes pro
cional al producto de las células sanas con las particulas virales irsfascio

(j:—lykzl) f—llOZBXZ-

e Eliminacion de las células infectadas por efecto del vikus={ —1):
fo—10 = Y.

e Aumento en la poblacién viral, esta relacionado con la carga yicple
es liberada por las células infectadas que mueren por efecto delivitus (
+1): f001 = U(SY

e Eliminacién natural de particulas viralds —1): foo_1 = cZ.

2.2 Sistema dinamico de variables estocasticas

El objetivo de esta seccidn es aprovechar las relaciones que setpresetre la
funcion generadora de probabilidadésde momentos\/ y de cumulanted<

(ver Anexo) para, a partir de ésta ultima, obtener un sistema de ecuadifees
renciales ordinarias cuyas variables de estado sean las esperataasticas
E[X], E[Y]y E[Z] y las varianzas respectivas, sistema que estara en condi-
ciones de aportar informacion sobre la dindmica de infeccién en el tiempo.

En vista que no se conocen de manera explicita las funciones gensradora
se puede acudir a la forma de la Ecuacion Diferencial Parcial para Edfun
Generadora de Probabilidad, descrita en el anexo y definida enrfBlipgro-
ceso bivariado, con el fin de extenderla a un proceso en tres vatiablelo que
se tiene,

» g o0 0
Pt(xayaz’t) = Z (:E]ykzl - 1)f]l€l (xaxayayazaz> P($,y,2,t). (l)
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Se tiene en cuenta que el operaém%%, ya%, z%) se usa cuando las varia-

bles aleatorias aparecen en las transiciof)gs por ejemplo para la transicion
f100 Se observa que sélo esta presente el pardmepor lo que el operador
derivada no se utiliza, en la transicigh oy aparece el pardmetro multi-
plicando a la variable aleatori¥ y por tanto se debe hacer uso del operador
derivada, con lo que se obtiene el termino ! — 1)3:%—1;.

Haciendo las respectivas sustituciones de los indicds y | correspon-
dientes a cada probabilidad de transicion infinitesimalén (1), y omitiendo por
simplicidad la dependencia explicita fede las variables, y y z, se obtiene de

forma explicita:

Pi=o(x—1)P+pu(z' —1) <x88x> P+ Bz ly—1) <x86x’ zi) P

+o(y~t 1) <y§y) P4 nd(z —1) <y§y> P4zt —1) <Z§Z) P.

Con lo que se puede llegar allguacion Diferencial Parcial para la Funcion
Generadora de Probabilidad

Po= ox—1)P+p(l—x)Ppr+ B2y —2)Pr.+0(1 —y)Py

+n0y(z — 1)Py + ¢(1 — 2) P, (2)

donde se ha adoptado la notacion de subindice para denotar las aeipaael
ciales; es decirP’, denota la derivada parcial derespecto a. Una importante
relacién es que la Funcién Generadora de Momentos es igual a la Furgion G
neradora de Probabilidad con las sustituciones: e?,y = e? y z = e (ver
Anexo), por lo tanto se puede obtenerHauacion Diferencial Parcial para la
Funcion Generadora de Momentos

My= o(e® —1)M + p(e™? — 1)Mp + Be%(e? — €)My, (3)
+6(e=? — 1)My + nd(e? — 1) My + c(e™” — 1) M,

En [3] se prueba que la Funcion Generadora de Cumulantes y la de Mo-
mentos estan relacionadas mediante la expreki6s- In M, con lo que es
posible obtener l&cuacion Diferencial Parcial para la Funcion Generadora de
Cumulantes:

K= o — 1)+ ule™? — 1)Ky + Be 9 (e? — e)(K,Kp + Kp,)

+5(e=0 = 1)Ky + (P — 1)Ky + cle= — 1)K, ()

Por definicién, la Funcion Generadora de Cumulantes esta dada paela ser

0x¢ypz
xlylz!

K(97¢7 pat) = Z kmyz(t)7 (5)
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dondek denota los cumulantes correspondientes, y no debe confundirse con el
subindicek utilizado en la seccion 2 para describir las probabilidades de tran-
sicién infinitesimal. Al hacer la expansion de la serie daddlen (5), se oliene
expresion,

92 ¢2 p2
K = 0k100 + ¢ko10 + poor + 57@00 + ?kmo + ?kom 4+ (6)

Como no se conoce explicitamente la funciénse debe acudir ala ecuacion
@), para lo cual se derival(6) parcialmente con respettolateniéndose:

. . . 62 . &2 - p2 .
K; = 0k100 + ¢ko1o + pkoo1 + ?/@00 + 77%’020 + ?kom +--- (7)

donde el primer término se obtiene al reemplazarpor uno, y ay y a z por
cero, el segundo termino se halla al reemplazpor cero,y por 1 yz por cero
y asi sucesivamente se obtienen los demas términos.

De este modo, debe ocurrir que los lados derechds de [4) y (7) sedesigu
Para hacer una igualacion de ambas expresiones, considere lasiexparen
series de Taylor de las funciones exponenciafes 1 + 6 + % +.,e? =
14+o+ %2 +-ye? =1+p+ % +--- ytenga en cuenta las derivadas parciales
Ky, K4y K, que se obtienen del(6), tras sustituirlas[én (4) se obtiene,

ol + %U — Opkioo — 0% pkaoo + %ukloo + %Mk‘zoo
®Bk1ookoor + 00 Bkoo1k200 + pBkoo2ki00 + OPpBkoozkaoo
%25k1007€001 + 9%257%01/@00 + %2P5/€002k100 + 9%2P5k002/€200
6Bk100koor — 62Bkoorkz00 — 0 Bkoozkio0 — 62 pBkovzkano
—  0¢Bkiookoor — 02 dBkoo1 k00 — OdpBkoozkioo + 62 dpBkovzkano
9%25/€100k001 - @5/%0179200 — H%QPBkoozkloo
92%205790021{3200 + %Bkomk‘loo + %ﬁk‘omkzoo + %Pﬁkoozkmo
%Pﬁkomkmo + %¢5k001 K100 + %¢5/€001 k200 + %Gﬁpﬁkomkloo
§¢Pﬁk002kzoo + %ﬁ%oolkloo + %519001%200
%Pﬁk‘oozkloo + %Pﬁkowkzoo — ¢dko1o + %2516'010
pnokoio + %27757?010 — $*Skoo + %351%20 + ¢pndkozo
%2775/?020 — pckoor — p*ckooz + %2076001 + %Ckom-

K

+ 4 + 1

+ + 4+ + +

Rev.Mate.Teor.ApliqISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 24(2): 2813, July 2017



MODELO ESTOCASTICO PARA LA INFECCION CON VIH.. 295

-7 . . . . 2 2
Entre la expresion anterior l(7) se igualan los coeficientes dep, 0°, ¢
y p? lo que permite obtener el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en
términos de cumulantes:

dk
“a2t = o — Bkiookoor — pkioo

dkd% = Bkiookoo1 — dko1o
koot — pékoio — choos

d%too = 0 — 2pkaoo + Bkiookoo1 — 28koo1 k200
koz0 — 28k100koo1 + Skoro — 20ko20

2002 = kg0 — 2ckooz + ckoor

(8)

Teniendo en cuenta qugg = F[X] es la esperanza dg, ko9 = E[Y]
es la esperanza dé, koy; = E[Z] es la esperanza dg, koo = V[X] es la
varianza deX, kgoo = V[Y] es la varianza d¥, kop2 = V[Z] es la varianza de
Z, el sistema se puede expresar equivalentemente como:

PIX] — o — BE[X|E|Z] — nE[X]

1Y — BE[X]E[Z] — 6EY]

B2 _ pSE[Y] - cE[Z]

WIXl — 5 — 2uV[X] + BE[X|E[Z] - 2BE[X|V[X] ®)

dVdESY] = 2BE[X]|E[Z] + 6E[Y] — 26V Y]

WL — 1§EY] — 26V ([Z] 4 cE[X]
gue corresponde al sistema de ecuaciones diferenciales ordinariasr@bles
estocasticas que se pretendia deducir. El sisteima (9) se consideraadajgto
condiciones iniciale® [ X](0) = E[X]o, E[Y](0) = E[Y]o, E[Z](0) = E[Z]o,
VIX](0) = VX0, VIY](0) = V[Y]p, VIZ](0) = V[Z]s.

Nétese que el procedimiento descrito permite hacer una derivacion de pri-
meros principios de los modelos de infeccion por VIH como los descritos en
[4,5,[16,[17] 28] y muchos otros, con la diferencia que en nuestrolmdde
variables de estado corresponden a valores esperados y no adestigsas o
proporciones; razon por la cual, la informacion que brinda la variaazsada
una de estas variables de estado es relevante, en la medida que & psodes
varianzas finitas. En efecto, es de destacar que el modelo obtenidmealke,
en el sentido que ninguna variable se hace negativa ni crece indefamti, lo
cual se muestra en el siguiente resultado.
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Teorema 2.1 El sistemal(P) esta definido en la region positivamente invariante
de R Q = {0<EX]+E[Y]<Z0<E[Z]<M,0<V[X]<
My, 0 < V[Y] < M3, 0 < V[Z] < My}, donde se tieneM; = 92

ec’
My =g (14 2510), My = £ (2222 41) y Ma = 57 (05 + ).

e2c ec 2ce

Demostracion. Se inicia la prueba mostrando que en cada hiperplano acotando
el ortante no negativo di%, el campo de vectores definido pbf (9) apunta hacia
el interior deRS. A partir de las ecuaciones €1 (9), se encuentra precisamente
que,

dE[X] _ . dE[Y] _ S

i }qu_o o>0; zo J BEX|E[Z] >0
dE[Z] — >0 - dV[X] _ S

dt ‘E[Z]—o nOE[Y]20; dt ‘V[X]:O o+ BE[X]|E[Z] >0
dv]Y] _ >0. WV _ -

Z AV 2BE[X|E[Z] > 05 =5 vzl nSE[Y] + cE[X] > 0.

g

Por otro lado, se sigue de la primera ecuaciérl e (9) q#Xi(0) < o
entoncedy [ X|(t) < % para toda > 0. Por otro lado, a partir de las dos primeras
ecuaciones déJ(9) se tiene,

dB(X] | dE[Y]

dt o S0~ pEX] - 0E[Y] < o — e(E[X] + E[Y])

dondee = min{yu,d}, y por lo tantoE[X] + E[Y] < Z, en particular se tiene
queE[X] < 2yqueE[Y] < 2. Apartir de la tercera ecuacion dé (9) se observa
que
dE[Z]
dt
y por lo tantoE[Z] < %5 Hasta ahora se ha mostrado que las variables de

estado estan acotadas superiormente. Para probar que las varanfingas,
basta observar que:

_ WSE[Y] - cE[Z] < né% — cE[Z]

dvIX] o — 2uV[X] + BE[X|E[Z] — 2BE[X|V[X]
o + BE[X|E[Z] — 2uV[X]
o+ BLI 2, V[X]

€ €C

IAIA I

y por lo tantoV[X] < Z(1 + £51%). Del mismo modo se deduce qugY’] <

e2c

L
£ (22 41) yquev[z] < L (no+0). m

2e €c
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La prueba anterior esta basada en procedimientos usuales en este tipo de
sistemas; en particular, para el contexto de sistemas de ecuacionescitilese
ordinarias que modelan la infeccién por VIH, se recomienda al lectorarevis
[23,[34].

3 Analisis del sistema de ecuaciones

3.1 Numero basico de reproduccién

El nimero basico de reproduccion, denotéjocorresponde al nimero de célu-
las secundarias que son infectadas en una poblacion susceptibleapm¥ula
infectada por cierta carga viral inicial. Para determindkgse utiliza el método
descrito en[[26] que establece quefkl es el radio espectral de aatriz de la
siguiente generacidmefina los vectoreg y b de las ecuaciones correspondien-
tes a poblaciones responsables de la infeccion; esto es,

p= (PENEEY (0P

Luego, calcule las matrices dex 2 correspondientes a las matrices Ja-
cobianas def y b respecto de las variablés[Y| y E[Z]; asi, F' = Dfy
B = Db, las cuales deben ser evaluadas en el punto de equilibrio tRyial

<m0,0,0), dondeE|[X], representa el valor esperado de célulasm4*
susceptibles en ausencia de infeccion (debe tenerse en cuentafgjusebb-
tuvo al desacoplar las primeras tres ecuaciones del sisi¢ma (9)). Deaskie
las matriced” y B son,

0 BE[X] -5 0
F = 0 B= .
<O 0 > ’ (775 —c
La matriz de la siguiente generacion esta definidafo= —FB~!, por lo
tanto es necesario calcular la matriz inversaBdgada por:

1

4 5 0

B = o _1

C C

Para obtener,
Bn B
Mo (CE[X]O CE[XJO>,

0 0
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cuyos valores propios son; = %’7 y A2 = 0, por lo tanto, se define entonces,

Ro = PV BX],, (10)

donde,s es la tasa constante de infeccion del vidigX |, es el valor esperado
de células TC D4 sanas en ausencia de infeccion gs la concentracion de
particulas virales producidas durante el periodo infeccﬂcosim una particula
viral.

3.2 Puntos de equilibrio y estabilidad local

Para obtener los puntos de equilibrio del sistdma (9), se debe igualar eader
una de las ecuaciones que lo componen y resolver el sistema algebgaiko re

tante, con lo que se obtiene el punto de equilibrio trivAial= (%, 0,0, i, 0, 0)
y el punto de equilibrio no trivial

donde,
EX], = £, EY], =45 Ro—1), E[Z,=4%Ro—1)
VIX], = o (Ro— 3), VIV], = 345 (Ro—1), V[Z], =4 (Ro+1)

donde,Ry = %‘r. Desde el punto de vista inmunolégicB; representa los

niveles esperados de la poblacion de células en ausencia de infeaipnnto

de equilibrioP; representa el estado del sistema en presencia de la infeccion.
Debido a que el sistema de variables estocastidas (9) es no lineal, se hace

necesario linealizar el sistema, para poder realizar el andlisis de esthlutidh

La Matriz Jacobianalel sistemal(9) es:

—u—pE[Z] 0 —BE[X] 0 0 0
BE[Z] -0 BE[X] 0 0 0
J 0 no —c 0 0 0
BE[Z] 0 PBE[X]-28V[X] —2BE[Z]-21 0 0
28E[Z] & 2BE[X] 0 25 0

0 nd c 0 0 -2
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3.2.1 Andlisis de estabilidad del punto de equilibrio trivial

Teorema 3.1 El punto de equilibrio libre de infeccioR, del sistemd(9) es local
y asintGticamente estable siy solalgj < 1.

Demostracion. Evaluando la matriz/ en el punto de equilibrio triviaP;, se
tiene

—p 0 =2 0 0 0
a
0 -3 BZ 0 0 0
0 né —c 0 0 0
Jp, =

0O 0 0 -2u 0 0
0 4 282 0 -25 0
0 né c 0 0 -2

La respectiva ecuacion caracteristica es:

A+ 1) A +20) (A + 26) (A + 2¢) (A + A(pe + pd) + dpc(l — Ry)) =0,

(11)
de donde cuatro valores propios son reales negathos: —u, Ao = —2u, A3 =
—25 y Ay = —2cy del polinomio de grado 2 es posible hallar los dos valores

propios restantes cuyo analisis se realiza a continuacion:

Se tiene el polinomig(\) = uA? + p(c+ )X\ + duc(l — Ry). Para utilizar
el criterio de Routh Hurwitz para = 2 se debe cumplir que; > 0y as > 0,
dondea; = u(c—+ &) expresion positiva debido a la naturaleza de los parametros
y az = duc(l — Ryp), cantidad positiva siempre qug < 1. Lo anterior permite
afirmar que los dos valores propios tienen parte real negativa. Asinskige
gue el punto de equilibrio triviaP; del sistemal(]9) es local y asintéticamente
establesiysolosky < 1. m

3.2.2 Andlisis de estabilidad del punto de equilibrio no trivial

Teorema 3.2Si Ry > 1y los coeficientes de la ecuacion caracteristica (12)
cumplen con la condicién de Hurwiz > N, donde

S = (nb(c+ p+8) + pe(Ro — 1)) (e (Ro — 1) + dpn(c + 6) + pde(Ry — 1))
N = pc*5(Ro — 1).

El punto de equilibriaP, del sistemal(9) es local y asintéticamente estable.
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Demostracién. Evaluando la matrizZ en el punto de equilibrio no triviaP, se
obtiene,

_ pe(Ro—1)

c
pe(Ro—1) _ c
iy 5 : 0 0 0
0 no —c 0 0 0
JP2 o pe(Ro—1) c uc? 2uc(Ro—1)
pelfiel) 0 L4 G (Ro—1) — 2Bl 9y 0 0
2uc(Ro—1) 2 .
elfpl) . 0 26 0
0 no c 0 0 —2¢

La respectiva ecuacion caracteristica es:

(A4 28) (A + 2¢)(And + 2(uc(Ro — 1) + pund)) [N3nd + Nnd(c + p+ 6)
+pc(Ro — 1)] + Auc?(Ro — 1) + dun(c + 6) + pde(Ry — 1)]
+uc?6(Ro —1)] = 0.
(12)
De la ecuacion(12) y provist®, > 1, se obtienen de manera directa tres

&
valores propios negativosy; = —25, s = —2cy A3 = —M. El

polinomio de grado tres presente en la ecuacion caracteristica, oblighzarana
la estabilidad del punto de equilibrio por medio d&fterio de Routh-Hurwitz
gue establece que para que las tres raices tengan parte real negjfagvadm-
plirse las desigualdades:

ar >0, a3>0, ajas > as
donde,

ar = nd(c+p+06)+ pc(Ry—1)
ay = pc®(Ro— 1)+ dun(c+08) + pdc(Ry — 1)
ag = pc?6(Ro—1).

Asi,a; > 0y ag > 0yaqueRy > 1. Por lo tanto, para que el punto
de equilibrio no trivial sea local y asintéticamente estable, los valores de los
parametros deben satisfacer la desigualdad > a3, que en términos de los
parametros del modelo es:

(nd(c + p+6) + pe(Ro — 1)) (uc*(Ro — 1) + dun(c + 8) + pde(Ro — 1)) >
uc?6(Ro — 1).
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Par.| Descripcion Valor Ref.

o | Tasa de creacion de célulag"D4+t 10mmid—! [5,122]

B | Tasa de infeccion del virus 2.5e°mmd~!  [22]

i | Tasa de eliminacién de célulasa@D4* no 1e 2 d! 5]
infectadas.

) Tasa de eliminacion de células(@D4* in-  0.26 d! [5,122]
fectadas

n NUmero de viriones producidos por ung00 5]
célula infectada

c Tasa de eliminacién natural del virus 2.4d! [22]

Tabla 1: Valores considerados para los parametros y las variablestEmal(P) usados
para las simulaciones.

3.3 Simulaciones

Las simulaciones del modelo se hacen para ilustrar los resultados anakteos d
critos y utilizando valores de los parametros obtenidos de fuentes seasnda
como se describe en la Talilh 1; adicionalmente, se informa que fue utilizado
el paquete de simulacion Matlab 2016a y las subrutinas que proporciasa. L
Figuras 1y 2 que se muestran a continuacion, se componen de seissgyaéica
describen el comportamiento del sistema (9). En las tres graficas sepeséor
muestran las soluciones numéricas correspondientes a las espescads dna
de las variables aleatorias que componen el sistema: valor esperadidate g
infectadas[ X, valor esperado de células infectad#gld’] y valor esperado de
la carga viralE[Z], representadas por la curva negra solida, las otras dos curvas
discontinuas (arayas), corresponden a ese valor esperado ntesuiaion es-
tandar; es decir, en el cuadro superior izquierdo, las lineas a rayaspgonden
alacurvadeZ[X] + o[ X] dondes[X] = /V[X], respectivamente, se encuen-
tra la misma informacion en la gréafica superior central g&{id] y en la superior
derecha pard&[Z]. Para mayor claridad, las tres graficas inferiores muestra la
curva correspondiente a las desviaciones estandar que se han sastado de
cada una de las variables de estado, y se representan con la linea gfitida ne
Las figuras que se van a presentar se obtuvieron al variar los pavaretr
(Figuras 1y 2) yn (Figura 3) del sistemd9), los cuales son parametros que
estan directamente relacionados con el nivel de viremia y cuyo valofapodr
afectarse aplicando algun esquema de control basado en terapiabmtosiio
tanto, comprender como influyen en la dinamica puede ser de utilidad en grabajo
posteriores.
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Figura 1: Comportamiento de las variables del sistea (9) pata2.5 x 105, con
los valores de la Tabld 1 se obtieRg = 5.2083 > 1.

En la FigurdL, cor = 2.5 x 10~ se simula por un periodo de 300 dias,
tiempo suficiente para ilustrar el transitorio del sistema. En las graficas-supe
ores se observa que aproximadamente 200 dias son suficientes patasigue
tema alcance valores cercanos al equilibrio, después de transitar @itw pico
de viremia entre los 50 y 100 dias. Puede notarse también en las graficas infe
ores que, a pesar de que las desviaciones estandar presentatonss|agstas
oscilaciones se corresponden con las que presentan las espsrdaagdsén
a los 200 dias, aproximadamente, empiezan a estabilizarse, lo que indica que
la descripcién que las esperanzas hacen del comportamiento de lasqusac
celulares es confiable.

La Figurall permite concluir que el valor esperado de células se ereuentr
en valores muy bajos los primeros dias después de la exposicion al virese y
a que luego ocurre un ascenso, ho es significativo como para queiehiea
se recupere; en efecto, la concentracion final de células sanas lemn@00
cel/mn?, nivel que implicaria que el paciente deberia iniciar terapia antiviral.

Teniendo en cuenta el Teoremal3.2 y dtye= 5.2083 > 1, S = 1293.7146
y N = 0.0628 entonces el equilibrid, es local y asintéticamente estable para
estos valores de los pardmetros.
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Figura 2: Comportamiento de las variables del sistefa (9) paral.5 x 1075, y los
demas valores mostrados en la Tabla 1, se obfigne 0.3125 < 1.

Para la Figur&l2 el valor del parameffcse establecio eh.5 x 10~%; una
reduccion significativa de este parametro podria obtenerse como resigial
aplicacion de terapia antiviral. La simulacién se hace por un periodo daia®0
tiempo suficiente para ilustrar el transitorio del sistema. En la grafica superio
izquierda, el valor esperado de células libres de infeccion no desciemao en
el escenario anterior, por el contrario, se mantiene en el valor iniciahtkiel
periodo simulado. La gréafica superior central de la misma Figura muestra que
el valor esperado de la poblacion de célulaS W4+ infectadas se mantiene en
valores muy cercanos a cero durante todo el periodo infeccioso, nsigpiezel
valor esperado de la carga viral presenta una concentracién proméxiimo de
10 copias/ml iniciando el periodo infeccioso (la condicion inicial), peragméa
un descenso rapido que termina en un valor cercano a cero.

Se observa que las desviaciones estandar, mostradas en las gridicasm
de la FigurdR, se estabilizan en valores aproximados a 20 cé)/@nwel/mn? y
22 copias/ml, respectivamente para las células T CB4sceptibles, infectadas
y la carga viral. Lo que indica que el valor esperado de estas poblaciene
encuentra en rangos muy pequefios de variacion.

De la Figura®, se puede deducir que una persona expuesta al eiroson
la condicion inmunolégica que describen los parametros usados en este@as
adquiere la infeccion como consecuencia de la exposicion; en efectdoets-
perado de células libres de infeccion se mantiene en el valor inicial a lodatgo
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periodo de simulacion; del mismo modo, que el valor esperado de la poblacién
de células infectadas y de la carga viral se encuentran en valorasag®ccero
durante el transcurso del periodo infeccioso. Este resultado ssporde con

lo obtenido analiticamente, en efecto, teniendo en cuent&gue0.3125 < 1,

se concluye queP; es local y asintéticamente estable, como se afirmé en el
Teoremd 3I1. En este caso, las primeras tres coordenadas del pumjoi-de e
librio trivial son E[X] = 1000, E[Y] = 0, E[Z] = 0, que indica ausencia de
infeccion.

En la Figura B se varia el parametrajue corresponde a la produccion viral;
es decir, se ilustra el impacto que tiene el nimero promedio de virionesgprodu
dos por célula infectada en la dinamica de infeccién. Se han considesado lo
valoresn = (300, 350, 800, 1200) y con3 = 7.5 x 1079, con los que se ob-
tiene Ry = (0.9375, 1.0938, 2.5000, 3.7500) respectivamente; el tipo de linea
usada es: sélida, punteada, a rayas y raya-punto, respectiva@bstrve que
paran = 300 el valor deR, (obtenido a partir de la expresidn {10)) es menor que
1y por lo tanto la infeccion no se establece en el individuo expuesto, cemo s
deduce del Teorema 3.1; esta situacion se ilustra con la curva solida enra Fig
[3. Para los demas valores glse obtienen escenarios con infeccion. Se observa
que a medida que aumenta el valorges decir, aumenta la produccion viral,
entonces (i) el sistema alcanza valores de equilibrio cada vez mas psgaeéo
el promedio de células no infectadas, y mas elevados de células infegtadas
carga viral, y (ii) el transitorio del sistema transcurre mas rapido, lo que implic
que para valores méas grandesidel sistema alcanza el equilibrio méas rapida-
mente. En la Figurl]3 no se ilustran las desviaciones estandar para facilitar la
interpretacion de las graficas, pero su comportamiento es analogoertacs
en las Figuras 1y 2. Finalmente, esta simulacion se ha hecho por un periodo
de 600 dias, que abarca de manera satisfactoria el transitorio de lentdifer
escenarios.

Es posible deducir que la reduccion del parametdebe ser considerada
como un objetivo a alcanzar si se pretende formular algiin esquema tiel con
mediante terapia antiviral, como efectivamente hacen los inhibidores de pro-
teasa, pero ese tipo de cuestiones se proponen para trabajos futuros.

4 Conclusiones y resultados

El modelo estocastico para la infeccién por VIH que se ha presentathit@e
describir la fase inicial de la infeccion, que podriamos llamar fase de post in
feccién o periodo de ventana (previo al diagnéstico) y brinda la infadnac
correspondiente a la esperanza, varianza y desviacion estandatadeaciable
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Figura 3: Comportamiento de las variables del sistema estocadiicpdtan =
(100, 300, 500, 700, 900, 1100), Ry = 3.9063 > 1.

aleatoria, lo que establece en qué rango varia el conteo de célulasnidgaa
virales durante el periodo de simulacién.

Al reducirse el valor del parametfbes posible encontrar situaciones en que
Ry < 1, 1o que segun el Teorerha B.1 permite obtener un escenario libre de infec-
cion, en el cual el paciente presente una mejor respuesta inmune, teo den
células TC D4 ™ alto y por tanto reducir las posibilidades de presentar sintomas
de enfermedad (por lo menos tedricamente); esto hecho sirve de argyraento
los modelos que tienen en cuenta problemas de control basados en tarapia a
tiviral de la infeccién por medio de Inhibidores de Transcriptasa lavgTs).

Del mismo modo, los inhibidores de proteasa son formulados, principal-
mente, para reducir la produccion de particulas virales por parte delldassce
infectadas, por esta razén reflejan una reduccién en el valgrldecual, segun
este estudio, permitiria alcanzar escenarios libres de infeccion, queréctiaa
corresponderian a niveles no detectables del virus.

Nétese que, si bien, el modelo esta concebido para ilustrar la dinamica de in-
feccién por VIH en etapas iniciales, los resultados que se ilustran en leHigu
muestran un paciente infectado que podria ser diagnosticado con Siibélda
niveles celulares (un valor esperado de 200 ceffmaminfectadas en equilibrio,
aproximadamente), lo que lleva a considerar la importancia que tiene involucra
en este tipo de estudios la respuesta inmune (citotoxica y humoral) que el or-
ganismo despliega de manera natural para enfrentar la infeccion, situwpmé
ha sido parcialmente abordada por los autores en trabajos como [28],3Hsil
como el diagnéstico de las personas infectadas como un mecanismo importante
en el control de la enfermeded [14) 33].

Es necesario recordar al lector que este tipo de modelos no consideriaasmu
variables y factores importantes de la dinamica a fin de que el modelo sémsenc
y tratable analiticamente. Por lo tanto, su uso para predecir el comportamiento
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de pacientes reales, debe ser muy racional y siempre acompafiaderdglibio
de un médico tratante. Sin embargo, el uso de parametros reales, deleria p
brindar informacion valiosa sobre el comportamiento de la infeccién enstapa
iniciales.

En este sentido, Adamst. al. en [1] establecen ques precisamente en
tal ambiente que se deben llevar a cabo sofisticados esfuerzos de nudleliza
cuantitativa. El desarrollo de ideas matematicas, estadisticas y computacionale
avanzadas para este esfuerzo ofrece areas fértiles, aunqfierdesade inves-
tigacion cientifica para el futuro previsible y debe ser visto como una fukente
grandes oportunidades intelectualdd igual que ellos, los autores comparti-
mos la esperanza de que este tipo de trabajos ayude a estimular y promover tal
desarrollo con entusiasmo.

5 Anexo: Funciones generadoras

La teoria que se presenta aqui de manera concisa, puede ser amplgjd®en
manera general, un proceso estocastico es una coleccion de variehtesas,
cada una de las cuales se define en el mismo espacio de probabilidad y toma va
lores en el mismo codominib (frecuentemente los reales). Un caso importante
son los procesos discretos

fi Q= D,

dondei toma valores sobre un conjunto discrétoEn un proceso estocastico
continuo el conjuntd es continuo, usualmente dado por espacio o tiempo, con
lo que se obtiene un conjunto infinito de variables aleatorias.

Una funcioén generadora es una serie de potencias que no siempeegeonv
y cuyos coeficientes se encuentran indexados por los nimeros ratlatas
se expresan frecuentemente como funciones formales con un argumgueo
indica que toma valores especificos y que no necesariamente conmgrgesa
todos los valores de. Suponga una sucesion de nimeros reales:

{ai}?io = {ao, ai,az, .. }

Introduciendo la variable podemaos definir la funcion,
e .
G(z)=ao+az+agr? + - = Zai‘rz'
=0

Si la serie converge en algun intervaley < = < xo, la funcionG (z) es la
funcién generadora diu; };° .. Una funcién generadora puede ser generalizada
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a sucesiones con mudltiples indices, por ejemplo, la funcién generadora de la
secuencia{aij}f‘;zo (dondei, j € Z) esta dada por:

G(z,y) = Z aijx'y’.

,7=0

5.1 Funcién generadora de probabilidad

Un caso de particular interés en las funciones generadoras es daangson
probabilidades, en este caso se introducen las restricciones:

1=0

La correspondiente funciof (z) es una funcion generadora de probabili-
dades. Seax (¢) la distribucion de probabilidad de la variable aleatoxiat)
gue toma valores con probabilidadeg,. Se tiene la funcién generadora de
probabilidadP (x, t), definida en([B] como:

P(x,t) = a"py(t). (13)
n=0

La expresién anterior permite generar la probabilidad de la variable aseator
X enuntiempd. Altener en cuenta el incremento de dicha variable en el tiempo
t + At, representado pakz(t), la derivada parcial con respecto al tiempo de la
ecuacion[(IB) (ver [3]) esta dada por la expresion,

P = Y0 =108 (250 ) Plawt) (14)
Jj#0

dondef; se denominan las transiciones aleatorigsababilidades de transicion
infinitesimal éstas son, en la mayoria de los casos, lineales en los operadores
diferenciales yj con frecuencia toma los valorasl 6 —1. Una deduccién de-
tallada de la expresion anterior, asi como de su similar para la funcioregenar
de momentos, puede ser encontrada por el lectar en [3] capitulo 7.

Para un caso bivariado con variables aleatoXag) e Y (¢), que toman
valoresm y n, y con probabilidades conjuntas,,, la funcién generadora de
probabilidad esta definida como:

P (z,y,t) = Z Y P (t) (15)
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cuya derivada parcial con respectotama la forma:

, 0 0
B@%®=§]ﬂf—ﬂm<%hw@>ﬂﬁyﬂ (16)
7,k

dondej y k£ no son ambas cero simultaneamente.

5.1.1 Funcién generadora de momentos
DadaX (t) una variable aleatoria, se define la funcion generadora de momentos
mediante la expresion:

M@,t)=E [e”“t)} .

Si X (t) es una variable aleatoria discreta y toma valgresn probabili-
dadeg;, se tiene:

M (6,t) = i ip;(t). (17)
j=0

Como se demuestra €n [3], para= ¢’, la derivada parcial con respecto a
viene dada por,

M 0.0 = (e - 1, (a5 ) Mi6.0) (18)

J

Para un caso bivariado can = ¢/ e y = €? la funcion generadora de
momentos esta definida como:

M (0, 6,t) =Y e Hpi (1), (19)
g,k

cuya derivada parcial con respectoes:

0 0

M, t) = kS _ V) fip | =, = | M . 2
t(97 d)a ) ]Zk(e )fjk 90’ a¢ (07¢’t) ( O)
Una relacion importante entre la funcion generadora de momentos y la fun-
cién generadora de probabilidad se tiene haciendo e’ con lo que se puede

demostrar que:
M (0,t) =Y aip; (t) =P (x,1). (21)
J
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Que es la funcion generadora de probabilidad, es decir, la funci@nagora
de momentos es igual a la funciéon generadora de probabilidad: cene?.
Derivando con respectoteen [17) se tiene:

0= g, (1)

de donde:

t) = ijj () = E[X (8)] = p(t). (22)

Es decir que la primera derivada parcialdecon respecto & evaluada en
# = 0 corresponde a la esperanza de la variable aleatoria. Derivandameseie
con respecto 4, se tiene:

Mg (0,1) Z]zeejp

de donde,
My (0,1) Z] p; (t) =mb(t).

Es decir que la segunda derlvada parcialldeon respecto 4 evaluada en
# = 0 menos la media centrada en cero corresponde a la varianza de la variable
aleatoriaX ().

5.1.2 Funcién generadora de cumulantes

DadaX (t) una variable aleatoria, se define la funcion generadora de cumulantes
mediante la expresion:

K(th) = Z%kx (t))

T

dondek, (t) es elz—ésimo cumulante ¥, (t) = 0. Puede probarse, como de
hecho se hace enl[3], que

K(0,t)=InM (6,t). (23)

Para un caso bivariado, sean(t) e Y (¢) variables aleatorias. La funcion
generadora de cumulantes esta definida como:

o0

K (0.p,t Z (24)
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dondekq (t) = 0 y de manera equivalente puede probarse que
K (0,p,t) =InM (0, p,t)
Su importancia radica en que,
ki(t) = E[X(@)],  ka(t) = VIX(2)]

donde,FE y V denotan los operadores de la esperanza matematica y de la va-
rianza, respectivamente, de la variable aleat&rfa). Para un caso bivariado se
tiene,

kio(t) = E[X(t)], k2o(t) = V[X ()],
koi(t) = E[Y(t)], ko2(t) = VIY ()]

donde,E y V denotan los operadores de la esperanza matemética y de la va-
rianza, respectivamente, de las variables aleatofigs e Y (¢).

La funcién generadora de probabilidad y la funcién generadora ahei-cu
lantes satisfacen la siguiente relacion

K (0,t) =InP (z,t)

conz = . Para comprobarlo basta tener en cuenta las expresiofes [21) y (23).
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