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262 H.D. TORO — C.A. TRUJILLO

Resumen

Se propone un modelo en ecuaciones diferenciales ordinarias para des-
cribir la dindmica de infeccién por VIH en una poblacién de células T CD4
susceptibles a la infeccién y considerando una tasa de infeccién no lineal
densodependiente. Se analiza la estabilidad del modelo con base en el
nimero basico de reproduccién, lo que permite determinar resultados de
estabilidad y un umbral de control mediante la reduccion de la tasa ma-
xima de infeccion. Luego se formula un problema de control éptimo para
establecer funciones 6ptimas de tratamiento mediante inhibidores de trans-
criptasa inversa e inhibidores de proteasa, que minimicen la carga viral y
los costos directos y/o indirectos de la administracién del tratamiento. Se
estudian los casos en que la efectividad del tratamiento es nula y plena, y
para el caso de efectividad imperfecta del tratamiento se acude al Princi-
pio del Mdximo de Pontryagin. Se presentan simulaciones numéricas del
modelo sin tratamiento y de los diferentes escenarios con tratamiento.

Palabras clave: sistemas dindmicos; estabilidad; control 6ptimo; principio del
maximo de Pontryagin; VIH; terapia antirretroviral.

Abstract

We propose a model on ordinary differential equations to describe the
dynamics of HIV infection in a population of CD4 T cells susceptible to
infection and considering a nonlinear infection rate depending on viral
density. The stability of the model is analyzed based on the basic reproduc-
tion number, which allows us to determine stability results and a control
threshold by reducing the rate of maximum infection. An optimal control
problem is then formulated to establish optimal treatment functions by re-
verse transcriptase inhibitors and protease inhibitors that minimize viral
load and direct and/or indirect costs of treatment administration. We study
the cases in which the effectiveness of the treatment is null and full, and for
the case of imperfect effectiveness of the treatment, we refer to the Maxi-
mum Principle of Pontryagin. Numerical simulations of the model without
treatment and of the different scenarios with treatment are presented.

Keywords: dynamic system; stability; optimal control; Pontryagin maximum
principle; HIV; antirretroviral therapy.

Mathematics Subject Classification: 93C15, 49J15, 92B05, 92C50.
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1 Introduccion

El VIH es reconocido como el agente etioldgico o causal del Sindrome de In-
munodeficiencia Adquirida (SIDA); es un virus ARN que pertenece a la familia
de los retrovirus del género lentivirus, los cuales tienen largos periodos de in-
cubacién. El VIH se diferencia de los demds lentivirus porque tiene 9 genes en
su genoma y por lo tanto, es mas complejo que los otros que solo tienen tres
genes. La variabilidad antigénica y sus constantes mutaciones le sirven al virus
para evitar la respuesta inmune del cuerpo, por otro lado, dificulta el desarrollo
de una vacuna. El término retrovirus hace referencia a que estos virus requieren
retrotranscribir su cadena de ARN a ADN para que su material pueda ser recono-
cido por el genoma de la célula [11, 31, 25, 44].

El VIH ingresa al organismo por contacto sexual sin proteccién o por el in-
tercambio de fluidos a través de las mucosas. Una vez que ingresa, el ciclo de
infeccidén empieza cuando el virus ataca una célula T CD4 susceptible, una vez
que se encuentra dentro de esta, el genoma del VIH es transcrito en cadenas de
ADN mediante la intervencion de la transcriptasa inversa. La doble cadena de
ADN resultante entra en el niicleo junto con la integrasa, la cual es la encargada
de incorporarlo en el genoma de la célula. Tras la activaciéon inmunolégica de
la célula infectada, el ADN viral (llamado provirus) es transcrito en ARN men-
sajero, usado para la produccién de nuevas proteinas y enzimas virales. E1 ARN
viral se mantiene como copias completas para ser incorporado como material
genético para la produccidn de nuevos viriones [3, 4, 21].

La bilbliograffa alrededor del modelado del VIH y el SIDA es amplia. Al-
gunos modelos planteados en la literatura se han enfocado en el modelado de la
infeccién y el tratamiento [1, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 38, 46, 48, 49, 51, 57, 59, 62];
en el modelado de costos [19, 40, 58, 62]; el modelado de la dindmica del VIH
[12, 17, 26, 32, 47, 52, 53] o han hecho uso de los procesos estocdsticos para
modelar la dindmica del VIH/SIDA [9, 12, 17, 23, 26, 32, 47, 48].

En este articulo nos enfocamos en proponer un modelo basado en ecuaciones
diferenciales ordinarias, para describir la dindmica de infeccién por VIH en una
poblacién de células T CD4 susceptibles a la infeccidn, y considerando una tasa
de infeccién no lineal densodependiente. En la seccién 2 se formula y analiza
el modelo, en la seccidon 3 se formula un problema de control con base en la
aplicacion de antirretrovirales y finalmente, en la seccioén 4 se muestran las con-
clusiones del trabajo.
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264 H.D. TORO — C.A. TRUJILLO

2 El modelo

2.1 Formulacion de modelo

Se pretende formular un modelo basado en las dindmicas cldsicas de Presa-
Depredador y Parasito-Hospedero, al suponer que un incremento en las particu-
las virales depende de forma directa de las células T CD4 que resultan infectadas
y posteriormente mueren, concepto que es denominado en esos contextos como
conversién de biomasa, y que en este trabajo describe el beneficio reproductivo
que el virus obtiene de infectar las células T CD4 del sistema inmune de una
persona; consideracién que es justificada por la alta tasa de replicacion del virus,
pero que lleva a asumir que las células infectadas se activan instantineamente y
son productoras de particulas virales, simplificaciones que ya han sido conside-
radas en trabajos como [25, 29, 30] y otros citados alli y que permiten que no se
considere una variable explicita para la poblacién de células infectadas.

SeaT' = T'(t) el nimero promedio de células T CD4 en un tiempo ¢ y asuma
que las células se incrementan a una tasa constante o y que mueren en proporcion
a su tamafio con tasa de muerte natural u, por lo tanto, el nimero promedio de
células que mueren en un tiempo ¢ estd dado por p1'. Lo que en ausencia de
virus conlleva a la ecuacion diferencial,

T=0—puT.

En este caso, las células T CD4 alcanzan el nivel de equilibrio o/ [44, 55].
En efecto, la ecuacién para 7' es lineal y tiene por solucién particular la funcién

— g _ E —ut
T(t) . + (T(O) M) e M,
de donde T'(t) — < cuando ¢t — ooy T'(0) es la condicion inicial.

SeaV = V(tﬁL la concentracién promedio del VIH en un tiempo ¢ y con-
sidere que cuando el virus ingresa en el organismo, ataca estas células 1" pro-
duciendo la infeccién y la correspondiente replicacion viral. Suponga que la
tasa de infeccion estd dada por la expresion f(V)7', usualmente considerada
de forma bilineal, es decir, de la forma 7V, asumiendo que se satisface la
ley de accion de masas, como puede verse en multiples trabajos tales como
[1, 7,9, 11, 12, 14, 25, 23, 26, 38, 41, 43, 44, 42, 46, 47, 49, 51, 54, 55, 60].
Sin embargo, la ley de accién de masas tiene algunas caracteristicas conside-
radas poco realistas, en particular que el nimero de células recién infectadas
producidas por un solo virus depende de las células 7" y llega a ser muy alta
cuando esta poblacién es grande. Algunos autores utilizan una tasa de infeccién
saturada (dependiente de la densidad del virus) para eliminar esa caracteristica
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(en particular se recomienda ver [5, 25, 29, 30, 36] y las referencias alli); es
decir, que se describe mediante una tasa de infeccién funcional, en particular la
respuesta funcional Holling tipo II, la respuesta funcional de BeddingtonDeAn-
gelis, y otras mas sofisticadas que pueden encontrarse en [5, 61, 60]. Suponga
entonces que la tasa de infeccién entre células T"y el virus V' crece rdpidamente
cuando la concentracién promedio del VIH es pequeiia, y luego crece mas lenta-
mente cuando V' es mds grande, hasta alcanzar cierta tasa maxima de infeccién 3
[1, 6,22, 25, 28, 29, 34, 37], lo que puede describirse por la expresion,

)=

kE+V
En donde k es la tasa de saturacion media, es decir, el niimero promedio de
particulas virales necesario para alcanzar la tasa de infeccién media 3/2, como

puede apreciarse en la Figura 1. Con esta consideracion, la ecuacion que describe
la variacion de las células 7' tras la infeccién queda de la forma:

T=0—-2"""" —uT. 1)

fv)

L.r'
Figura 1: Tasa de contactos entre células Ty virus V' con saturacién f(V) = kﬂTV

Observe que esta tasa de infeccidn se satura cuando la poblacion de virus es
muy grande.

Como en este trabajo no se considera una variable explicita para la poblacién
de células infectadas; entonces se asume que las células infectadas se activan in-
mediatamente tras la infeccién iniciando la replicacion viral, y que a su muerte
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266 H.D. TORO — C.A. TRUJILLO

liberan grandes cantidades de particulas virales, proceso que ocurre continua-
mente en el organismo de una persona infectada, y por lo cual no se considera
de manera explicita una categoria para las células 7" infectadas [25]. Asumiendo

que la tasa de muerte relacionada con el virus de las células infectadas es &, en-

. . . . BVT
tonces en un tiempo ¢ muere una proporcion § de las células que se infectan v

Adicionalmente, si /N describe la tasa de produccién viral de cada célula in-
BVT
k+V
virales. Finalmente, las particulas virales son eliminadas a una tasa de propor-
cionalidad c, lo que lleva a la ecuacién que describe la variacion de las particulas

virales,

fectada, entonces se producen en cada t un promedio de N§ ( ) particulas

NOpVT
k+V
Note que el producto N§ que aparece en la ecuacién para V, determina la
medida en que el virus se beneficia reproductivamente de las células 7. De
acuerdo con lo anterior, las ecuaciones (1) y (2) conforman el sistema que des-
cribe la dindmica, el cual toma la forma,

V= V. )

3

Con condiciones iniciales 7'(0) = Ty y V(0) = Vp, donde los pardmetros
o, k, u, N, d, B,y c son positivos. Una descripcion completa de los parametros
del modelo, de los valores asignados para las simulaciones numéricas, asi como
algunas fuentes bibliograficas usadas, se encuentra en la Tabla 1.

m@mmmzlmﬂ@@Q:{unﬂeR%onggogV§M?

C,
es un conjunto positivamente invariante para el sistema (3).

Demostracion. En efecto,

T‘ — >0, V‘ —0.
T=0 V=0
Lo que garantiza la no negatividad de las soluciones. Para mostrar que las solu-
ciones estan acotadas superiormente, basta observar que:

. svT
T=0c————uT <o-—uT.
T krv HM=OTH
De donde se tiene que T'(t) < 7 (1 — e #) y de este modo T'(t) < o> para
t — oo. Por otro lado, se sabe que kﬁ%v < f, para todo V, entonces
.. N6BVT v
o NOOVT N BV Ty < Nes ey
k+V k+Vou 7
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Tabla 1: Descripcion de pardmetros y valores usados en la simulacién, con su respectiva

referencia.
Simb | Descripcion Valor Referencia
To Valor inicial de las células T CD4 1000 mm > [43]
Vo | Carga viral inicial 1072 mm~3 [43]
o Produccién constante de células T CD4 10 mm—3d! [5, 11, 38, 43]
153 Tasa maxima de infeccidn de las células T  0.16036 [11]
CD4
n Tasa de muerte natural de las T CD4 no in- 0.01 d! [1, 5, 46]
fectadas
Tasa de muerte de las T CD4 infectadas por  0.26 d~* [11]
efecto del virus
N Tasa de produccién viral 2500 cel ! [5,41]
c Tasa de eliminacién del virus 25d71! [60]
k Tasa de saturaciéon media 5000 [28]
A Ponderador del tratamiento por ITI 3000 Ad hoc
B Ponderador del tratamiento por ITI 3000 Ad hoc
€ Tolerancia al error en la simulacién del 107° Ad hoc
problema de contorno
T Tiempo final de simulacién Varfa Ad hoc

Con lo cual se tiene que V(t) < %j” (1—e“) y, por lo tanto,

V(t) < fo 2, cuando t — co. En conclusion, todas las soluciones con condi-
ciones iniciales positivas se mantendran positivas y acotadas en ) para t — oc.
La prueba anterior estd basada en procedimientos usuales en este tipo de sis-
temas; en particular, para el contexto de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias que modelan la infeccién por VIH, se recomienda al lector revisar

[43,56,61]. m

El conjunto €2 es una region con sentido bioldgico para el modelo (3), ya que
establece que las poblaciones no se hacen negativas ni crecen sin cota.

2.2 Analisis de estabilidad del modelo

El sistema (3) cuenta con dos soluciones estacionarias o puntos de equilibrio Ejy
y E1, que corresponden al equilibrio en ausencia de infeccién y al equilibrio
en presencia del virus, respectivamente. Tales soluciones estdn dadas explicita-
mente por,
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268 H.D. TORO — C.A. TRUJILLO

EOZ(U7O)7

i

5 _<N50+ck Nﬂéa—cku)
FTANOB ) (Bt e

Para garantizar que F; se encuentre en la region (2 y tenga sentido su estudio,

se debe cumplir que % > 0, lo que es equivalente a tener

ku [ NBso - . - i
[GE) ( e 1) > 0, expresion a partir de la cual se define el siguiente um

bral
NBoo

Ry =
0 Ck’/ﬁ’

4

el cual corresponde al nimero bésico de reproduccién y determina el nimero
medio de infecciones secundarias causadas por una tnica célula T CD4 infec-
tada en una poblacion de células T CD4 totalmente susceptible, a lo largo de
su periodo infeccioso, cuya forma e interpretacién coincide con la descrita en
[23], especificamente para modelos de la infeccién por VIH, y con la definicién
clasica de la Epidemiologia y la Ecologia.

Proposicion 2.2 Si Ry < 1 entonces el sistema (3) tiene un vnico equilibrio
Eyen Q. Ysi Ry > 1 entonces el sistema (3) tiene dos equilibrios Ey y E en
Q.

Demostracion. Se empieza por reexpresar F/ de la siguiente manera:

B o ck ku Npoo
b= <ﬁ+u+N5(ﬁ+u)’ (B+ 1) < cky 1>>

Al considerar Ry = 1, que es equivalente a N ii" = 1, se anula la segunda
componente de £ y teniendo en cuenta que
Np§
poo = ck,
u
entonces F/; adopta la siguiente forma
— (o NBoo
By = (B+u + Néu(6+u)’0)
o (N(SU;H-NB(SU 0)
- Nop(B+pu)
o (N(Sa(ﬁ—i-u )
- Nou(pu+B)’
_ g
= (29):
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MODELO PARA EL CONTROL OPTIMO DEL VIH CON TASA DE ... 269

Luego, 'y = Ejy. Por otro lado, considerar Ry < 1 es equivalente a tener
%ﬁ" < 1, lo que hace negativa a la segunda componente de F, que de este
modo pierde su sentido bioldgico. En conclusion, si Ry = 1 0 Ry < 1, el tinico
punto de equilibrio es Ej.

Notese que Fj se encuentra exactamente sobre la frontera de €2, sin que esto
dependa de Ry. Por lo tanto, para demostrar la segunda implicacién, basta con
mostrar que si Ry > 1 entonces las componentes de E estdn acotadas como se
indica en la region €2. En efecto, para la primera componente se tiene lo siguiente

Ry > 1
NpBéo
cfjﬂ > 1
Npéo > cku
NpBéo + Noop > Noou+ cku
Néo(B+p)+ > p(Ndo + ck)
S Noo+ck
M No6(B+p) -

Para la segunda componente de F; se parte del siguiente hecho Ry > 1 implica
que Ry > —%. Luego

BRy > —p
BRo+uRy > pRo—p
(B+wRy > p(Ro—1)
Ro > ﬁ%u(Ro — 1)
NBoo NBoo
e > (e )
NBoo ku NBoo
o~ Bta ( ckp 1) :

Proposicion 2.3 El equilibrio trivial FEqy del sistema (3) es local y asintdtica-
mente estable si y solo si Ry < 1.

Demostracion. La matriz jacobiana del sistema (3) estd dada por,

BV BT BTV

Thrv M v T kv 2
7 k;;/ VT V) _ 5)
BV NSST | N6BTV _
-V VT (V)2

Al evaluarla en el equilibrio trivial se tiene,
— _Ba
Ji 0= a pk )
0 C(RO — 1)
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270 H.D. TORO — C.A. TRUJILLO

cuyos valores propios son A\; = —uy Ay = ¢(Ry — 1) y en consecuencia,
Ry < 1, es condicién necesaria y suficiente para que Ay < 0y por lo tanto, para
que el equilibrio trivial Fy sea local y asintéticamente estable. m

Como consecuencia directa de la Proposicion 2.3 se tiene que si Ry > 1 el
valor propio )y es positivo y en consecuencia el equilibrio Ej es inestable.

Proposicion 2.4 Dado Ry < 1, el equilibrio trivial Ey es global y asintdtica-
mente estable en ().

Demostracion. Sea L(t) = V/(t), donde V (t) es la solucién del sistema (3).
Asi L(t) es una funcién definida positiva y por lo tanto puede ser candidata a ser
funcién de Lyapunov. Este tipo de definicién de la funcién estd inspirada en lo
hecho en trabajos como [6, 18, 22, 43, 50, 61, 60]. La derivada de L a lo largo
de las trayectorias de (3) es,

dL _ 1, _  N&BVT _
i =V VvV cV

= v (Cm@) - 1)

= o (ghpieer—1).

k+V ckp o

Teniendo en cuenta la definicién dada para Ry en (4) y denotando Ty = % al
valor en equilibrio de las células 7" en ausencia de infeccién, se puede escribir:

dL k T T
:cV(Ro—1>§CV<R0T—1>§CV(RO—1).
0

Puesto que HLV < 1 para la primera desigualdad y teniendo en cuenta que 7' <

To para la segunda.  Asi, se tiene que cuando Ry < 1 entonces

% < 0. De acuerdo con lo anterior, % =0siysélosiV =06 Ry = 1.

En cualquier caso, por la Proposicién 2.2, el miximo conjunto de invarianza

en {(T, V)yeQ: ‘(% = O} es {Eo} y asi, el principio de invarianza de LaSalle
[6, 18, 27, 33, 50, 61] implica que todas las soluciones convergen a FEj, por lo

tanto, el equilibrio trivial es global y asint6ticamente estable. m

Proposicion 2.5 El equilibrio no trivial E1 del sistema (3) es local y asintética-
mente estable si 'y solo si Ry > 1.

Demostracion. Al evaluar la matriz jacobiana (5) en el equilibrio £ y simpli-
ficar, se obtiene,

_oN§(B+w)  _ _ (B+u)c’k
Ty — oNo+ck BN6(oNd+ck)
1= (BoN§—cku)No (BoNd—cku)c ’
oNd+ck " B(oN&+ck)
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MODELO PARA EL CONTROL OPTIMO DEL VIH CON TASA DE ... 271

de donde la traza 7 y el determinante A de la matriz estdn dados por

_ BoN&(B+p) + Pkpu(Ro — 1) A (B m)ecku(Ro = 1)
- B(oN6 + ck) Y 2T T B(oNS 1 ck)

Puede verse que Ry > 1 es condicidn suficiente para que 7 < 0 y es condi-
cion necesaria para A > 0, y en consecuencia para que E; sea local y asintoti-
camente estable, segun el criterio de traza-determinante. m

Nétese que después de algunas manipulaciones algebraicas, se puede mostrar
que 7 > 0 implica que Ry < 1 — 5"‘1@7’(6[”“), de donde Ry < 1y por lo tanto
A < 0. En consecuencia, Fj es inestable por el criterio de traza-determinante, y
segtin la Proposicién 2.3, Ej es localmente asint6ticamente estable. Por lo tanto
Ry > 1 es condicién necesaria y suficiente para garantizar la estabilidad local y
asintdtica de Fj.

Es importante observar a partir de las tres proposiciones de estabilidad ante-
riores, que para [Zgp < 1 la infeccion no se establece en el organismo. Mientras
que cuando Ry > 1 la infeccién prospera. Desde el punto de vista matematico,
puede considerarse que el umbral Ry es ttil para establecer estrategias orien-
tadas a controlar la infeccién. Sin embargo, es necesario aclarar que ese control
de la infeccion es tedrico y una sencilla explicacién desde el punto de vista in-
munolégico, puede ser que Ry < 1 describa escenarios en que la carga viral se
encuentra en niveles no detectables.

2.3 Umbral de control mediante la reduccion de la tasa maxima de
infeccion

Retomando el niimero basico de reproduccion y considerandolo una funcién de
los pardmetros 5y N, que corresponden a la tasa mdxima de infeccién y a la tasa
de produccion viral, respectivamente, se puede determinar un valor umbral 5,,,
en funcién de N, tal que si 5 < f3,,, entonces Ry(8,N) < 1, ysi 8 > B,
entonces Ry(S, N) > 1. En efecto,

_ ckp
Bn(N) = odN’

donde f,, estd siendo definido en funcién de N. La grafica de esta funcién
divide el primer cuadrante del plano de pardmetros SN en dos regiones que
corresponden a Ry < 1 cuando la pareja (8, N) se encuentra por debajo de la
curvay a Ry > 1 cuando la pareja (3, V) se encuentra por encima de la curva.
En la Figura 2 se ilustra este resultado con los pardmetros de la Tabla 1, en la
que se puede apreciar que si lo que se quiere son escenarios libre de infeccién,
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272 H.D. TORO — C.A. TRUJILLO

entonces para valores muy grandes de N, el valor de 8 debe ser pequefio y
viceversa.

0
100 200 300 400 500 600 700 B0O 800 1000
N

Figura 2: Se muestra la curva S, (V) = %]% la cual divide el primer cuadrante en dos
regiones que corresponden a Ry < 1 cuando la pareja (3, N) se encuentra
por debajo de la curvay a Ry > 1 cuando la pareja (3, N) se encuentra por
encima de la curva. Se usaron los pardmetros de la Tabla 1, 8 € [0,1] y
N € [100, 1000].

2.4 Simulacion numérica del modelo

La simulacién del sistema (3) que se muestra en la Figura 3 fue hecha con-
siderando un tiempo final de simulacién 7 = 300 dias y usando los pardmetros
de la Tabla 1, con los que se obtiene el valor umbral ,,, = 0.0714. Con el Gnico
fin de ilustrar, al pardmetro (3 se le asignaron cuatro valores arbitrarios que satis-
facen la condicion 5 > f3,,,, los cuales se muestran en la primera columna de la
Tabla 2, al igual que los correspondientes valores de 7y en la segunda columna.
El tipo de linea respectivo a cada valor de 5 que se ha usado en la figura es: linea
continua, punteada, raya-raya y raya-punto.

Es importante observar que la magnitud del parametro 3 influye considera-
blemente en la altura del pico de infeccién inicial. En particular, para el valor
mas alto de § usado en esta simulacién (8 = 0.160357), e ilustrado con la curva
raya-punto, se obtienen los niveles més bajos de células 1" y los mds altos de la
carga viral V.
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Las cuatro soluciones que se muestran corresponden a escenarios con
Ry > 1; por lo tanto el comportamiento del sistema es como se establece en
la Proposicién 2.5; con los valores finales de las variables de estado en la tercera
y cuarta columnas de la Tabla 2.

De manera semejante, en la Figura 4 se muestran las soluciones del
sistema (3) con cuatro valores ad hoc de la tasa de saturacién media k, los cuales
se muestran en la primera columna de la Tabla 2 al igual que los correspondien-
tes valores de Ry en la segunda columna. EIl tipo de linea respectivo a cada
valor de k£ que se ha usado en la figura es: linea continua, punteada, raya-raya y
raya-punto.

1000
800 -
= 600 -
400 -
200 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300
t
2000 T
1500 s
= 1000 - .
=N
500 N Tme—— e - ]
, J :
0 50 100 150 200 250 300
t
Figura 3: Soluciones numéricas del sistema (3) con & = 5000, 7 = 300 dias,
con cuatro valores diferentes para 8 = (0.095,0.1162,0.1511,0.1604)
y los demds pardmetros mostrados en la Tabla 1. Los corres-

pondientes valores del niimero bdsico de reproducciéon son Ry =
(1.332407,1.626858, 2.115578, 2.244995). El tipo de linea respectivo a cada
valor de 3 que se ha usado en la figura es: linea continua, punteada, raya-raya
y raya-punto.

Puede notarse que incrementar & tiene el efecto de reducir la magnitud del
Ry, lo que implica que tasas de saturacion altas conllevan a menores niveles
de viremia y un menor impacto en la poblacién de células T'. En ese sentido,
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conocer de manera mas precisa la respuesta del virus frente a su propia densidad
seria importante a la hora de estimar el comportamiento futuro de la infeccién
por VIH.

Al igual que en el caso anterior, las cuatro soluciones que se muestran co-
rresponden a escenarios con Ry > 1; por lo tanto, el comportamiento del sistema
es como se establece en la Proposicién 2.5; los valores finales de las variables de
estado obtenidos con la simulacidn se muestran en la tercera y cuarta columna
de la Tabla 2.

1000 pymsmmgereesie
, \ ~,
FE RN
800 r 5 \ '\‘ _ - - b
‘ \ \\..,‘ _______________________
/:-\600" \\ ‘—_.—-"'--"--._____________._
p— ~ -——- -
N 400+ .
200 3
0 | | | | |
0 50 100 150 200 250 300
t
4000 , T | T T
3000 - A
S2000F [ A\ 1
= Y
.,‘ '-.‘/ LY N
1000F] i % s 1
: "l Al - e
;" / o~ '_.__,..'.‘h-td:.'_:_';" L L e e e
0 S Eh w SN e memmmt skt
0 50 100 150 200 250 300
t
Figura 4: Soluciones numéricas del sistema (3) con 5 = 0.160357, 7 = 300
dias, con cuatro valores diferentes para & = (2000, 4000, 6000, 8000)
y los demds pardmetros mostrados en la Tabla 1. Los corres-

pondientes valores del ndmero béasico de reproduccién son Ry =
(5.612486, 2.806243, 1.870829, 1.403122). El tipo de linea respectivo a cada
valor de k£ que se ha usado en la figura es: linea continua, punteada, raya-raya
y raya-punto.
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Tabla 2: En la mitad superior de la tabla se observan los valores de 3 usados en la simu-
lacion de las Figuras 3 y 4, respectivamente. Los demds pardmetros correspon-
den a los mostrados en la Tabla 1. En cada caso se muestra el correspondiente
valor de Ry y los valores finales de las variables de estado 7'y V' obtenidos
con la simulacién.

B Ry T(r)mm—3 V(r)mm=3
0.095172 1.332407 786.316894 165.328828
0.116204 1.626858 640.561733 240.924288
0.151113 2.115578 506.027076 351.786327
0.160357 2.244995 477.427309 369.787806
k Ry T(r)mm—3 V(r)mm™3
2000 5.612486 226.415627 541.508937
4000 2.806243 394.123557 423.104614
6000 1.870829 565.740294 301.509166
8000 1.403122 729.542192 227.097589

3 Tratamiento de la infeccion por VIH mediante
antirretrovirales

Frente a la infeccion por VIH, los sistemas de salud proporcionan medicamentos
para su tratamiento, los cuales buscan mitigar el impacto que la enfermedad tiene
sobre los pacientes y mejorar sus condiciones y expectativa de vida. Establecer el
tipo de tratamiento y la intensidad con que este se debe aplicar es responsabilidad
del médico tratante y estd fundamentada en caracteristicas especificas del virus
y de las condiciones inmunoldgicas del paciente entre otras [2].

El tratamiento antrirretroviral (TAR) de alta intensidad, consiste en una com-
binacién de medicamentos. El principal enfoque de los tratamientos desarrolla-
dos es inhibir el proceso de replicacién del virus, que es realizado a través de sus
tres enzimas principales: la transcriptasa inversa, la integrasa y la proteasa. Para
ello se han creado los tratamientos basados en inhibidores nucleétidos y no nu-
cleétidos de la transcriptasa inversa (I'TI), los inhibidores de la integrasa (II), los
inhibidores de la proteasa (IP) y los inhibidores de fusién (IF). Una descripcién
amplia de su funcionamiento se puede encontrar en [3, 2, 45].

Estos tratamientos han probado ser extremadamente efectivos: los pacientes
mantienen bajas cargas virales y tienen el sistema inmune restablecido a niveles
de baja vulnerabilidad frente a infecciones letales. Sin embargo, el TAR de alta
intensidad se caracteriza por tener considerables efectos secundarios sobre los
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pacientes; de manera general se puede destacar que se presentan crisis nerviosas,
anemia, dolor, debilidad y redistribuciéon de la grasa. Efectos secundarios de
mayor gravedad debidos a la alta toxicidad del tratamiento son la adquisicion de
resistencia frente a la insulina, patologias cardiovasculares, hepatitis o miopatias,
entre otras, reportados con frecuencia en la literatura [1, 7, 11, 14, 16, 24, 38, 39].

En particular los ITI bloquean la recodificacién del ARN viral en ADN para
que no sea reconocible por el genoma de la célula, de modo que el ARN viral
es eventualmente degradado. El uso de ITI efectivos implica que la célula T'
objetivo no resulta infectada por el virus. Por otro lado, los IP actdan en células
que ya han sido infectadas y se encuentran replicando activamente el virus. Los
IP evitan que se dé el correcto empaquetamiento del material constitutivo del
virus, dando origen a particulas virales defectuosas.

De acuerdo con los resultados de la seccion anterior y con la descripcion
dada de los ITI y los IP, es posible controlar la infeccién mediante la aplicacién
de tratamiento, manipulando los términos que describen la infeccién de células
T y la produccién de nuevas particulas virales, con el fin de lograr que Ry < 1,
lo que teéricamente garantizaria niveles muy bajos (no detectables) de infeccién.
En esta seccion se formulard un modelo similar al sistema (3) pero que considera
la aplicacién de ITI y de IP en la dindmica de infeccion.

3.1 Formulacion del sistema con tratamiento antirretroviral

En este trabajo se define efectividad del tratamiento como una medida en el inter-
valo [0, 1] de la capacidad que tienen los medicamentos administrados de reducir
la carga viral de un paciente infectado. Sean u; = w1 (t) y ug = ua(t) las efec-
tividades correspondientes a los ITI y los IP, respectivamente en un tiempo ¢. Se
asume que u 2(t) = 0 indica que no se aplica el tratamiento o que su efectividad
es nulay que u; 2(t) = 1 significa que el tratamiento es 100 % efectivo. De este
modo, el nimero promedio de células T' que se infecta en un tiempo ¢, descrito
por ﬂ/—g en la formulacién del modelo (3), se reexpresa como (1 — ul)%,
término que establece el nimero promedio de células T' que resultan infectadas
al fallar los ITT; en efecto, los ITI son medicamentos que evitan que la trans-
criptasa inversa que liberan las particulas virales en el citoplasma celular, pueda
retrotranscribir el ARN viral en cadenas de ADN reconocibles por el nicleo de
la célula y de este modo, no es posible que se dé el proceso de replicacion vi-
ral, de hecho, cuando los I'TI son efectivos la célula no llega a ser formalmente
infectada por el virus.
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De este modo la ecuacién que describe la dindmica de las células T' queda
dada por,
BTV

T:a—(l—ul)k+v—u

(6)

Por otro lado, el nimero de particulas virales producidas depende de la canti-
dad de células T infectadas que mueren por causas relacionadas con el virus,
proceso que ocurre continuamente en el organismo de una persona infectada, y
por lo cual no se considera de manera explicita una categoria para las células
T infectadas. Como 9 es la tasa de muerte de células 1" infectadas que mueren
por causas relacionadas con el virus (p.ej. lisis celular), entonces se puede decir
que en cada tiempo ¢ muere un promedio de 0(1 — u;) ﬁ—“ﬁ células T infectadas.
Adicionalmente, con N la produccién viral de cada célula infectada, entonces
No(1 — ul)% es el nimero promedio de viriones producidos en un tiempo ¢,
considerando solo la aplicacién de ITIL. Por otro lado, la administracién de los
IP debe tener el efecto de reducir ese nimero de viriones producidos, de ma-
nera que cuando los IP fallan, N§(1 — u;)(1 — UQ)% determina el ndmero
promedio de viriones producidos en un tiempo ¢, expresién que considera la ad-
ministracién de ITI y de IP. Con las consideraciones hechas, la ecuacion que

describe la variacién de las particulas virales queda de la forma:

BTV
k+V

V =N&(1—ur)(l—us) cV. %)

Teniendo en cuenta que los IP evitan que las proteasas cumplan con su funcién
en el proceso de ensamble de las particulas virales; es decir, que los IP evitan que
esas particulas virales producidas sean infecciosas, se hace conveniente conside-
rar una nueva variable de estado W = W (t) para denotar el nimero promedio
de particulas virales defectuosas producidas en un tiempo ¢, la cual crece a un
promedio Ndua(1l — ul)fz—“; y decae segun la tasa de eliminacién de virus c.
De este modo, la ecuacién que describe la dindmica de las particulas virales

defectuosas o no infecciosas es:

BTV

W:N(Suz(l_UI)k}—i-V_

cW. ®)

Note que el factor uy que aparece en la ecuacién anterior, refleja que la magnitud
promedio W es resultado de la intervencion efectiva de los IP en el proceso de
ensamble del virién; en efecto, el término positivo en la ecuacion (7) sumado con
el término positivo de (8) dan cuenta del total de particulas virales producidas
entre defectuosas W e infecciosas V.
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De este modo, las ecuaciones (6), (7) y (8) conforman el sistema de ecuaciones
diferenciales que describe la dindmica con tratamiento antirretroviral:

T:J—(l—ul)'gT—V—uT

k+V
V= N6(1—up)(1 —ug) iy — eV )
W = Néusy(1 — ul)ﬁ—“; —cW.

El sistema anterior estd sujeto a condiciones iniciales 7°(0) = Tp, V(0) = Vo
y W(0) = W, todas no negativas y los pardmetros coinciden con la descripcién
que se hace en la Tabla 1. Es importante mencionar que el sistema (9) es no
auténomo, anteriormente se dijo que u; = wu(t) y ug = ua(t) son las efectivi-
dades correspondientes a los ITI y los IP, respectivamente en un tiempo ¢, y por
eso no se lleva a cabo andlisis de estabilidad en términos de umbrales.

Tres escenarios interesantes surgen seguin la efectividad de los antirretrovi-
rales, a saber: cuando la efectividad es nula u; »(¢) = 0, cuando la efectividad
es total uj 2(f) = 1y cuando la efectividad es imperfecta 0 < uj 2(t) < 1.

Antirretrovirales de efectividad nula. Note que si u;2(t) = 0, entonces el
modelo (9) se reduce a la expresion

. BTV
Vo )
W = —cW.

Nétese que la tercera ecuacion estd desacoplada en el sistema (10), y describe
el decaimiento exponencial de W cuando ¢ — oo. Sin embargo, frente a la
ausencia de tratamiento (o tratamiento de efectividad nula), el sistema no permite
la creacién de particulas virales defectuosas como resultado de los IP, situacién
que se evidencia en el caso particular ilustrado en la Figura 5, donde la condicion
inicial se ha considerado W (0) = 0. Las otras dos ecuaciones corresponden a las
estudiadas en el modelo (3), cuyo comportamiento para Ry > 1 ya fue descrito
previamente en la Proposicion 2.5.

Antirretrovirales de efectividad plena. Cuando u; 2(t) = 1, se tendrd el sis-
tema de ecuaciones diferenciales,

/= —cV (11)
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Figura 5: Simulacién numérica del modelo con tratamiento antirretroviral con efectivi-
dad nula descrito en el sistema (10). La simulacién numérica se hizo con los
pardmetros descritos en la Tabla 1, con los que se obtiene Ry > 1.

-10

1000 0.1 4 <10

990 0.08 3
980 __0.06 .
;: = 2
970 = 0.04 =

;
960 0.02 L
950 ol 0
0 500 0 500 0 500
t t t

Figura 6: Simulacién numérica del modelo con tratamiento antirretroviral con efectivi-
dad plena descrito en el sistema (11). La simulacidn se hizo con los pardme-
tros descritos en la Tabla 1.

El sistema (11) tiende al equilibrio (o /u, 0,0) cuando t — co. En efecto, la
ecuacion para 1" es lineal y alcanza el nivel de equilibrio o /p cuando t — oo.
Por otro lado, las ecuaciones para V' 'y W describen decaimiento exponencial y
sus soluciones tienden a cero cuando ¢ — co, como se ilustra en la Figura 6. Este
es un escenario ideal en que el tratamiento tedricamente elimina la infeccion, sin
embargo, como en la prictica médica no se ha logrado eliminar la infeccion, es
posible que este resultado en el contexto fisiolégico pueda interpretarse como
que el virus es reducido a niveles no detectables en el organismo del paciente.
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3.2 Antirretrovirales de efectividad imperfecta

Este escenario considera que las efectividades del tratamiento antirretroviral se
encuentran en el rango (0, 1). En ese sentido, se pretende encontrar expresiones
Gptimas para las efectividades uj = wuj(t) y uy = ub(t), que sirvan como es-
trategia de tratamiento que garanticen una reduccién del nimero promedio de
particulas virales (carga viral) V' al mismo tiempo que se minimizan los costos
directos y/o indirectos de la administracion de ese tratamiento ptimo.

Sean Ay B pesos constantes que ponderan la aplicacion de los tratamientos,
y se define a J como la funcional que acumula los costos de aplicar los controles,
la cual se asume cuadrética por simplicidad y con base en lo hecho en trabajos
como [11, 25, 41, 49, 57, 58] y viene dada por,

T, us) = /0 ' (V(t) + gu%(t) + fug(t)>dt.

Es claro que la variable de estado V' también podria tener un peso o factor
asociado que represente la importancia que se le da a su disminucién, pero en
este trabajo se propone establecer solo el impacto sobre los controles que tiene
la variacion de los ponderadores A y B. Con el fin de que la suma descrita
en el integrando tenga sentido, debe considerarse que los pesos A y B no solo
estan relacionados con los costos directos y/o indirectos del tratamiento, sino
que también se definen de forma que coincidan las unidades en que se definen
los términos que se suman.

La funcional J esta sujeta al sistema (9); de este modo, el objetivo es deter-
minar un par de funciones Optimas (uj,u3) € ' tales que
J(uj,uy) < J(u1,us), para todo par (u1,uz) € I', y donde I' es el conjunto
de controles admisibles determinado por,

I = {up,up € L*([0,7]) : 0 < uy < 1,0 <wp < 11,

3.2.1 Aplicacion del Principio de Maximo de Pontryagin

Para determinar el par optimo (uj,u3) se acude el Principio del Mdximo de
Pontryagin, y para ello se define la que se llama funcién hamiltoniana, como se
describe en [15, 35]:

H=V +§u%+§u%+L1 (U—ﬁ(l—ul)TH%—,uT>
+ Ly (NOB(L = wr)(1 = u) T — V)

+ Ls (NéBuQ(l —u) Ty — dW) .
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Sean z;, parat = 1,2, 3,4, cantidades de penalizacion no negativas usadas
para garantizar que 0 < u; < 1y que 0 < ug < 1y deben satisfacer,

z1(1—u1) =0, zou; =0, z3(l—u2)=0 y zqus =0.

Segtn el principio del maximo de Pontryagin, se establece un sistema ad-
: : . i oH OH . 7. _ _ OH
junto cuyas ecua(.:lones estan dadas por Ly = — 57, Lo —5v Y L3 =—5
con lo que se obtiene,

( Ll . L1 (ﬁ(lf’ul)v +[L> _ L N(S,B(]. ul)(l ’LLQ)V _ LSN(Sﬂ(].ful)UQV

k+V k+V k+V
Lo= —1—1I, (7,8(11;13)T i ﬂ((lk—f‘l/))cgv> L (N&ﬂ(l—é:l_%ﬁl—ug)T
N§B(1—u1)(1—u2)TV L N6B(1—ui)u2T  NOB(1—ui)uTV
- ot V)2 —¢)— &3 (*1V) - (k1V)2

Lg = LgC.

N
(12)
Con condiciones finales L;(7) = 0, para ¢ = 1,2, 3. Las funciones 6ptimas

de tratamiento se obtienen de resolver el sistema formado por las ecuaciones

OH _ OH _ Iy A ‘L .
ur =0y g, =0y usar las condiciones de penalizacién, explicitamente:

u(t) = max (0, min (41,1)) wu3(t) = max (0, min (a9, 1)), (13)

donde,

- (L3N2TVB§%—2LaL3N?>TVB6>+LIN?TV 352~ BLaNV§—BLyNSk+BL1V+BL1k)TV

ur = LZN2T2V25262 215 L3N2T2V25262 + [ZN2T2V25262 - ABV2 —2ABVk— ABK?
NTVB6(Lo—L3)(— LQNTV56+L1TV5+AV+Ak) De

—LZN2T2V2325242Lo L3 N2T2V 253282~ L2N2T2V2[252 4 ABV2+2ABV k+ABk2"

este modo con (9), (12) y (13) se conforma un problema de contorno de dos pun-

tos dado por,

Ug =

(T —a—(l—ul)gzg wT
1% —N&(l—ul)(l—ug)ﬁg cV
W = Nous(1 — ul)gﬂj cW
Ll _ Ll ( (lklu‘}) —i—,u,> . L2N66(1—I?—’£)‘£1—u§)V . LgNéB(}f;z‘L/"{)ugV
; - B(1l—ui)T B(1—ui)TV N6B(1—uf)(1—u3)T
Ly =1 Lo (PSP PRt ) — L (M
NéB(1—ui)(1—us)TV I NéB(1—uf)usT NéB(1—uf)usTV
- (k+V)2 - C) Bt ( FV) (k+V)2 )
Lg = Lgc.

(14)
Sujeto a las condiciones iniciales 7°(0) = Tp, V(0) = Vo y W(0) = Wy y alas
condiciones finales L;(7) = 0, parai = 1,2, 3.
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Las soluciones éptimas de este sistema, que se obtienen con uj(t) y u3(t)
como estan definidos en (13), son las que minimizan el nimero de particulas
virales V' y los costos directos e indirectos de aplicar los controles, tal y como
se estableci6 en la formulacion del funcional J. En este trabajo no se hard un
seguimiento explicito al valor de J en cada escenario, reconociendo que cada
solucién uj »(t) que se ilustra en las simulaciones, serd la que minimiza .J para
ese escenario. En las simulaciones se ilustrard la forma como las funciones de
control 6ptimas uj‘yg(t) responden a las variaciones de A y de B, que son los
ponderadores asociados a cada una de ellas, en particular, por la dependencia
que puede observarse en (13).

1000 < 500 250
!l ! i’q %
I |
1 i
i 1 it i
. i v 1| 300 "'i\ — 150} i
=80t W) 1= iih . = i
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Figura 7: Simulacién numérica del problema de contorno (14) con efectividad imper-
fecta, es decir con u} € (0,1), para ¢ = 1,2, se hizo con los pardmetros
descritos en la Tabla 1, B = 3000 y A = (1800, 2000, 2100, 2500). Las
curvas se representan con linea continua, punteada, raya-raya y raya-punto,

respectivamente.
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3.2.2 Simulacion con antirretrovirales de efectividad imperfecta

Dadas las caracteristicas del problema de contorno (14), no es posible hallar
soluciones analiticas, y se ha optado por estudiar las soluciones numéricamente.
Para ello se elabora un algoritmo que efectia integracién hacia adelante tni-
camente de las ecuaciones diferenciales correspondientes a las variables de es-
tado T, V' 'y W, a partir de las correspondientes condiciones iniciales. Una vez
se tiene esta solucion se usa para integrar hacia atrds solamente las ecuaciones
diferenciales correspondientes a las variables adjuntas L;, para: = 1,2,3, a
partir de las condiciones finales; método que es descrito detalladamente en [35]
y denominado del A«barrido hacia adelante y hacia atrdsA», y que no requiere
conocer las condiciones iniciales de las variables adjuntas, ni el valor final de
las variables de estado, como ocurre con otros métodos; informacion detallada
sobre la convergencia y estabilidad de este método puede ser consultada en [20].
Muiltiples iteraciones de este proceso se hacen con el fin de actualizar las fun-
ciones de control hasta que se satisface una tolerancia al error €. En este trabajo
se usa como norma la expresion, Z?:l |z; — x¢| < €, donde z; representa una
aproximacién A«actualA» de cada variable (de estado y adjunta) y xy denota la
aproximacién A«anteriorA» de la variable y se ha usado e = 1075.

La simulacién numérica mostrada en la Figura 7 se hizo con los parametros
descritos en la Tabla 1, B = 3000 y muestra las soluciones del sistema (14)
para cuando A = (1800, 2000, 2100, 2500). Las curvas se representan con linea
continua, punteada, raya-raya y raya-punto, respectivamente (las soluciones de
las variables L; para ¢ = 1,2,3 se han omitido por conveniencia). Note que
en todos los casos la efectividad del tratamiento antirretroviral es incompleta,
siendo A = 1800 y A = 2000 las que presentan menores niveles de carga viral
V' durante el tiempo de simulaciéon 7 = 1000; en ambos casos, u] que es la efec-
tividad de los ITI, esta por encima de 0.4. Para los valores A = 2100y A = 2500
se obtuvieron efectividades de los ITI por debajo de 0.4 y puede observarse que
las poblaciones de células y particulas virales (carga viral) presentan variaciones
amplias tipicas de la infeccién activa por VIH, lo que implica que para estos va-
lores de los ponderadores no se alcanzan efectividades que controlen la infeccién
de manera satisfactoria. En las cuatro soluciones que se ilustran, la efectividad de
los IP se encuentran en el rango (0.15, 0.35), el cual es muy bajo, pero responde
al alto valor asignado a B.

Simulaciones del problema de contorno (14) variando el ponderador B y
manteniendo fijo a A, arrojan resultados muy semejantes; sin embargo, el cam-
bio cualitativo de comportamiento que se evidencia en la Figura 7 para diferentes
valores de A, conlleva a preguntar por el impacto que los ponderadores tienen en
la efectividad de los tratamientos. En la Figura 8, en la izquierda, se han ilustrado
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3000 1000 t B 3000 1000 !

Figura 8: Se ilustran 150 curvas de u] y u5 obtenidas de resolver numéricamente el
problema de contorno (14). La simulacién se hizo con los pardmetros descri-
tos en la Tabla 1. Izquierda: haciendo variar aleatoriamente pardmetro A en
el rango [0, 3000] y con B = 3000. Derecha: haciendo variar aleatoriamente
pardmetro B en el rango [0, 3000] y con A = 3000.

150 curvas de u] y w3 en funcién del tiempo ¢ y haciendo variar aleatoriamente
el parametro A en el rango [0, 3000] y con B = 3000. La figura ilustra numéri-
camente como varian las efectividades del tratamiento al variar el ponderador,
y ha permitido determinar que para A > 2000 aproximadamente hay un cam-
bio de comportamiento importante que puede observarse como una reduccién
significativa en la efectividad de ambos tratamientos y por el surgimiento de os-
cilaciones. Este hecho pone en evidencia la importancia que los costos (directos
e indirectos) tienen sobre la efectividad que un esquema de tratamiento tiene en
el futuro de la infeccién en un paciente. En particular se puede afirmar que para
valores pequefos del ponderador se obtienen tratamientos mas efectivos.

En la Figura 8, derecha, se ilustra una situacién equivalente pero en la que
se considera A = 3000 y se ilustran 150 curvas de u] y u3 en funcién del
tiempo ¢ y haciendo variar aleatoriamente el pardimetro B en el rango [0, 3000].
Como puede notarse, el comportamiento de las efectividades de medicamentos
no presenta el cambio de comportamiento evidenciado en la variacién de A.

4 Conclusiones

El modelo propuesto describe la dindmica de infeccién por VIH y permite con-
cluir que el ndmero basico de reproduccién Ry es especialmente importante para
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determinar el comportamiento futuro de la dindmica, en el sentido que reduc-
ciones del Ry implican evoluciones mds lentas de la infeccién. En particular el
escenario [y < 1 describe el caso en que la infeccién no prospera en el indi-
viduo, es decir, el paciente no resulta infectado con el virus tras enfrentar una
situacion de riesgo, este caso corresponde a un resultado meramente tedrico, que
seglin los autores podria describir situaciones en que la carga viral es llevada a
niveles no detectables, sin embargo, debe motivar a futuras investigaciones al
respecto y a una discusién mas amplia.

Con el estudio del modelo sin tratamiento antirretroviral, y en particular del
impacto de la tasa de saturacién media del virus k, pudo observarse que incre-
mentar k tiene el efecto esperado de reducir la magnitud del Ry, lo que implica
que tasas de saturacion altas conllevan a menores niveles de viremia y un menor
impacto en la poblacion de células T'. En ese sentido, conocer de manera mds
precisa la respuesta del virus frente a su propia densidad seria importante a la
hora de estimar el comportamiento futuro de la infecciéon por VIH y eventual-
mente para el establecimiento de esquemas de tratamiento.

Se ha formulado un umbral de control mediante la reduccion de la tasa mé-
xima de infecciéon 8 que puede ser usado como criterio para establecer si en el
sistema se presenta un brote de infeccion o no; es decir, para valores de 3 por
debajo del umbral 5, se tiene Ry < 1y para valores mayores se tiene Ry > 1.
En ese sentido, /3,,, es un valor de bifurcacion para el sistema dindmico estu-
diado. Un resultado similar puede obtenerse con cualquiera de los pardmetros
del modelo involucrados en Ry y sus usos y aplicaciones dependeran del interés
particular de quien modela.

Se ha mostrado analiticamente que los costos directos e indirectos de la apli-
cacion del tratamiento (los ponderadores asociados a cada control), tienen un
efecto significativo en los controles 6ptimos que se obtuvieron en el caso de la
efectividad imperfecta. Numéricamente se pudo ilustrar ese impacto y se puede
concluir que para valores altos de esos ponderadores, se obtiene una reduccién
significativa en la efectividad de ambos tratamientos. Este hecho pone en evi-
dencia la importancia que los costos (directos e indirectos) tienen sobre la efec-
tividad que un esquema de tratamiento tiene en el futuro de la infeccién en un
paciente. Se puede afirmar que para valores pequefios de los ponderadores se
obtienen tratamientos mds efectivos.

El modelo con control antirretroviral considera la aplicacién de un céctel de
medicamentos compuesto por I'TI e IP. Los cécteles de medicamentos antirretro-
virales durante los tltimos afios han sido la herramienta que la medicina moderna
tiene para controlar la infeccién y mejorar la calidad de vida de los portadores
del virus. El modelo hace posible apreciar como efectivamente los protocolos
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adecuados de intervencion son los que reducen la tasa maxima de infeccién o la
tasa de produccion de nuevas particulas virales, hasta que se alcancen niveles no
detectables de carga viral. Sin embargo, es evidente que tales protocolos deben
ser estudiados y establecidos teniendo en cuenta los costos que implican su apli-
cacidn y los efectos secundarios que puedan generar en el paciente, situacién que
s6lo puede ser determinada por un médico tratante que cuente con informacién
detallada de la historia y hébitos del paciente.

El modelo permite establecer de manera aproximada el futuro de la infec-
cién en un paciente especifico y de A«condiciones inmunolégicas promedioA»,
siempre y cuando se cuente con la informacién precisa sobre el paciente; es decir,
siempre que se conozcan los parametros especificos. No es posible utilizar los
resultados de este trabajo directamente sobre un paciente infectado, debe tenerse
en cuenta que los modelos matematicos son representaciones de la realidad que
ayudan a comprender cdmo funciona bajo un nimero significativo de supuestos.
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