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368 E. MENDOZA — O. OSUNA — G. VILLAVICENCIO-PULIDO

Resumen

Excluir la existencia de oscilaciones sostenidas en modelos de la eco-
logia matemadtica es de vital interés para conocer la dindmica poblacional
de especies interactuando. En este trabajo se construyen funciones de Du-
lac para algunas generalizaciones de modelos usados comtinmente en la
ecologia matematica. Dicho resultado excluye la existencia de érbitas pe-
riddicas para algunos modelos que describen competencia intraespecifica
o interespecifica, relaciones de competencia, de depredacion y captura de
individuos de alguna de las especies.

Palabras clave: Funciones de Dulac; 6rbitas periddicas; modelos de competen-
cia; modelos con mutualismo; modelos con captura.

Abstract

To exclude the existence of sustained oscillations in mathematical ecol-
ogy models is of vital interest to know the populational dynamics of inter-
acting species. In this paper, Dulac functions are constructed for some gen-
eralizations of models commonly used in populational ecology. This result
excludes the existence of periodic orbits for some models that describe in-
traspecific and / or interspecific competition, relationships of competition,
predation and capture of individuals of any of the species.

Keywords: Dulac’s functions; periodic orbits; models with competence; models
with mutualism; models with capture.

Mathematics Subject Classification: 34A34, 34C25.

1 Introduccion

La construccion de funciones de Dulac es un problema que permanece abierto.
Esto se debe a que la construccion de una funcién de Dulac depende totalmente
del campo vectorial asociado al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
al cual se le quiere construir dicha funcién. En este sentido en el afio 1988,
E. Sdenz y 1. Szanto mostraron un criterio para la construccion de cierto tipo de
funciones de Dulac, para lo cual usaron métodos utilizados para la construccién
de funciones de Lyapunov (ver [9]). Con este antecedente es que en tiempos
recientes el interés por la construccién de funciones de Dulac ha resurgido. Asi
en el afio 2011, Cherkas y Grin presentaron un método para la construccién
de funciones de Dulac para sistemas de ecuaciones diferenciales polinomiales,
mientras que Osuna y Villasefor en el mismo afio presentaron un método alter-
nativo para la construccién de funciones de Dulac (ver [1, 6]). En el método
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propuesto por Osuna y Villasefior se cambia el problema de encontrar una fun-
cion de Dulac para un sistema de ecuaciones diferenciales por el problema de
encontrar una solucién a una ecuacién diferencial parcial, cuya solucién es una
funcién de Dulac para el sistema analizado. Algunas generalizaciones de esos
resultados pueden encontrarse en [6], [7] y [8].

Por otra parte, construir funciones de Dulac para modelos de la biomatemati-
ca es relevante desde dos puntos de vista. En primer lugar, su existencia excluye
la existencia de ciclos limites, los cuales pueden ser asociados a escenarios que
pueden ser benéficos o perjudiciales para las poblaciones. Por ejemplo, la perio-
dicidad del ciclo limite puede ser una estrategia que favorezca la reproduccion
de una especie (ver [2, 3, 12]) o la periodicidad del ciclo limite puede ser un
fenémeno no deseable cuando el ciclo limite tiene amplitud muy grande y un
periodo muy largo ya que durante un tiempo suficientemente grande el nlimero
de individuos en la poblacién estd en niveles muy bajos, lo que puede llevar a la
poblacioén a la extincién, siendo este escenario catastréfico para la poblacion. En
segundo lugar, la construccién de una funcién de Dulac para un sistema de ecua-
ciones diferenciales puede utilizarse junto con el teorema de Poincaré-Bendixon
para demostrar estabilidad global asintética de las soluciones del sistema. En
el caso que nos ocupa, en modelos de la biomatemaética, demostrar estabilidad
de los estados de equilibrio es fundamental para el disefio de estrategias que
impacten en los escenarios poblacionales.

En la construccién de modelos de la ecologia matemética se tienen presentes
algunas caracteristicas de poblaciones que comparten espacio y tiempo. Por
ejemplo, si individuos de la misma especie o individuos de especies distintas
compiten por los recursos. Particularmente, la competencia intraespecifica es
la que se da cuando individuos de la misma especie compiten por los recursos,
mientras que si individuos de diferentes especies compiten por los recursos esa
competencia es llamada competencia interespecifica. Ademds de estas carac-
teristicas existen relaciones entre las especies, por ejemplo relaciones del tipo
presa-depredador. Otro tipo de relacién entre especies es una relacion de mutua-
lismo, en la cual ambas especies se benefician y mejoran su aptitud bioldgica al
interactuar entre ellas.

Lo expuesto anteriormente es lo que le da direccion a la investigacion pre-
sentada en este trabajo cuyos resultados buscan aportar conocimiento sobre la
dindmica de algunos modelos de la ecologia de poblaciones. Para esto, en la
seccién 2 se muestran modelos utilizados en la ecologia matemaética, donde se
tienen dos especies con competencia intraespecifica o interespecifica, asi como
relaciones del tipo presa-depredador, competencia o relaciones de mutualismo,
ademds de términos que describen un proceso de captura de individuos de alguna
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de las especies. Finalmente, se construyen funciones de Dulac para algunas de
sus posibles generalizaciones. En la seccion 3 se muestra la aplicacién de los
resultados en modelos utilizados en la ecologia matemética. Por dltimo, en la
seccion 4 se discuten los resultados del trabajo.

2 Algunos modelos clasicos de interacciones entre
especies

En esta seccion se presentan algunos modelos de la biomatematica, los cuales
consisten de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomas en dos
dimensiones. En los ejemplos propuestos en esta seccion se consideran dos es-
pecies, las cuales comparten tanto espacio como recursos, por lo que pueden
existir interacciones entre sus individuos tales como competencia intraespecifica
o interespecifica, depredacién, mutualismo. Ademads, se considera un proceso
de captura de individuos de una especie. Finalmente, se construirdn funciones
de Dulac para cada una de las generalizaciones de los modelos presentados y asi
descartar la existencia de drbitas periddicas.
Los modelos a considerar se presentan a continuacion,

a) Considérese el modelo fitoplancton-zooplancton analizado en [10]:

s [1- 2]~ amp,
p TP[ k:} Z;p 0

zZ.

2 =0pz —cz 4D
donde p(t) es la densidad de fitoplancton y z(¢) la densidad de zooplanc-
ton, 7 es la tasa de crecimiento intrinseco del fitoplancton, & es la capaci-
dad de carga del fitoplancton, « es la tasa de depredacién especifica del
zooplancton sobre el fitoplancton, [ representa el radio de biomasa con-
sumida por el zooplancton para la produccién de nuevo zooplancton, c es
la tasa de muerte de zooplancton, 6 es la tasa de reproduccion de toxina
por especie de fitoplancton y v es la constante de saturacién media del
zooplancton.

b) Considérese el siguiente modelo de competencia y captura. En el siguiente
modelo se puede suponer que ambas especies se depredan una a la otra,
o que las dos especies sobreviven en el mismo hdbitat con los mismos
recursos. Este modelo puede describir ovejas y vacas pastoreando en el
mismo sitio (ver [13]),

21 =21(r1 — k171) — biziwe — hia,

2

x'g :.7,'2(7“2 — kQZL'Q) — b2$1l‘2 — hQZL'Q.
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En este caso el subindice ¢ describe a la especie ¢, donde ¢ = 1,2. r;
es la tasa de crecimiento intrinseco para la especie 7. k; es la tasa de
competencia intraespecifica. b; describe la competencia entre individuos
de ambas especies. Finalmente, la tasa de cosecha de la especie ¢ estd dada
por h;.

c) El siguiente ejemplo es un modelo bédsico de mutualismo facultativo [4].
En el cual las tasas de crecimiento intrinseco de la especie 7 estd denotada
por ;. b; es la tasa a la que se beneficia la especie ¢ de la presencia de la
especie j, donde i # j. El pardmetro k; describe el retardo en el tiempo
para el cual el beneficio de las interacciones entre individuos de especies
distintas afecta positivamente a la especie ¢,

: [1 1
Tr1 =Tr1T1 - |
ki1 + bixo
3)
2y =rowy [1— — 2
Para construir una generalizacién de los sistemas (1), (2) y (3) considérense
polinomios p;(x;) paral = 1,...,8 en las variables x1 y x2, los cuales estdn
dados por:

pi(x1) =a1z1 + (Ig%% + (Ig%? + -+ apal,
pa(21) =byzy + box] + by + - -+ + byaf,
p3(x1) =c121 + ca2] + e32f + - + et
pa(z1) =dix1 + doa? + dsai + -+ - + daf, @

ps(21) =e1a1 + e2xi + €33} + -+ + ezl

pe(22) =h1z2 + hoa3 + haxi + - + hyay,

pr(z2) =g172 + 9233% + 93303 + o g,

pg(xg) :kjll’Q + le‘% + kgx% +-+ erg,
donde los coeficientes son no negativos para todos los polinomios.

A continuacidn se probard que cada generalizacion de los modelos presenta-
dos en a), b) y ¢) admite una funcién de Dulac.

Teorema 1 Los sistemas:
a’)

¥ =rz; [1 _n fl)] — axopa(x1),

Ops(x1) () 5)

Ly =Pp3(x1)z2 — cpe(2) — v+ ps (1)
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372 E. MENDOZA — O. OSUNA — G. VILLAVICENCIO-PULIDO

b’)
71 = 21(r1 — kip1(x1) — biaps(x2)) — hipa (1), ©)
¥y = x2(r2 — kapr(22) — ba1ps(x1)) — hops(x2).
c’)
p1(z1)
r1 =T1M [1 — kl n blpa(ﬂfg)] — bpg(xl),
(7
To =T2T2 [1 — pr(e2) ] — cpg(x2).
ko + baps(x1)

\Y]

admiten una funcion de Dulac para todo x, 0y xzo > 0y por lo tanto el

sistema no tiene orbitas periodicas.

Demostracion. Para construir una funcién de Dulac para el modelo a’) se uti-
lizara el resultado del teorema 2 mostrado en el apéndice.

Sea
T =TIy [1 - 1?1(]:31)] — axapa(T1),
Opa(71) ®)
To =fBp3(x1)T2 — cpe(r2) — mm(@)
Definase
fi=rx [1 — p1(]§:1)] — axapa(x1)
g 0
fa = Bps(z1)x2 — cpe(x2) — mp7(x2)_

Célculando el negativo de la divergencia del campo vectorial asociado al sistema
a’) se tiene

—1
a1 + agx1 + azx? - + apay ] N

—dz’v(fl, fQ) = —7T [1 — /€

n S

. i— x . i—
> G = Daja] ™t + axy p2:f;11> + (= Dbl +
=2 =2

+

w

P6(T2)1 | S — 1)hyak!
T2 k=2

Opa(z1) [m(fﬂz) . zq:(k B 1)%1:12@1] .

Y+ ps(z1) | 32 =

_l’_

— Bpa(x1) + ¢
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Después de algunas factorizaciones se tiene que

, 1 1 LR . - _
—div(f1, f2) = — Efl - gfz +o Y G =Dagl e (k= Dhpas '+
j=2 k=2
q

S
; Opy(x
. 1 p4 1
+ary Yy (j—1)bjz]” 1)grh
JZ; 7 74‘105 x1) kZQ 2
La funcién ¢(x1, x2) se define como
r — 9p T 1
. i—1 4(z1)
c(ry,x2) = — Z Z(] - Daz] " — Z — 1) gk :C2

= v+ ps(r1) &=

S
. j—1 k—1
— azy Z(g - Daz] — cZ(k — Dhyxs
j=2 k=2
Utilizando c(z1, z2) se construye la siguiente ecuacion diferencial parcial

f1 0% f26:n2 ®(c(z1,72) — div(fi1, f2)), ©)

cuya solucién es una funcién de Dulac.
Sea ® = h(z), donde z = z(x1, x2), entonces se tiene que

[fl aax +fag - ] ?)Z h(c — divF).

Asi que
% (c — divF)
h
|:f13x1 + f23m2}
olnh B _mf;l-télfz
0z [fiza + fox1]’
Olnh 1
0z  z
Por lo tanto,
1
h =
(xla 1’2) 1'11'27

es una funcién de Dulac para el sistema (8).
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374 E. MENDOZA — O. OSUNA — G. VILLAVICENCIO-PULIDO

Para demostrar el caso b') se procederd de manera andloga al caso demostrado
anteriormente. En este caso, se construird una funcién de Dulac para el sistema
polinomial dado por

x1 =wx1(r1 — k1p1(x1) — biape(z2)) — hipa(z1),

) (10)
To =w9(ry — kopr(w2) — barps(x1)) — haps(z2).

Definase

f1 =z1(r1 — kipi(z1) — biaps(22)) — hapa(21)

fo = xa(ry — kapr(x2) — baaps(z1)) — hops(z2).

El negativo de la divergencia del sistema estd dada por:

—div(f1, fo) = — 11 + kipi(a1) + biaps(z2) + T1py (x1)k1 + po(z1)ha

— 19 + kopr(22) + by ps (1) + xokopr(22) + hopg(x2).
(11)

Nétese que:

n

py(z1) =(a1 + agzy + asa? + - + ane! ) 4+ (i — Dagai ™,
2

po(21) =(by + asy +b3a? + -+ b2i™H + > (k— Dbpah ™,

(k - 1)gk$l2€717

M= I

pr(x2) =(g1 + o1 + g3a? + - + g h) +

o

x|

[}

pé(m) =(k1 + kox1 + k‘gl’% 4+ 4 ktxg_l) + (7 — 1)bjk§_1.
=2

Para reducir las expresiones algebraicas se proponen los siguientes cambios
de variables

2 —1 —1
ai + agxy + azxi + - +ap!T ="

(
b1+a2$1+b3$%+...+bsxi¢fl:Z (
s—1 s—l(

(

gl+92$1+g3x%+...+gsx2 —w
k1+k2x1+k3x%+...+ktwg—l:m
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Asi que la expresion (11) puede escribirse como

—div(f1, f2) = — ;1 [.731(7’1 — kltnil(xl) — biap(z2)) — hlxlzsfl(xl)]

1
— ;2 [.1‘2(7"2 — kzws_l(xg) — bzlp(wl)) — $2h2mt_1]

n S

+ x1k1 Z(Z — 1)aixil_1 + hy Z(k} — 1)bkw’f_1
=2 k=2
q z -
+ x9ko Z(k — 1)gka:2 + ho Z(] — 1)[)]‘]{!%_ .
k=2 7=2

Factorizando —div( f1, f2) se tiene que

—div(f1, f2) _—*fl —*f2+331/€1 Z( —Daz{ ' + Z(k:—l)bkx’f‘l
=2 k=2
q z ’
+aoky Y (k= Dgeab™ +h > (= 1)bik] .
k=2 7j=2

Entonces, la funcién c¢(z1, z2) estd dada por:

c(xy,x2) = — 21k Z(z —Dagzt™t =y Z(k‘ — )bt
=2 k=2
q z '
— ok Y (k= 1)grab ™' —hy» (j— 1)bjk .
k=2 =2

De manera andloga al caso anterior se construye la siguiente ecuacion dife-
rencial parcial

) @
flaaggl+f2gx2 = O(c(a1, 22) — div(f1, f2))- (12)

Sea ® = h(z), donde z = z(z1, z2). Aplicando la regla de la cadena a (12)
se tiene que:

[fl 8890 f2 ] gh h(c — divF).

Asi que,
% _ (c—divF)

h [fld;zl +f28:c2]
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376 E. MENDOZA — O. OSUNA — G. VILLAVICENCIO-PULIDO

olnp — —fehdmiz

T1T2

0z [fize + fox1]’

Olnh 1
0z  z
Por lo tanto,
1
h = )
(21, 22) .

es una funcién de Dulac para el sistema (10).

Finalmente, se demostrard de manera andloga a los casos anteriores que el
caso ¢’) admite una funcién de Dulac.

Dado el sistema

. P1 («’Ul)
RO R — O S
1 =nn [ k1 + 512p6(962)] P2(@1)
(13)
Lo =TT {1 — ])7(:62)] — cps(z2),
ko + ba1pz(x1)
definase
p1(z1)
- G VR
fi=z1m1 { T b12p6(932)] p2(1)
y

fo = xaro [1 — pr(z2) J — cpg(z2).

ko + ba1ps(z1

Calculando el negativo de la divergencia del sistema se tiene que

pl(xl)ﬁ 96117/1(961)7“1
ki + biops(x2) ki + biape(z2

pr(x2)ra 2P (22)7
ky + boips(x1) ko + baipa(xy

—di’l)(fl,fz) =—71+ ) + bp;(xl) — 79

] + cpé(a@).

Derivando los polinomios se tiene que

p;(l‘l) =(by + box1 + ng% +- 4 (s— 1)bsxf_1) + (k — 1)bkx’f_1,
k=

RN

plg(arg) =(k1 + koxo + kga:% +o 4 (r— 1)krm‘§_1) + (j— 1)/<:jx%_1.
=2

<
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Considérense los siguientes cambios de variables:

(by + boay + bzt + -+ (s — Dbgai ™) = w1 (zy),
(k1 + kowo + k322 4 - 4 (j — Dkjal ") = B (a).

Asi se tiene que:
pa(wr) =w' ™ (@1) + ) (k= Db},

p(@a) =h? " (x2) + > (5 — Dkja ™
j=2

Con los cambios de variables propuestos se tiene que la divergencia del campo
vectorial estd dada por:

—div(fif2) = -~ [nxl (1 - ,ﬁf;)lfplgw> . bx1wt_l(a:1)}

p1 xl 1
+ b bk:c
k1 + biapi(x2) Z

1 p2($2) > 1 }
— — | rox 1 - — CI h] X
T2 [ > < ko + ba1pz(x1) 2 (@2)

r

p/2($2)7"2 -1
+ — - +c k: T
k2 + ba1ps (1) z_;( Dk

Después de factorizar —div(f1, f2) se tiene que

py (1)1
— - 1} — 1 b x
k1 + biapi(z2) kZQ b

—divlfi o) == = fat

+»]éxaa)r2)+»cj§:( 1)kjz) !

k2 + ba1ps (21 =

Si la funcién ¢(x1, x2) estd dada por

P1 331 (]
) = s b — 1)
e(x1,22) ki + biap1(z2) Z kx

p25527“2
——c j—lkx
ko + ba1ps(z1) Z 2
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378 E. MENDOZA — O. OSUNA — G. VILLAVICENCIO-PULIDO

Entonces la ecuacién diferencial parcial (12) se reduce a

Olnh 1
0z 2
cuya solucién,
1
h =
(:1:17 x2) $1$27

es una funcién de Dulac para el sistema (13), por lo que se demuestra
el resultado. W

3 Ejemplos

En esta seccidén se muestra la aplicacion de los resultados presentados en este
trabajo a modelos de la biomatematica.

En el ejemplo para fitoplancton y zooplancton mostrado en (8) si el efecto
negativo sobre el zooplancton debido a la presencia de toxinas liberadas por el
fitoplancton es descrito por una respuesta de Holling de tipo III como la usada
en [11] se tiene el siguiente modelo

p=rp [1 - B} — azp,
k
Op?
v+ p?

(14)

z=Ppz —cz — z.

Notese que el modelo (14), es una generalizacién del ejemplo 1. Asi que el
modelo admite una funcién de Dulac, por lo que no existirdn soluciones periddi-
cas del modelo.

Si en el ejemplo de competencia y captura dado por (10) se usa un término
cuadrdtico para describir la captura de la especies en lugar de un término lineal,
es decir, cuando la poblacién es pequeia se capturan muy pocos peces y cuando
la poblacién es grande se capturan mucho més peces, se tiene el siguiente modelo

21 =21(r1 — kipre1) — bivrwe — hyol,
) 9 (15)
Ty =x2(ry — kopaxa) — box122 — has.
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Usando el resultado ') del teorema 1 se concluye que el sistema (15) no
tiene soluciones periddicas debido que el sistema admite una funcién de Dulac.

Finalmente, si en el modelo de mutualismo dado por (3) se supone una cap-
tura proporcional a la poblacidn, se tiene el siguiente modelo

. T
1 =T1x1 [1 - ] — hizq,
k b
1+ 0122 (16)
. 1)
= 1—— | —h
T2 =Tox2 [ kg + bzm] 222,

el cual admite una funcion de Dulac al ser un caso particular de ¢’). Asi que el
modelo no presenta soluciones periddicas.

4 Discusion

La existencia de 6rbitas periddicas asociadas a modelos de interacciones entre
especies es un problema que permanece abierto y que ha sido abordado en nu-
merosas ocasiones. Conocer si la dindmica de las poblaciones estd descrita por
oscilaciones sostenidas o no es de vital interés para la ecologia. Lo anterior es
debido a que la periodicidad en muchos casos estd presente en los ciclos vi-
tales de muchos organismos. Un ejemplo donde la periodicidad beneficia a un
organismo es dado por el tdntalo americano o cigiiefia de cabeza pelada (Myc-
teria americana), la cual se reproduce al inicio de la temporada seca (invierno).
En ese sentido, la cigiiefia de bosque es beneficiada por la periodicidad de las
estaciones del afio ya que los ecosistemas de nivel fluctuante de agua donde la
cigiiefia busca alimento se ven afectados al inicio del invierno debido a que los
niveles de agua comienzan a descender y los peces de los que se alimentan estan
concentrados en pozas aisladas lo que favorece la captura de alimento. De no ser
este el caso, es decir, si en la temporada seca los niveles de agua no fueran bajos
las cigiieiias no llegarian a anidar lo cual seria catastréfico para su poblacién [3].
Mas atn, la periodicidad puede ser vista como una estrategia que las poblaciones
pueden adoptar para favorecer su crecimiento, por ejemplo, las cigarras periodi-
cas (Magicicada), las cuales pasan aproximadamente 13 o 17 afios de su vida
bajo la tierra en la clase juvenil y después entre 2 y 4 semanas de su vida emer-
gen de la tierra ya como adultos, buscan reproducirse en estas dltimas semanas
[12], es decir, se reproducen en periodos de 13 o 14 afios. Este mecanismo de
reproduccién permite que los periodos de reproduccién de las cigarras y la ma-
yoria de sus depredadores (aves, hormigas, arafias, reptiles y algunos mamiferos
pequefios) no estén sincronizados ya que la mayoria de sus depredadores tiene un
ciclo de vida de entre 2 y 3 afos. En este ejemplo, el tiempo que dura el ciclo de
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vida de la cigarra es de vital importancia para el aseguramiento de su poblacion,
la cual no logra estar a salvo de todos los peligros ya que aun cuando el ciclo
de vida de las cigarras es muy largo, estas pueden ser infectadas por un pardsito
fingico especializado el cual secuestra las sefiales sexuales de cigarras periddi-
cas, lo que permite que dicho hongo encuentre nuevos hospederos a expensas de
las cigarras, los cuales no se reproducen con éxito [2].

Por otro lado, no siempre la existencia de periodicidad en los ciclos pobla-
cionales es benéfica para la poblacién ya que si existen oscilaciones periddicas
y la amplitud de dichas oscilaciones es suficientemente grande las poblaciones
pueden estar por debajo de umbrales criticos de poblacidn, lo que es catastréfico
para las poblaciones. Caso contrario a cuando no existen oscilaciones sostenidas
en las poblaciones y estas tienden a sus respectivos equilibrios.

Si bien, los modelos clasicos de la ecologia matematica han sido amplia-
mente estudiados, y se conoce su dindmica en totalidad, conocer si perturba-
ciones del sistema generan Orbitas periddicas es un problema vigente. En este
trabajo se demuestra que algunas generalizaciones de modelos usados comiin-
mente excluyen la existencia de orbitas periddicas. Dichas generalizaciones
pueden describir mecanismos de interaccion entre las especies 0 mecanismos
que describan manejo de ellas. Ademds, dichos resultados pueden ser usados
para demostrar estabilidad de los puntos de equilibrios al ser usados junto con
el teorema de Poincaré-Bendixon. Ambas aplicaciones son fundamentales para
describir la dindmica de un modelo poblacional. En trabajo futuro se buscara
construir funciones de Dulac para modelos describiendo otro tipo de interac-
ciones entre especies.
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A Apéndice

Sea 2 C R? una regién simplemente conexa y

Z1 =fi(x1,z2),

17
Ty = fo(x1, 22). an

Considérese el conjunto de la funciones continuas C°(£2, R) y definanse los
siguientes conjuntos:

Fo = {f € C°(Q, R*U{0}) : se anula a lo més en un conjunto de medida cero},

Dy ={® e C*LR) : k= a(aifl) + 8(;;&) >0,k € Fol,
1 2
y
Dy ={® e C*QUR) : k= o) | (2fo) <0,k € Fo}.

8.7}1 8.%‘2

Una funcién de Dulac en el sistema (17) es un elemento en el conjunto:
Do(F) :== DY (F) U Dg(F).
Osuna y Vargas en [5] establecen el siguiente resultado.

Teorema 2 Si existe un funcion c € Fq tal que ® es una solucion del sistema

) o
f1§m+f2§m2 = ®(c(w1,22) = div(f1, f2)), (1%

con ® € Fq, entonces ® es una funcion de Dulac para (17) sobre .
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