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290 Y. BOLIVAR — M. CORTEZ

Resumen

Las dlgebras de Clifford son dlgebras asociativas y no conmutativas
definidas a través de ciertas estructuras multiplicativas. En estas dlgebras
no siempre existe una férmula explicita que permita expresar el producto
entre los vectores de la base del espacio vectorial, tal como estd propuesto
en el dlgebra A,, (ver [6]). En esta investigacion se ofrece una expresion
explicita para el producto de determinados elementos de la base del dlgebra
A, (2,0,7:5), lo cual representa la apertura para deducir célculos que
arrojen nuevos aportes en el andlisis de Clifford con pardmetros.

Palabras clave: dlgebra de Clifford; producto de vectores; férmula de Leibniz.

Abstract

Clifford algebras are associative and non-commutative algebras de-
fined through certain multiplicative structures. In these algebras there is
not always an explicit formula that allows expressing the product between
the vectors of the base of the vector space, as it is proposed in the algebra
A, (see [6]). This research offers an explicit expression for the product
of certain elements of the base of the algebra A, (2, o;,~;;), which rep-
resents the opening to deduce calculations that yield new contributions in
the Clifford analysis with parameters.

Keywords: Clifford algebra; vector product; Leibniz formula.

Mathematics Subject Classification: 15A66, 35N99.

1 Introduccion

En los dltimos afios, el tema de los problemas de valores iniciales en las alge-
bras de Clifford ha sido abordado a través del método de los espacios asociados
[7, 11, 12]. En el 2015, con la ayuda de la ecuacién (1.1) editada en [6], los
autores de [4] lograron resolver los problemas de valores iniciales planteados
en el dlgebra A,,. Posteriormente en el articulo [2], estos problemas se abordan
en las dlgebras de Clifford dependientes de pardmetros A, (2, o5, 7;;). En estas
publicaciones, entre otras [1, 5, 8, 9, 10, 13], previo a aplicar el método de los
espacios asociados se determina una expresion, denominada férmula de Leibniz,
para calcular D(u,v), donde u y v son funciones dadas en el dlgebra de Clifford
considerada y D es el operador de Cauchy Riemann:

o " o
j=1
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Inspirados en estos trabajos surgié el propdsito de establecer una férmula de
Leibniz sobre funciones u y v con valores en el dlgebra A, (2, j,;;). Pre-
vio a este resultado se proporciona el producto e; e 4 entre los elementos e; y
ea,i€{1,...,n}, Ael, ={0,1,2,...,n,12,13,...,1n,...,123...n},
pertenecientes a la base del dlgebra A, (2, o, vij).

2 Preliminares

Las dlgebras de Clifford con pardmetros se definen como clases de equivalencia
sobre el anillo de polinomios R[X71,...,X,] con coeficientes reales, bajo las
relaciones de equivalencia mds generales que:

k/-,
X;7 +aj(p) ~ 0,
Xin —|—XZXJ — 272‘]'(])) ~ O, Z,j = 1,. ..,

donde los valores k; son enteros no negativos mayores e iguales a 2, o;(p) y
7vij(p) = 7;i(p) son funciones de valores reales que dependen posiblemente de
un pardmetro p. Estas dlgebras se denotan por:

An(plkj, aj(p),vi5(p)) sin > 2,
A1(plk, a(p)) sin=1.

Cuando las funciones o; y 7;; no dependan del pardmetro p, estas dlgebras
se denotardn por:
An(kj,aj,%-j) sin > 2,

Ai(k,a) sin=1.

Especificamente, en este trabajo se utilizard el dlgebra A, (2, oj,7i5), que
estd dotada de las relaciones de estructuras:

e2

i = _a’i7

eie; +eje; = 24, h,j=1,....,n, 1% j.

El vector e4 perteneciente a la base del dlgebra A, (2, aj, vi;), suele denotarse
eqs = ep,..h, donde A = {hy,---  h,} C {1, -+ ,n} ademds tenemos que
recordar que 1 < hy < -+ < h, < n. Ademds, si A = (), entonces e4 = ¢y =
L. Asi, cada elemento a en Ay (2, j,7ij) se representa a = »_ ,cp aasea,
dondeay e RyT',, ={0,1,2,...,n,12,13,...,1n,...,123...n}. Se usard
la notacién I}, para el conjunto I, — {0}.
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292 Y. BOLIVAR — M. CORTEZ

Sea 2 un conjunto de R"*!. Las funciones u definidas en 2 y con valores
en el dlgebra A, estaran definidas como:

u(z) = Z ua(x)ea, x=(xo,...,xn) €Q,

Ael'y

donde cada u 4 es una funcion de valor real.
Se dird que la funcién v posee cierta propiedad (continuidad, diferenciabili-
dad, entre otras) si cada funcién u4, A € I';,, posee esas propiedades.

Definicién 1 Sea Q2 un dominio en R"' y w una funcién definida y de clase
C' en Q, con valores en las dlgebras de Clifford. Se dice que la funcion u es
monogénica a la izquierda (derecha) si satisface la ecuacion:

Du =0 (uD = 0).

3 Resultados previos

En el dlgebra A, (ver [6]) se establece el producto:

(_1)#(14(73) (_1)P(A,B)

€AEB = €AAB,

donde # A representa la cardinalidad del conjunto A:

P(A,B) =Y P(A,j), )
jEB
P(A,j) = #{i€ A:i> j}. (3)

Los conjuntos A, B y AAB (diferencia simétrica entre A y B) estan orde-
nados en la forma prescrita.

La expresion (2) sigue siendo vélida en el dlgebra A, (2, a;,vi;). En las
préximas demostraciones se usard la formula:

P({i}, A) =#{jcA:i>j}. )
SiAeTlleie{l,...,n}, entonces se establecen las siguientes condi-
ciones: I) #A esimparei ¢ A II) #Aesparei € A.

Lema 1 Si los conjuntos A e {i} satisfacen las condiciones I) o II), entonces:

w(i, A) = (=1)PUHA) _ (_q)pALih) £ g,
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Demostracion. Sea A = {hy, ho, - ,hs,hst1, -+ ,hy}. Luego, #A = r. Si
se considera valida la condicién I), entonces se escoge:

hi <hg < - <hg<i<hg <---<h,.

De este modo, p(A,{i}) = r — sy p({i}, A) = s. Ahora, siendo r impar se
tiene:

WA = (F1) = ()7 = L= (2] (1) = 2=,
Por otro lado, si la condicién II) se satisface, entonces se considera:
hi <hg < - <hg<hg1 =1<hgpo <---<h,.

Asi, p(A,{i}) = r —s—1yp({i}, A) = s. De la condicién r es par, se
cumple:

wia = (_1)5 o (_1)7’—5—1 _ |:1 + (_1)r—11| (_1)5 _ 2(_1)])({2'},14)'

Asi, se concluye la prueba.
Si los conjuntos {i} y A € I'}, i € {1,...,n}, satisfacen las condiciones
I) o II), entonces se escribird (i, A) € ®. Asi, la funcién w(i, A) establecida en

(1), se reduce a: ‘
i, A) = 2(—- 1P,
siempre que (i, A) € ©. m
En las préximas demostraciones los conjuntos Ay = {hi,ho,...,hi} y
Agy1 = {h1,ha,..., hg, hxy1} se consideran como elementos en I';,. Ademis,

a continuacion se etiquetardn todas las posibles relaciones entre los elementos
del conjunto Ay = {h1,ho,...,hg, hgr1} yelelementoi € {1,...,n}:

h1 <+ <hs1<hs=1<hgy <+ <hg <hpy1, 5)
hi < -+ <hso1 <hsg<i<hsgpy <--- < hg <hggr, (6)
i< hy <o <hgp <hggr, @)
hy < -+ < hg <i<hgs1, ()
i = Nk, )
h1 <hg <--- <hpyr <t. (10)
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294 Y. BOLIVAR — M. CORTEZ

Lema 2 Sean Ak = {hl, hg, ceey hk} y Ak+1 = {hl, hg, . ,hk, hk—l—l} ele-
mentosenl',, et € {1, - ,n}, entonces:

P({Z}7Ak)v 1 < hk+1
P({i}, Agt1) =
P({i}, A +1, i> hpyr.

Demostracion. Si se considera i < hj1, entonces los casos (5)-(9) permiten
obtener:

P({i}, Agy1) = s—1,
P({i}, Ag+1) = s,
P({i}, Ag+1) = 0,
P{i}, Ax1) = k,
P({i}, Agr1) = k

respectivamente, asi
P({i}, Ax) = P({t}, Ak+1).
Por otro lado, la condicién ¢ > hyy1 corresponde al caso (10). De este
modo, se tiene P({i}, Ax11) = k+ 1y P({i}, Ax) = k. Concluyendo asf la
demostracion. m

Proposicion 1 Sean Ay y Ayy1 elementosenl',, ei € {1...n}.
i) Sit # hgy1, entonces:
{i} N A = {i} N Apr. (11)
ii) Sii = hyy1, entonces:

{idnAr =0y {i}NAps1 =y

Demostracion. Sean Ay y Ayyq elementosen I'yy e i € {1...n}. Para de-
mostrar i) Se requiere examinar varios casos. Si se considera el establecido en
(5), se obtiene:

{Z} NA, = {Z} NAgi1 = {hs}

Por otra parte, si se verifican las condiciones (6), (7), (8) y (10), se cumple:
{i}N A ={i} N Agyq = 0.

Finalmente, de acuerdo con las estructuras de los conjuntos Ay y Ay, 1, la com-
probacién de ii) es inmediata. m
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Proposicion 2 Sean Ay y A1 enTy ei € {1,...,n}, entonces:
eiAAk+17 Z < hk+1
CiNAy, Ehyrr = § — Xhysr CidAj 15 i = hgt1 (12)

2’th+1,i€Ak - eiAAk+17 i > hk+1'
Demostracion. Sean Ay y Ayq elementosen I'y, e i € {1,...,n}. Observe
que, bajo la condicién ¢ < hj4; se consideran los casos (5), (6), (7) y (8). De
este modo, se llega a los siguientes resultados:

CiAALChg 1 = Chyhg_1het1+hiChypr = Chihe_1hep1-hphryrr = CiAAgi1s
CiAALChy 1 = Chyhsihgi1-hgChipy = Chihsihsy1-hphpyr = CiAAgLs
eiAAkehk+1 = e’ihy“hk ehk+1 = eih1'~~hkhk+1 = eiAAk+17
€iAALChyy1 = Chy-hyiChyyy = Chy-hyihppy = CidApyqs

respectivamente.
Por otro lado, si ¢ = hg1 entonces:
CiAALChy 1 = Chyhphyp1Chipr = TQhy 1 CiAAL -

Finalmente, el caso ¢ > hg1 implica:

CiNARChy 1 =  ChyhgiChypq = Chyhy (27hk+1,i - ethrli)

27hk+1,ieAk - eiAAk+1 .

De este modo se comprueba (12). =

4 Formula producto en A, (2, oj, ;)

Sean e; y e4 elementos pertenecientes a la base del dlgebra A, (2, o, 7ij), @ €
{1,...,n} y A € T,,. El propésito de esta seccion es establecer el producto
ej e4 (denotado e;4) en el dlgebra A, (2, oy, 7ij).

En el proximo teorema el caso A = () no se considera por ser evidente.

Teorema 1 Seani € {1,...,n}y A € T',. Entonces:
eia = agna(=1)" M) PEDe g
+2 Y ()P yse i aa, (13)
j<ijeA

donde g = 1.
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Demostracion. La demostracién se abordara usando induccién matemadtica so-
bre el cardinal del conjunto A, denotado #A. Si #A = 1 la férmula (13) se
cumple. En efecto, considerando A = {i}, se verifica e; ¢; = —a;. Por otro
lado, si A = {j} y i < j, entonces e; e; = e; e;. Finalmente, si j < ¢ se cumple
e;ej = —eje; + 27;;. Ahora, supéngase que la expresion (13) es vilida para
#A = k, entonces se demostrard que esta férmula también se cumple para el
caso #A =k + 1.

Considerando Ap1 = {hi, ha,..., hg, hgt1} como elemento en 'y, se
comprobard que dicho conjunto satisface (13). Por induccién, la expresién (13)
es vélida para Ay, = {h1, ho, ..., hi}, entonces multiplicindola a la derecha por
el vector ey, , se obtiene:

CiAyChyyy = Cidpyy = Oé{i}mAk(*Unqi}mk)(*1)P({i}’A'“)6{'}AAketh
+2 > ( POA) yjie iy an,Chyss - (14)
.7<27.7€Ak

Si se considera el caso i < hy41, del Lema 2, de la Proposicién 1 y de la
Proposicién 2 surge:

Cidps = aiﬁAk+1(_ )n({i}ﬁAkH)(_ )P({i}’Ak“)@iAAkH
42 Z P({5}, AHI)'Y’iejAAHy
J<i,jEAg
Puesto que j < ¢ < hyy1, entonces:
Cidpyr = O‘iﬂAkH(_1)n({i}mAk+1)(_1)P({i}7Ak+1)eiAAk+1
+2 ) ()P e A,
J<t,jE€EAk+1

verificindose asi (14). Para el caso ¢ = hy1, se aplica el Lema 2 y la Proposi-
cion 2, luego:

Cidprs = aO(_l)O(_l)P({i}AkH)(_1>O‘k+1€{i}AAk+1
+2 Z PUITRA e et (15)
j<i,jeAL
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Puesto que j < i < hy1, se sigue cumpliendo P({j}, Ax+1) = P({j}, Ax)
Y €jAALEk+1 = €jAA,, - Porotro lado considerando (1), 1a ecuacion (15) puede
escribirse:

1)”({i}ﬁAk+1) (_1)P({i}:Ak+1)

eiAIH_l = a{i}ﬂAk+1 (_ e{i}AA]H,l
J<i,J€AkR41

Resta demostrar el caso hp, 1 < i. Fijense que, como j ¢ Ay.q solo debe
considerarse el caso j < hy1. Usando nuevamente la expresion (14), se aplicara
el Lema 2 y la Proposicién 2, de modo que:

Cidpy = Oé{z'}mAkH(—1)n({i}mA’“)(—1)P({i}’A’““)_1[27hk+1,i6Ak — €A ]
+2 Z A k)/yjie{j}AAkehk-ﬁ-l' (16)
j<i,jEAL

Observe que O[{Z'}mAkle(fl)n({i}ﬂAk) = 1. Ademds si j < hyy1, entonces:
CLVAALCh 1 = €{j}AAy,, - Asi, 1a expresion (16) se puede reescribir como:
Citpnr = Oy, (—1)M M) (Z1) P Axe)

_2(_1)P({i}714k+1)

Cli}AAR 41
Vhit1,i€ Ay

+2 Z (_1)P({j}’A)’in€{j}AAk+l-
j<i,jEAL

El término 2(—1)PUBAks)y, ey, puede incluirse en la dltima suma-
toria a través de la igualdad (—1)P(hAer)+1 — (—1)P({hes1}Aks1) - Final-
mente, siendo Ay = {hy1}AAki1, se consigue el resultado:

)n({i}ﬁAkH) (_1)P({i}~4k+1)

Cidpyn = a{i}ﬂAkH(_l CLi}AAk 11
+2 Z (_1)P({J}’Ak+1)'ine{j}AAkH'
J<i,j€Ak41

Todo lo examinado, permite concluir la prueba. m

De modo andlogo se cumple, el lema 3.
Lema3 Seani € {1,...,n}y A € I,.. Entonces:
)n({i}ﬁA)(_ )P

eai = agynal—1 efiraa
+2 Y (=)W eaa. (17
j>i,jEA
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S Aplicaciones

En esta seccidn, usando las expresiones (13) y (17), se plantea una expresion
alternativa a la presentada en [2] para calcular D(u, v) donde u y v son funciones
en el dlgebra de Clifford dependientes de pardmetro A, (2, as, i5)-

Lema 4 Sean:

U = Z upes  y v= Z VAEA, (18)

Ael'y Ael'y,

funciones de clase C* con valores en A, (2, o, 7ij). Entonces:
n
D(u,v) = D(u)v+ Z e; u;(v).
1=0

Demostracién: Sean v y v funciones de clase C'! con valores en A, (2, oj, vi;)
de la forma (18). Aplicando el operador de Cauchy-Riemann generalizado sobre
el producto v y usando el Lema 3.1.1 de [3], resulta:

D(u,v) = Y e (di(u)v+udy(v))

=0

1=0 =0

= D(u)v+ Zeiuai(v). ]
=0

Teorema 2 Considérense las funciones w y v de la forma (18), de clase C' y
con valores en el dlgebra Ay (2, o, ;). Entonces, es vdlida la expresion:

D(u,v) = D(u)v+uD(v) (20)
> [O‘{i}ﬂA(_1)n({i}mA)wi,Ae{z’}AA
i—1 AeT,
+2 Z (—1)POI e iaa
j<ijeA
- (_1)P(A’{j})’7ije{j}AA}UAaiU-
j>ijeA
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Demostracion. Por el Lema 4,

D(u,v) = D(u)v+ Z Z ugeieq0i(v)

i=0 Ael
Considerando la diferencia de las expresiones (13) y (17) queda:

ciea = eae;+apyaa(—1)" (PR ()PALDYe

233 | Y )M eangy

i=1 A€y, jEA, j<i

- Z (_1)p(A’{i})'7ije(AA{j})}UAaiva (21

JEA, j>i
donde ¢,j = 1,...n. Sustituyendo esta tltima expresion en (21) y designando:
w(i, A) = (=1)PURA _ (_)PAd])

se obtiene de inmediato (20). m

Corolario 1 Considérense las funciones w y v de la forma (18), de clase C' y
con valores en el dlgebra A, (2, o, ;). Entonces es vdlida la expresion:

D(u,v) = D(u )1)—|—uD()

+22 Z agynal= pypiinA Jeyaauadiv  (22)
=1 (i,A)ed

+22 > [ > ()P yieran

i=1 Ael'y, j<ijeA

_ Z (—1)P(A’{j})%'j€{j}AA} uAO;. (23)

j>i,jeA

Rev.Mate.Teor:Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 27(2): 289-303, Jul-Dec 2020



300 Y. BOLIVAR — M. CORTEZ

51 Cason=2yn=3

Ahora se revisa la formula D(u,v) enel cason = 2y n = 3. A través del
Teorema 2, si n = 2, entonces I's = {0,1,2,12}. De este modo, en el dlgebra
As(2, a1, g, y) se obtiene:

D(u,v) = D(u)v+uD()

+(argryngy (1) D

(1{2p) €12
_2(— )P e Yy

+(a{2}m{1} (_1)n({2}ﬂ{1})w

(2.{1p¢12
+2(_1)P({1},{1})76{0})1“32@

+(a{1}ﬂ{1,2}(—1)”({1}0{1,2})w

(1,{1,2})€2
—2(—1)P({1’2}’{1})’Y€{1}))U1281U

(—1)nn(L2)),,

+(aq23n{1,2) (2{1,2})€1

+2(—1) PO D06 ) ug000.
De los valores p({1}, A) = 0, 4 € Ty, y
p({2},{2}) =0, p({2},{1}) = p({2},{1,2}) = p({1,2},{1}) = L.
w(l, {2}) =w(1,{1,2}) =2, w(2,{1}) =w(2,{1,2}) = -2,
se obtiene:

D(u,v) = D(u)v+uD(v)
+2(—yuzeo + 2ve1ui2 — areaur + ugei2)oiv

+2(’}/U160 + ageiuys + 2vesuin — ulelg)agv.
Observe que esta expresion coincide con los resultados obtenidos en [2].
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Sin = 3, entonces I's = {0,1,2,3,12,13,23,123}. De acuerdo con el
resultado (20), a través de los valores p({1}, 4) = 0, A € I's,

w(1,{2}) = w(1,{3}) = w(2,{3}) = w(1,{1,2})
w(1,{1,3}) =w(2,{2,3}) =2

w(27 {1}) = w(37 {1}) = w(37 {2}) = w(27 {17 2})
w(3,{1,3}) = w(3,{2,3}) = -2

p({2},{1}) = p({2},{1,2}) = p({2},{1,3}) = p({2}.{1,2,3}) =1

p({3},{1}) = p({3},{2}) = p({3}.{1,3}) = p({3},{2,3}) =1

P((3),1,2)) = p({3}, {1,2,3]) = 2.

Asi, en el dlgebra A3(2, a1, ag, a3, 12,713, Y23 ), S€ obtiene:

D(u,v) = D(u)v+uD(v)
+2|(—y12u2 — 713u3)eq + (—y12u12 — Y13U13)e1
+(—aiuiz — y13u23)es + (—oquiz + yi2uss)es
+(u2 — y13u123)e12 + (u3 + 712u123)€13} v
+2 | (u1 +y23u3)eq + (ouiz + y12u12 — Y12u12)€1
+(712u12 — Y23u23)e2 + (—Y12u13 — Q2u23)e3
+(u1 — ye3u123)e12 + (us + 712%23)623} Do
+2|(y13u1 — Y23u2)eo + (azu1z + y23u1)e1
+(—azug3 + v13uz2)ez + (23u23 + y13u13)e3
+(—u1 — y23u123)e1s + (—uz + 713u123)€23] 03v.
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302 Y. BOLIVAR — M. CORTEZ

Hasta ahora, en el algebra de Clifford con pardmetros A, (2, cj,;;), no exis-
te un producto andlogo al obtenido en [6] sobre el dlgebra de Clifford .4,,, sin
embargo la presente investigacion propone el Teorema 1 como una herramienta
para obtener la deseada generalizacion.

Ademds, debe destacarse que lo novedoso de los resultados planteados en el
Teorema 1 y el Teorema 2 radica en que los célculos expuestos vienen expre-
sados explicitamente en funcién de los valores o; y v;5, 4,7 = 1,...n. Conse-
cuentemente, en el andlisis de Clifford A,,(2, aj, fyij) los calculos resultan mas
efectivos.
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