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Resumen

En este trabajo probamos que en un topos elemental, todo objetoA tal queA + A tiene
una función de elecci´on interna, entonces todo subobjeto deA tiene complemento. Tambi´en
consideramos un concepto débil de funci´on de elecci´on y probamos que cualquier objeto
K−finito decidible posee una funci´on de elecci´on de este tipo internamente.
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Abstract

We prove that any elementary topos any objetA such thatA + A has an internal choice
map, then every subobject ofA has complement. We also consider a weaker concept of choice
map and we prove that anyK−finite decidable objet has this kind of choice map (internally).

Keywords: Topoi, finiteness, choice.
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1 Introducción

Jean Benabou prob´o en [2] que en un topos elemental es booleano si y solo si el objeto1 + 1
tiene una funci´on de elecci´on (interna). En esta nota probaremos que siA es un objeto de un
topos elemental (o simplemente un topos) entonces todo subobjeto deA tiene complemento si
A + A tiene una funci´on de elecci´on interna. Tambi´en introduciremos una versi´on más débil
del concepto de funci´on de elecci´on y probaremos que todo objetoK−finito decidible tiene una
función de elecci´on (interna) de este tipo, en particular1 +1 tiene una funci´on de elecci´on de esta
clase internamente.
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2 Desarrollo

Definición 2.1. (a) Seaf : X → Y un morfismo en un toposE, denotamos porπ(f) al objeto
deE definido por

π(f) =
{
g ∈ XY /f ◦ g = idY

}
⊆ XY

(b) SiX es un objeto deE, sean

EX =
{
(X ′, x)/X ′ ⊆ X ∧ x ∈ X ′} ,

pr1 : EX → P(X) y pr2 : EX → P (X) son las dos proyecciones yP(X) = ΩX es el
“conjunto de partes deX”. La imagen depr1 es el objeto

P+(X) =
{
X ′ ⊆ X/ ∃x∈X x ∈ X ′}

(c) Una funcíon de eleccíon paraX es un morfismof : P+(X)→ X tal que

|= ∀X′∈P+(X)f(X ′) ∈ X ′.

(d) SeaX un objeto deE, decimos queX es un objeto de elección (interno) si

|= ∃f∈X P+(X) ∀X′∈P+(X) f(X ′) ∈ X ′

lo que es equivalente a afirmar queC(X)→ 1 es un epimorfismo, donde

C(X) =
{

f ∈ XP+(X)/f es una funcíon de eleccíon
}

Nota. Si pr1 : EX → P+(X) es tal quepr1(X ′, x) = X ′, entoncesX es un objeto de elecci´on
(interno) si y solo siπ(pr1)→ 1 es un epimorfismo.

Definición 2.2. Seaj : A′ → A un monomorfismo en un toposE si

A
i1−→ A + A

i2←− A es un diagrama coproducto. Sean

R∗ = ∩{R ⊆ (A + A)× (A + A)/R es una relacíon de equivalencia∧
{
(i1(j(a)), i2(j(a)))/a ∈ A′} ⊆ R

}

B = (A + A)/R∗, r : A + A→ B el morfismo cociente, j1 = r ◦ i1, j2 = r ◦ i2

Observacíon. R∗ es una relaci´on de equivalencia enA + A y r es un epimorfismo.

Lema 2.1. Seaj : A′ → A un monomorfismo en un toposE, con las notaciones de la definición
2.2, se tiene que

A′ j−−−−→ A

j

y
yj2

A −−−−→
j1

B

(1)

es un coproducto fibrado.
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PRUEBA. Comor ◦ i1 ◦ j = r ◦ i2 ◦ j entoncesj1 ◦ j = j2 ◦ j y ası́ el diagrama (1) conmuta.
Suponga se tiene el siguiente diagrama conmutativo

A′ j−−−−→ A

j

y
yg1

A −−−−→
g2

C

(2)

Seag : A + A→ C tal queg ◦ i1 = g, g ◦ i2 = g2 y Rg la relación definida enA + A por:

|= (c, c′) ∈ Rg ⇐⇒ g(c) = g(c′).

Comog1 ◦ j = g2 ◦ j se tieneg ◦ i1 ◦ j = g ◦ i2 ◦ j y entonces

|= a ∈ A′ ⇒ g(i1(j(a))) = g(i2(j(a)))
⇒ (i1(j(a)), i2(j(a))) ∈ Rg

Entonces|= {(i1(j(a)), i2(j(a)))/a ∈ A′} ⊆ Rg, por lo tantoR∗ ⊆ Rg.
Seak : B → C tal que|= k([s]) = g(s) donde[s] es la clase de equivalencia des respecto a

R∗, s ∈ A + A.
Debemos probar quek está bien definida:

|= [s] = [s′]⇒ (s, s′) ∈ R∗

⇒ (s, s′) ∈ Rg

⇒ g(s) = g(s′)

Probemos ahora quek es el único morfismo tal que el siguiente diagrama conmuta

A′ A

A B

C

-j

?
j

?
j2

A
A
A
A
A
A
A
AU

g2-j1

HHHHHHHHj
g1

p p p p p p p pR

k

Por definición dek tenemos quek ◦ r = g y entonces

k ◦ j1 = k ◦ r ◦ i1 = g ◦ i1 = g1, luegok ◦ j1 = g1 y

k ◦ j2 = k ◦ r ◦ i2 = g ◦ i2 = g2, ası́ se tiene quek ◦ j2 = g2

Suponga que existe otro morfismok′ : B → C tal quek′ ◦ j1 = g1 y k′ ◦ j2 = g2, entonces
k′ ◦ r ◦ i1 = g1 y k′ ◦ r ◦ i2 = g2. Pero sabemos queg : A + A→ C es único tal queg ◦ i1 = g1,
g ◦ i2 = g2, por lo tantog = k′ ◦ r; también tenemos queg = k ◦ r y entoncesk′ ◦ r = k ◦ r y
comor es un epimorfismo, se debe tener quek′ = k.

El siguiente lema es un resultado de Jean Benabou [2]:
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Lema 2.2. Si

A′ j−−−−→ A

j

y
yj2

A −−−−→
j1

B

(3)

es un coproducto fibrado en un toposE, A′ j−→ A es un monomorfismo y

r : A + A → B es tal quer ◦ i1 = j1, r ◦ i2 = j2 dondeA
i1−→ A + A

i2←− A es un coproducto,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A′ es complementado enA.

(ii) exister′ : B → A + A tal quer ◦ r′ = idB .

(iii) existe un morfismo1→ π(r).

(iv) π(r)→ 1 es un epimorfismo.

Teorema 2.1.SeaA un objeto de un toposE. SiA+A es un objeto de elección interno, entonces
todoA′ � A subobjeto deA tiene complemento.

PRUEBA. Sear : A + A → B como arriba, para probar queA′ tiene complemento es suficiente
observar que la siguiente f´ormula

∃h∈BA+A r ◦ h = idB

es válida enE, ya que esto es equivalente a decir queπ(r) → 1 es un epimorfismo y por el lema
2.2 tendŕıamos queA′ serı́a complementado enA.

ComoA+A es un objeto de elecci´on interno entonces existe un morfismo de elecci´on interno
g : P+(A + A)→ A + A. ComoB ⊆ P+(A + A), por el lema 2.1, seah = g|B : B → A + A.
Entonces se tiene quep ◦ h = idB internamente, es decir, la f´ormula

∃h∈BA+A r ◦ h = idB

es válida enE. EntoncesA′ es complementado enA.

Definición 2.3. Un toposE es booleano si todoA′ � A subobjeto de cualquier objetoA deE
tiene complemento.

Corolario 2.1. Si todo objeto de un toposE tiene una funcíon de eleccíon interna, entonces el
toposE es booleano.

Corolario 2.2. SeaE un topos tal que para todo epimorfismof : X → Y , existe un morfismo
g : Y → X tal quef ◦ g = idY . Entonces todo objeto deE tiene una funcíon de eleccíon, en
particular E es booleano.
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PRUEBA. SeaX objeto deE, pr1 : EX → P+(X) es un epimorfismo, luego existeh : P+(X)→
EX tal que pr1 ◦ h = idP+(X), entonces
g = pr2 ◦ h : P+(X)→ X es un morfismo de elecci´on:

|= X ′ ∈ P+(X)⇒ h(X ′) ∈ EX
⇒ (X ′, g(X ′)) ∈ EX (pr1 ◦ h = idP+(X) ∧ pr2 ◦ h = g)

⇒ g(X ′) ∈ X ′

entonces
|= ∀X′∈P+(X) g(X ′) ∈ X ′.

Las hipótesis del corolario 2.2 junto con la consecuencia de queE es booleano, es un resultado
de R. Diaconescu [3].

Definición 2.4. SeaE un topos yX un objeto deE. Denote porK(X) el subobjeto ḿas pequẽno
deΩX , que es cerrado bajo uniones binarias y que contiene
pφq : 1 → ΩX , {·}X : X → ΩX . K(X) es llamado el objeto de los subobjetosK−finitos
deX. Decimos queX esK−finito si pXq : 1 → ΩX se factoriza a trav́es deK(X) � ΩX .
K+(X) es el subconjunto ḿas pequeo deΩX cerrado bajo las uniones binarias y que contiene a
{·}X : X → ΩX .

Nota: K+(X) ⊆ K(X)
φ←−− 1 es un diagrama coproducto ([1], p.206. Lema 1.5).

Definición 2.5. (a) SeaX un objeto en un toposE, f : K+(X)→ X es una funcíon de eleccíon
finita si

|= ∀X′∈K+(X) f(X ′) ∈ X ′

(b) decimos queX es decidible si la diagonal∆ : X → X ×X tiene complemento enX ×X.

Proposicíon 2.1. SeaX un objeto decidible de un toposE. SiX ′,X ′′ ⊆ X y f : K+(X ′)→ X ′,
g : K+(X ′′) → X ′′ son funciones de elección finitas yC(f, g) : K+(X ′ ∪X ′′) → X ′ ∪X ′′ es
tal que

C(f, g)(Z) =

{
g(Z ∩X ′′), si Z ∩X ′ = pφq;

f(Z ∩X ′), si Z ∩X ′ ∈ K+(X ′).

EntoncesC(f, g) es una funcíon de eleccíon finita.

PRUEBA. Probemos primero queC(f, g) es una funci´on. ComoX es decidible tenemos que
K(X) ⊆ 2X y K(X) es un ideal del álgebra booleana2X . (Lema 6.1 de [1]); por lo tanto
X ′ ∩ Z ∈ K(X ′) y X ′′ ∩ Z ∈ K(X ′′). Por otro lado sabemos que

|= ∀O∈K(X) (O ∈ K+(X) ∨O = pφq)

EntoncesK+(X ′ ∪X ′′) es la unión disjunta de

A =
{
Z ∈ K+(X ′ ∪X ′′)/Z ∩X ′ = pφq

}
y

B =
{
Z ∈ K+(X ′ ∪X ′′)/Z ∩X ′ ∈ K+(X ′)

}
,
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por lo tanto se tiene

|= Z ∈ A⇒ Z ∩X ′ = pφq
⇒ Z ∩X ′′ 6= pφq
⇒ Z ∩X ′′ ∈ K+(X ′′)

Por lo tantoC(f, g) es una funci´on ya que

C(f, g)|A(Z) = g(Z ∩X ′′) y

C(f, g)|B(Z) = f(Z ∩X ′)

Por otro lado se tiene que

|= Z ∈ K+(X ′ ∪X ′′)⇒ Z ∩X ′′ ∈ K+(X ′′) ∨ Z ∩X ′ ∈ K+(X ′)
⇒ C(f, g)(Z) = g(Z ∩X ′′) ∨ C(f, g)(Z) = f(Z ∩X ′)
⇒ C(f, g)(Z) ∈ Z ∩X ′′ ∨ C(f, g)(Z) ∈ Z ∩X ′

⇒ C(f, g)(Z) ∈ Z.

EntoncesC(f, g) es una funci´on de elecci´on finita.

Definición 2.6. SeaX un objeto de un toposE. Denote porS(X) el subobjeto deΩX dado por

{
X ′ ∈ ΩX/ ∃

f∈ΩΩX×X (f : K+(X ′)→ X ′ es una funcíon de eleccíon finita)
}

Teorema 2.2.SeaE un topos,X objeto deE. SiX es decidible entoncesK(X) ⊆ S(X).

PRUEBA. Es suficiente demostrar que{·}X : X → ΩX , pφq : 1 → ΩX se factorizan a trav´es de
K(X) y queS(X) es cerrado bajo uniones binarias.

(i) pφq : 1→ ΩX se factoriza a trav´es deS(X) ya queK+(φ) = φ y
[|X ′ ⊆ φ ∧ X ′ ∈ K+(φ)|] = φ.
Por lo tanto la fórmulaX ′ ⊆ φ ∧ X ′ ∈ K+(φ) ⇒ idφ(X ′) ∈ X ′ es válida y entonces
idφ : φ = k+(φ) → φ es una funci´on de elecci´on finita y entoncespφq : 1 → ΩX se
factoriza a trav´es deS(X).

(ii) {·}X : X → ΩX se factoriza a trav´es deS(X) ya que sih : K+({x}) → {x} está dado por
h(y) = x, ∀y ∈ K+({x}), entoncesh es una funci´on de elecci´on finita ya que:

|= y ∈ K+({x})⇒ ∃z∈Xz ∈ y ∧ y ⊆ {x}
⇒ ∃z∈Xz ∈ y ∧ z = x

⇒ x ∈ y

⇒ h(y) ∈ y
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(iii) S(X) es cerrado bajo uniones binarias.

|= X ′,X ′′ ∈ S(X)⇒ ∃
f,g∈ΩΩX×X (f : K+(X ′)→ X ′ ∧ g : K+(X ′′)→ X ′′

son funciones de elecci´on finitas)
⇒ C(f, g) : K+(X ′ ∪X ′′)→ X ′ ∪X ′′

es una funci´on de elecci´on finita

⇒ X ′ ∪X ′′ ∈ S(X)

Entonces por (i), (ii), (iii) se tiene queK(X) ⊆ S(X).

Si X es un objeto deE, seaCf (X) el subobjeto deXK+(X) dado por

{
h ∈ XK+(X)/h es una funci´on de elecci´on finita

}

Corolario 2.3. SeaX un objetoK−finito decidible en un toposE. EntoncesCf (X) → 1 es
un epimorfismo; es decir, todo objetoK−finito decidible tiene una función de eleccíon finita
internamente.

Corolario 2.4. (Benabou). Todo objetoK−finito en un topos booleano es un objeto de elección
interno.

PRUEBA. SeaX, K−finito en un topos booleanoE. Por el Lema 1.4 de [1] se tieneK(X) = 2X

y entoncesK+(X) = (2X )+, probando esto inmediatamente el corolario 2.4.
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