REVISTA DE MATEMATICA: TEORIA Y APLICACIONES200815(2) : 101-107
CIMPA—UCR  ISSN 1409-2433

ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE UN TEOREMA DE
BENABOU DE BOOLEANIDAD DE UN TOPOS ELEMENTAL

OSVALDO ACUNA ORTEGA*

Recibido/Received: 16 May 2008 — Aceptado/Accepted: 11 Jul 2008

Resumen

En este trabajo probamos que en un topos elemental, todo abjbque A + A tiene
una funcién de elecoii interna, entonces todo subobjetodidiene complemento. Taméi
consideramos un concepto débil de funtide elecah y probamos que cualquier objeto
K —finito decidible posee una furmi de elecah de este tipo internamente.
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Abstract

We prove that any elementary topos any objesuch thatA + A has an internal choice
map, then every subobject dfhas complement. We also consider a weaker concept of choice
map and we prove that anfy —finite decidable objet has this kind of choice map (internally).

Keywords: Topoi, finiteness, choice.
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1 Introduccion

Jean Benabou prabén [2] que en un topos elemental es booleano si y solo si el objetd
tiene una fun@h de elecan (interna). En esta nota probaremos quelses un objeto de un
topos elemental (o simplemente un topos) entonces todo subobjefotigme complemento si
A + A tiene una fun@h de elecah interna. Tamkah introduciremos una vesi' mas &bil
del concepto de funoii de elecah y probaremos que todo objeto—finito decidible tiene una
funcion de elec@n (interna) de este tipo, en particulia# 1 tiene una fun@h de elecoh de esta
clase internamente.
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2 Desarrollo

Definicion 2.1. (a) Seaf : X — Y un morfismo en un topds, denotamos por(f) al objeto
deE definido por
m(f)={9€ X /fog=idy} C X"

(b) SiX esun objeto d&, sean
Ex={(X"2)/X'C XNz eX'},

pri: Ex — P(X)ypry : Ex — P(X) son las dos proyeccionesB(X) = Q¥ es el
“conjunto de partes deX”. La imagen depr; es el objeto

PHX) ={X' C X/ Jpex € X'}
(c) Una funcbn de elecdn paraX es un morfismg : P (X) — X tal que
EVxepron f(X) € X'
(d) SeaX un objeto deE, decimos queéX es un objeto de eledm (interno) si

= 3rex PT(X) Vxrep+(x) f(X) € X
lo que es equivalente a afirmar qu& X)) — 1 es un epimorfismo, donde
C(X) = {f e XP7X)/f es una fundn de eleccc’)'n}
Nota. Sipry : Ex — PT(X) estal queory (X', z) = X', entoncesY es un objeto de eleami’
(interno) si y solo sir(pr;) — 1 es un epimorfismo.

Definicion 2.2. Seaj : A’ — A un monomorfismo en un topBssi
A A+ A& Aesun diagrama coproducto. Sean

R*=N{RC (A+ A) x (A+ A)/R es unareladn de equivalencia
{(i1(j(a)),i2(j(a)))/a € A"} € R}
B=(A+A)/R*, r: A+ A — B el morfismo cocientg; = r o i1, jo = r oy
Observacbn. R* es una relacin de equivalencia ed + A y r es un epimorfismo.

Lema 2.1. Seaj : A’ — A un monomorfismo en un topBs con las notaciones de la defiroci
2.2, se tiene que

A

i B (1)
A ]—> B

es un coproducto fibrado.
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PRUEBA. Comor oi; oj = roig o j entonces o j = js o j y ag el diagrama (1) conmuta.
Suponga se tiene el siguiente diagrama conmutativo

A

i| B 2)

A —C

g2

Seag: A+ A— Ctalquegoiy =g,g0is = g2y Ry larelacon definida end + A por:
= (c.d) € Ry <= g(c) = g(c).
Comog, 0j =goojsetienggoi; oj = goigojyentonces
FaeA = g(i1(i(a) = g(i2(j(a)))
= (i1(j(a)),i2(j(a))) € Ry
Entonces= {(i1(j(a)),i2(j(a)))/a € A’} C Ry, por lo tantoR* C R,
Seak : B — C'tal quel= k([s]) = g(s) donde[s] es la clase de equivalencia deespecto a
R*, s e A+ A.
Debemos probar queest bien definida:
=5 =15]= (5,8) € R’
= (s,8') € Ry
= g(s) = g(s)

Probemos ahora quees el tinico morfismo tal que el siguiente diagrama conmuta

A~ A

Por definicon dek tenemos qué o r = g y entonces
koji=koroig=goir =g, luegokoj =g1y
kojo=koroiy=goiy =gy, agsetiene quek o jo = go

Suponga que existe otro morfiskb: B — C tal quek’ o j; = g1 Y k' o jo = go, €NtONCES
k' oroiy =g yk' oroiy= go. Perosabemos que: A+ A — C es (nicotal qug oi; = g1,
g o iy = go, POrlo tantog = k' o r; también tenemos que = k or y entonces’ or = kory
comor es un epimorfismo, se debe tener dlie- k. m

El siguiente lema es un resultado de Jean Benabou [2]:
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Lema2.2. Si

A

ai l” €)

)

es un coproducto fibrado en un topBs A’ 7, A es un monomorfismo y

r: A+ A — Bestalqueroi, = ji, rois = jp donded & A+ AL Aesun coproducto,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) A’ es complementado eh

(i) exister’' : B — A+ Atalqueror’ =idp.
(iii) existe un morfismb — 7 (r).

(iv) m(r) — 1 es un epimorfismo.

Teorema 2.1.SeaA un objeto de un topaB. SiA + A es un objeto de eledmi interno, entonces
todo A’ — A subobjeto ded tiene complemento.

PRUEBA. Sear : A + A — B como arriba, para probar qu& tiene complemento es suficiente
observar que la siguienterinula

dpepararoh =1idp

es wdlida enE, ya que esto es equivalente a decir ge) — 1 es un epimorfismoy por el lema
2.2 tendramos qued’ sera complementado eA.

ComoA + A es un objeto de eleami’ interno entonces existe un morfismo de eleadrnterno
g:PH(A+A) - A+ A ComoB C PT(A+ A),porellema2.1,sed=gp: B — A+ A
Entonces se tiene queo h = idp internamente, es decir, larfmula

dpepararoh =1idp
es \dlida enE. EntoncesA’ es complementado efl. =

Definicion 2.3. Un toposE es booleano si todel’ — A subobjeto de cualquier objetd de E
tiene complemento.

Corolario 2.1. Si todo objeto de un topds tiene una fundn de elec@n interna, entonces el
toposE es booleano.

Corolario 2.2. SeaE un topos tal que para todo epimorfisnfo: X — Y, existe un morfismo
g:Y — X talquef o g = idy. Entonces todo objeto dé tiene una fund@n de elecdn, en
particular E es booleano.
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PRUEBA. SeaX objeto deE, pri : Ex — PT(X) es un epimorfismo, luego existe: P*(X) —
Ex talque pry o h = idp+ (), entonces
g=prooh:PT(X)— X esun morfismo de elecmi’

EX ePt(X)= h(X')eé&x
= (X', g(X") € Ex (prioh =idp+x)Apraoh=g)
=g(X"NeX

entonces
EVxeptx) 9(X) €X' m
Las hipdtesis del corolario 2.2 junto con la consecuencia delgjes booleano, es un resultado
de R. Diaconescu [3].

Definicion 2.4. SeaE un topos yX un objeto de. Denote porK (X) el subobjeto ras pequio
deQ¥X, que es cerrado bajo uniones binarias y que contiene

o7 1 — QX {1y X — QX K(X) es llamado el objeto de los subobjetis-finitos

de X. Decimos queX es K —finito si" X7 : 1 — QX se factoriza a trags deK (X) — Q.
K7*(X) es el subconjunto &s pequeo d&* cerrado bajo las uniones binarias y que contiene a
{1y X — QX

Nota: K+(X) C K(X) <% 1esun diagrama coproducto ([1], p.206. Lema 1.5).

Definicion 2.5. (a) SeaX un objeto en un topoE, f : K*(X) — X es una fundn de elecdn
finita si
F Vxrer+(x) f(X)eXx'

(b) decimos queX es decidible si la diagonah : X — X x X tiene complemento el x X.

Proposicion 2.1. SeaX un objeto decidible de un topd SiX’', X" C Xy f: KT (X') — X/,
g : K*(X") — X" son funciones de elei finitas yC'(f,g) : KT(X'UX") — XU X" es
tal que
g(ZnX"),siznX ="¢;
C(fa g)(Z) = / : ! + /
fZnX"),siZnX e K7 (X").

Entonceg”(f, g) es una fundn de elecdn finita.

PRUEBA. Probemos primero qué€'(f,g) es una fun@h. ComoX es decidible tenemos que
K(X) € 2X¥ y K(X) es un ideal del algebra booleapd. (Lema 6.1 de [1]); por lo tanto
X'NZeKX')yX"nZe K(X"). Por otro lado sabemos que

= Yoer(x) (0 € KF(X)VO="4")
Entoncesk (X’ U X”) es la undn disjunta de
A={Ze K*(X'UX")/ZnX ="T¢"}y

B={ZeK*(X'UX")/ZnX"e K*(X')},
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por lo tanto se tiene
EZeA=7ZnX ="¢"
=ZNX"#7¢"
=7ZNnX"e KT(X")

Por lo tantoC'(f, g) es una fun@h ya que
C(f,9)a(2)=g(ZNX")y

C(f.9)8(2) = f(ZN X)

Por otro lado se tiene que

EZe KT X'UuX)=ZnX"e K"(X")vZnX' € KT(X')
= C(f,9)(Z2) = g(ZNX")V C(f,9)(Z) = f(ZN X')
= C(f,9)(Z)e ZnX"VCO(f,9)(Z2) e ZNn X'
= C(f,9)(2) € Z.

Entonceg”(f, g) es una fun@h de elecah finita. m

Definicion 2.6. SeaX un objeto de un topcE. Denote porS(X) el subobjeto d€* dado por
{X’ cQ¥/ 3 peqoxx (f K*(X") — X’ es una fund@n de elecdén finita)}

Teorema 2.2. SeaE un topos,X objeto deE. SiX es decidible entoncds (X) C S(X).

PRUEBA. Es suficiente demostrar el y : X — QX,7¢7: 1 — QX se factorizan a traes de
K(X)yqueS(X) es cerrado bajo uniones binarias.

(i) "¢ :1 — QX se factoriza a trass deS(X) yaqueK*(¢) = ¢y
X' Co A X' €KT(d)] =0
Por lo tanto ladfmulaX’ C ¢ A X' € KT (¢) = idy(X') € X' es \dlida y entonces
idy : ¢ = kt(¢) — ¢ es una funa@n de elecan finita y entoncesg™ : 1 — QX se
factoriza a traes deS(X).

(i) {}x:X — Q¥ sefactoriza a traa§ deS(X) ya que sih : K+ ({z}) — {x} est dado por
h(y) = z,Vy € K*({z}), entonces es una funah de elecan finita ya que:

Fye K ({z}) = Jeexz ey Ay C {z}
= diexz€yNz=c
=zcy
= h(y) €y
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(i) S(X) es cerrado bajo uniones binarias.

EX, X"eSX)= E|f7gEQQXXx(f KT(X) - X' ' ANg: KT(X") — X"
son funciones de eleani finitag
=C(f,9): KT(X'uX") - X' uXx"
es una fun@h de elecan finita
= X UX"eS(X)
Entonces por (i), (ii), (i) se tiene quE (X) C S(X). m

Si X es un objeto d&, seaC;(X) el subobjeto dex X" (X) dado por

{h e X¥7X) /h es una funa@in de elecan finita}

Corolario 2.3. SeaX un objetoK —finito decidible en un topoE. EntoncesC;(X) — 1 es

un epimorfismo; es decir, todo objefd—finito decidible tiene una funéh de elecdn finita
internamente.

Corolario 2.4. (Benabou). Todo objet& —finito en un topos booleano es un objeto de ef@tci
interno.

PRUEBA. SeaX, K —finito en un topos boolearB. Por el Lema 1.4 de [1] se tied€(X) = 2%

y entoncesk T (X) = (2X)*, probando esto inmediatamente el corolario 2.4.
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