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70 N. PINO — C. SALAZAR

Resumen

En el presente trabajo, se construye un modelo matematico que repre-
senta la dindmica que existe entre el fitoplancton (F'), el zooplancton (Z)
y la anchoveta (A) a partir del modelo de Samares y Anal. Esta cadena
alimenticia se presenta en el drea maritima peruana donde se encuentra
un ecosistema de tres eslabones, ademas que la cadena alimenticia es un
eje principal en el equilibrio ecoldgico dentro del mar. Se estudiard el
comportamiento de las poblaciones (especies maritimas) donde se deter-
minard la estabilidad del modelo (criterio de Routh-Hurwitz) en el largo
plazo, donde se analizard con el criterio de Dulac-Bendixon para evaluar
la existencia de Orbitas periddicas cerradas. Y las respectivas simulaciones
computacionales para complementar el estudio e interpretar las situaciones
que afectan al ecosistema maritimo.

Palabras clave: ecologia matemadtica; ecuaciones diferenciales ordinarias;
cadena alimenticia; estado estacionario; simulacién computacional.

Abstract

In the present work, a mathematical model is built that represents the
dynamics that exist between phytoplankton (F'), zooplankton (Z) and
anchovy (A) from the model of Samares and Anal. This food
chain occurs in the Peruvian maritime area where there is a three-link
ecosystem, in addition to the fact that the food chain is a main axis in the
ecological balance within the sea. The behavior of the populations (mar-
itime species) will be studied where the stability of the model
(Routh-Hurwitz criterion) in the long term will be determined, where it
will be analyzed with the Dulac-Bendixon criterion to evaluate the exis-
tence of closed periodic orbits. And the respective computational simula-
tions to complement the study and interpret the situations that affect the
maritime ecosystem.

Keywords: mathematical ecology; ordinary differential equations;

food chain; stationary state; computational simulation.

Mathematics Subject Classification: 34A34, 34A45, 34C07.

1 Introduccion

Se realizard una modificacién al modelo desarrollado en el articulo “Dynamics
of the interaction of plankton and planktivorous fish with delay” por Samares
y Anal [36] como también se utilizard como referencia el articulo de Deba-
sis, Alakes y Guruprasad [22] donde se consideran la dindmica de interaccion
entre el fitoplancton, el zooplancton y una especie de pez [3, 138]], en nuestro
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CADENA ALIMENTICIA: PLANCTON—ANCHOVETA 71

caso la anchoveta [[16]. La cadena alimenticia considerada en el presente tra-
bajo es de tres eslabones [3, [37]], que se representa en la depredacién del zoo-
plancton hacia el fitoplancton, y a la vez, el zooplancton es depredado por la
anchoveta [I7]]. Pero una cadena interesante es la que se genera con la an-
choveta en cuanto a su alimentacién dentro del ecosistema como depredador
principal [14} [15]. Con este estudio se puede focalizar en aspectos econémicos,
ecoldgicos y geopoliticas de un pais en cuanto a su desarrollo industrial [9} 31]].

Segtn el Instituto del Mar del Perd (IMARPE), la anchoveta se alimenta
tanto del fitoplancton como el zooplancton [14]; esto ayudard a poder visualizar
como este sistema ecoldgico se mantiene en una coexistencia en el tiempo en
un ambiente cerrado sin intervencién del hombre [6) [I5]. Por otro lado, la an-
choveta es una especie fundamental en la fauna marina beneficiosa para el pais
23], tanto como alimento de otras especies maritimas que formarian parte de
eslabones superiores de la cadena alimenticia [14,29], como también generadora
de actividad pesquera artesanal e industrial. Esta actividad no se incluird en el
anilisis del modelo matematico de la cadena alimenticia [2}, [3]].

La pesca artesanal y empresarial se centran en una actividad econdémica que
se realiza dentro del drea maritima peruana [2, 25]. Esta accién pesquera se
representa en la mortalidad de la anchoveta que estard considerado dentro del
modelo propuesto de manera implicita sin considerar la dindmica que interviene
en el ecosistema [3 31]]. La pesqueria ayuda a reducir la poblacién de la an-
choveta para que no haya una sobrepoblacién donde se pueda generar una de-
predacion total del fitoplancton y del zooplancton [3,29], y la vez es provechosa
para el consumo humano y soporte de una beneficiosa actividad

econdmica [16),38]].

3° eslabdn- consumidores secundarios:
peces y crustaceos de menor tamafo

Y )\ 2° eslabon- consumidores primarios:

o 7 N zooplancton, krill

1° eslabén- productores:
algas, plancton

Figura 1: Cadena alimenticia entre el fitoplancton, el zooplancton y la anchoveta.
Fuente: Pdgina web Significados [37].
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72 N. PINO — C. SALAZAR

Se mostré el diagrama de la cadena alimenticia en la Figura [I] donde de
manera directa se genera el equilibrio ecoldgico en el ecosistema dentro de
los eslabones considerados sin una intervencién externa que pueda ocasionar
su ruptura [13, 17, [26]. Pero la interaccién humana se encuentra de manera im-
plicita en el modelo, de manera especifica en la tasa de mortalidad
de la anchoveta [22| [36] debido que esta actividad tiene una dindmica propia
y se debe tener mayores hipétesis para poder expresarlo de manera explicita
de como impacta en el ecosistema en el tiempo [3} 6]. La reproduccién de
las especies marinas tienen un crecimiento rapido, de forma especifica para el
fitoplancton (crecimiento logistico) como también para el zooplancton que su
crecimiento depende de la depredacién que realiza al fitoplancton, y esta dind-
mica se desarrolla dentro del ecosistema considerado como eslabones menores
de la anchoveta [14), [23]].

La mayor importancia de la reproduccién de la anchoveta, es porque repre-
senta un soporte alimenticio de otros peces, aves y mamiferos [14] dentro del
ecosistema maritimo donde se incorpore una cadena alimenticia con un mayores
eslabones [29]]; esta consideracion no se representard en el modelo matemético
propuesto [9,136]]. Ademds que es una de las especies peldgicas de mayor impor-
tancia debido a los grandes volimenes de captura con destino a una vasta produc-
ciébn empresarial (consumo externo) y artesanal (consumo interno)
[2,[15]. La actividad pesquera se centra en periodos normales y es capturada en
la franja costera, dentro de las 60 millas nduticas y a profundidades menores de
100 metros como lo expresa el IMARPE [15] 138]. Donde también la eficiencia
y equidad en la pesca se debe realizar de una forma controlada y supervisada de
tal forma que la captura y esfuezo sea lo mds adecuada posible para beneficio de
la actividad econdmica con una vigilancia ecoldgica [6} 31]].

Por lo cual, la coexistencia entre la anchoveta y el plancton (fitoplancton
y zooplancton) es fundamental para el equilibrio bioldgico entre las especies
marinas en los eslabones inferiores de un ecosistema mas grande del estudiado
en este trabajo [27,136], y de forma directa con la actividad humana debido que
genera una alta produccién pesquera tanto por la misma anchoveta como también
de otras especies que dependen de la anchoveta [6, 14} 131].

Ademés, el cuidado de la anchoveta de que mantenga sus volumen poblacién
beneficia a la produccién pesquera del ser humano porque la anchoveta es el
alimento de una abundante variedad de especies pertenecientes a la cadena
alimenticia siendo un eje importante [3, 9], pero en el presente trabajo no se con-
sideraréd en la construccién del modelo matematico debido que se quiere cimentar
un estudio solido con tres eslabones y la dindmica considerada de depredacion
para la construccién del modelo [S) 117, 38]].

Rev.Mate.Teor:Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 29(1): 69-103, Jan-Jun 2022



CADENA ALIMENTICIA: PLANCTON—ANCHOVETA 73

2 Modelo matematico

Sean F,Z,A € Cl([0;+)), es decir, F,Z,A : R — RJ son
diferenciables en todo el dominio Rg , [18]. Sean las variables no negativas
(poblaciones ecoldgicas) del fitoplancton ('), zooplancton (Z) y de la anchoveta
(A) y los pardmetros (tasas ecoldgicas), con lo cual se podrd formular el modelo
matematico, y ademads estaran definidas con su respectivo valor positivo que se
utilizardn en la Seccién |3} cual corresponde a la Simulacién Computacional del
sistema (1)) para generar interpretaciones de sentido ec6logico [4} 21} 33].

El modelo describe la dindmica de la cadena alimenticia que surge entre el
fitoplancton con el zooplancton y como la anchoveta se alimentan
de estas dos especies siendo un detalle adicional presentado por Samares y Anal
[36], y teniendo como referencia sobre la evolucién de las poblaciones en el
tiempo de acuerdo a los reportes registrados por el IMARPE [22| [14]. El en-
foque matemdtico que se formulard en el modelo intenta describir la dindmica
que se presentan entre las especies aunque se tendrd un detalle en cuanto a la
evolucién de la dindmica de depredacién que serd constante en todo el tiempo
considerado por el modelo que evolucionard a tasas constantes [6} 27, 140].

La reproduccién del fitoplancton (F') se modelard con un crecimiento
logistico mientras que la reproduccién del zooplancton (Z) y la anchoveta (A) se
reproducirdn de acuerdo a la depredacién que realicen [22) [29].
Se utilizard una respuesta funcional Holling tipo II en cada interaccién dindmica
que se presentan entre las especies [26, 27], porque en su dindmica de depreda-
cion se presenta una tasa de ingesta desacelerada, que se deriva de la suposicién
de que el consumidor estd limitado por su capacidad para procesar alimentos
[26, 27]]. Con este detalle se tendrd una distincién en las tasas de depredacion y
de beneficio por la depredacion que se suscita en el ecosistema [36, 40].

Ademds de una tasa de mortalidad por causas naturales en cada especie de
plancton (fitoplancton y zooplancton); para la especie de la anchoveta
se considera una tasa de mortalidad por causas naturales o por el efecto de la
pesca realizada tanto por la pesca artesanal o la pesca industrial que se realiza en
el mar peruano [3, 9]]; este pardmetro es importante debido que la pesca puede
generar un desequilibrio ecoldgico [23} 25 38]]. Como no se considera la dind-
mica que ocasiona la pesca de manera directa y explicita, el sistema tiene una
debilidad en el modelaje ecoldgico presentado pero permite tener un bosquejo de
como evoluciona en el corto plazo [6} [31]]; en este sentido se deberia plantearse
hipétesis adicionales que representen de forma més cerca a la problemética de la
pesca artesanal e industrial dentro del ecosistema lo cual abriria un estudio mas
amplio con mejores resultados a mediano plazo [9, [31]].
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74 N. PINO — C. SALAZAR

El modelo presentado por Samares y Anal [36] es la base del modelo
presentado en con las tasas ecoldgicas (pardmetros) consideradas
por los autores. Pero con la introduccién de la depredacién del fitoplancton
por la anchoveta donde se utiliza la respuesta funcional Holling tipo II [36} 40].
El enfoque del modelo intentard describir como la anchoveta es un depredador
del plancton (fitoplancton y zooplancton), pero a la vez, la anchoveta es
un eslabdn de una cadena alimenticia més grande; y es por esto que la anchoveta
es importante para otras especies de la cadena alimenticia donde ella se convierte
en presa [3, [31]]; este detalle no se considera en el anélisis del presente trabajo
[22, [15].

Con las hip6tesis mencionadas, se puede formular el siguiente modelo
matematico que tiene base del modelo presentado en [36]]. Donde se considera
la dindmica de interaccidn en el ecosistema maritimo de nuestras poblaciones
(fitoplancton, zooplancton y anchoveta) en un sistema no cerrado [25} 40]:

G P )R B mE L PO =R 20
F-Z  asZ

& = ME - - wz » 200)=2,20

A FA Z.A

@ = ii+F+i?é+z_N3A , A0)=4,20

T, K7 ]’Cl,kg,k?g,Oél,CXQ,O[g,Bl,,BQ,Bg,Ml,,UQ,,Mg >0
ap > B, ag > P2, az > f3

ey
De la ecuacién (1) donde representa el modelo matemadtico que se estudiard

para analizar la dindmica entre el depredador y la presa de nuestra cadena ali-
menticia de tres eslabones del ecosistema maritimo [[15, 27, 36].

2.1 Existencia y positividad de soluciones

Primero, se mostrara la existencia de las soluciones y luego la positividad de las
mismas del sistema que modela especies ecoldgicas, y no pueden
ser negativas [27]. Con estas justificaciones, se formalizard las hipdtesis del
fendmeno ecoldgico entre las tres especies que habitan en el mar (cadena ali-
menticia de tres eslabones) para la buena definicién del modelo matematico. Por
otro lado, el modelo propuesto expresado en (IJ), es no homogéneo [8, 12, 21].
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CADENA ALIMENTICIA: PLANCTON—ANCHOVETA 75

Sean las funciones asociadas al modelo (I)) de la siguiente forma:

dr F F-Z F-A
W:Gl(F,Z,A) = T‘F(I—F)—o];llﬁ—c]gﬁ_}; —,u,lF

dZ G F Z 4 B1F-Z az”Z-A Z
dat 2( y &y ) - lc11+F k;33+Z K2 (2)
dat 3(F7 7A) = k22+P k?;JrZ ! 3A

De la ecuacién (2)) se determinan sus derivadas parciales como sigue:

e AG1 _ ... 2rF o1k Z _ _agko A dGi _ _ a1 F dG1 _ _ asF
dF = K~ a+tF)?  (katF)2 Hl> a7 = TE+F > dA = " kotF
o G2 _ PikiZ  dGy _ BiF _ agksA dGy _ _ o3Z
dF = a+F)2 ° dZ — W+F (ka2 H2 ° dA = T Ix+2

o dG3 __ _PokoA dGs _  B3ksA dGs _ poF

— — 332 — + BSZ _
dF = UatF)2 ° dZ — (k3+Z2)2 > dA — FotF T kstz ~ M3

Con estas derivadas parciales asociadas a la ecuacién (2)), se podré satisfacer
las condiciones del Teorema [T] [21}, 33]].

Teorema 1 Sea la funcion G : R3. — R, donde G(z) = (G1(z), G2(z), Gs(z))

con x = (F,Z,A) son funciones continuas y existen % continuas en ]Ri
- J

Vj = 1; 3. Entonces, la funcion G es localmente Lipschitz continua en Rij_.

A partir del Teoremal(I] se sigue de la siguiente forma para que el modelo (T])
satisfaga una hipétesis del Teorema[2] y asi garantizar la existencia y positividad
de soluciones del sistema [18], 21]].

* G1(0; Z>0; A>0)=0>0
c Go(F>0;0; A>0)=0>0

* G3(F>0;2Z2>0;0=0>0

Teorema 2 Sea G : Ri — Ri localmente lipschitz continua en ¥Vj = 1;3 y
satisface Gj(x) > 0 para cualquier © € Ri, x; = 0. Entonces para cada
zo € R3, existe una tinica solucion de «' = G(z) con (0) = zo en R?. donde
estd definida en algiin intervalo (0;b] con b € (0; 400].
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76 N. PINO — C. SALAZAR

2.2 Solucion acotada del modelo

Ahora, se formulard el Teorema [3] que nos ayudard a mostrar que el modelo (IJ
alcanza una solucién acotada en el largo plazo. Con este teorema se
complementard a los dos teoremas anteriores, Teorema [I] y Teorema [2} donde
se mostro la existencia, la unicidad y la positividad de las soluciones del modelo
(8L 361

Teorema 3 Todas las soluciones del Sistema (1) estdn acotadas en el largo
plazo.

Demostracion. Definimos W (t) = F(t) + Z(t) + A(t) > 0. De la primera
ecuacion del sistema (TJ), se tiene

dF F\ aF-Z ayF-A F
S (- - —uF <rF(1-=).
at ( K) b+ F e+ F =T K

Las soluciones positivas con las condiciones iniciales positivas estan definidas
debajo de la solucidén de la siguiente ecuacioén:

dF F

Con lo cual, de la ecuacién (3), se puede obtener su solucién analitica en la
condicioén inicial de . Considerando una constante de integracién (C') en la

solucidon exacta, [35]).
) — K
=3 + Ce=(rK)t’

Luego, todas las soluciones de F'(¢) tienden a K cuando ¢ — +oc. Es decir,

“4)

lim supF(t) =K ®)

t—+4o00

De la funcién W (t), se puede expresar W'(t) = F'(t) + Z'(t) + A'(t).
Por lo cual, se obtiene lo siguiente

aw F (Br—an)FZ | (B2—a2)FA
e TF(l_F)"‘ 1k10—:-1F + ngo—fF + ©)
—a3)ZA
7(’83k30f’%z — i F — poZ — pzA

Se definira lo siguiente, i, = min{uy, po, p3}. Ademds, el término de inte-
raccion entre presa y depredador (Bj —aj, V=1, 3) es negativa porque la
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CADENA ALIMENTICIA: PLANCTON—ANCHOVETA 77

tasa de depredacion es mayor a la tasa de beneficio por la depredacién [26 27]].
Luego, se obtiene la siguiente ecuacion

W'(t) <rF — poW(t). (7)

De una forma similar que se realizé para la primera ecuacion del sistema (I]) para
obtener la solucién acotada, se construiré la ecuacién (8). Ademds, se tiene la
condicién inicial positiva W (0) = F(0) + Z(0) + A(0) > 0 [36]:

W'(t)=rF —uW(t) , W(0)>0 (8)
Con lo cual, es facil obtener la solucidn exacta a la ecuacion (8)):
K K
W(t) = r =+ (W(O) _ > . g Hol )
Ho Ho

Asi, todas las soluciones de W (¢) tienden a % cuando t — +-o00.

Es decir,
rK

tﬂ)riloo sup W (t) = . (10)
Por consiguiente, se obtiene el siguiente resultado
I (F(t)+ 20 + A} < 7% (11)
L, sup <

o

El resultado obtenido en la ecuacién (I1)) nos indica que la solucién del
sistema (I]) estd acotada en el largo plazo. Es decir, la sumatoria de todas las

poblaciones en el largo plazo no llegan a sobrepasar la cota %
Por consiguiente, se obtiene la region factible del sistema [27,136]:
K
C={(FZAER : 0<F;0<Z;0<A;F+Z+A< "~} (12)

o

Finalmente, se ha deteminado que nuestro sistema (1)) tiene solucion unica y
es positiva (Teorema [2)), ademads que estd acotada en el largo plazo (Teorema 3]
satisfaciendo las condiciones para un modelo matematico aplicado a la ecologia.

2.3 Analisis cualitativo

Después de haber presentado la existencia y unicidad, y ademas de positividad
de soluciones, y las soluciones del sistema (I]) estan acotadas en el largo plazo.
Se procederd a realizar el andlisis cualitativo del modelo (I)) que nos permite
saber como es su comportamiento a un largo plazo de tiempo. Por lo cual se
determinard los puntos criticos o puntos de equilibrio en el estado estacionario
del modelo matematico [[7, 133, 136]].
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78 N. PINO — C. SALAZAR

2.3.1 Puntos de equilibrio

Los puntos de equilibrio (puntos criticos) lo determinaremos igualando a cero
cada ecuacion del sistema de ecuaciones 21, 127]:

F F-Z F-A
e Y =0 (13)
BoFA | BaZ A o
k22+F + k?;+z — n3A = 0.

Al resolver el sistema (I3), se obtienen cuatro puntos
criticos explicitos asociados al sistema (I). Ademds se considerard la existencia
de un punto de coexistencia (e5), siendo el estado estacionario buscado por la
ecologia porque es ahi donde se presenta el equilibrio bioldgico en el ecosistema.
Aunque se tenga en consideracién de forma tedrica de este estado estacionario
[26, 27, 136]:

et = (0;050)

e 71((7";“1) :0;0
_ kops . . keBa(K(r—p1)(Ba—ps)—korus)
63 - /322_’33 ) 0 ) KO@(BQ—NZﬁ)Z (14)
en — kipo . k1S (K (r—p1)(Bi—pa)—kirps) . g
4 Bi—pe2 Koy (B1—p2)? ’

es = (F*; Z%; A*).

De la ecuacién (I4), se tienen los puntos de equilibrio que permiten analizar
la estabilidad local asociada al sistema () en ese estado estacionario. Los puntos
criticos deben ser no negativos debido que las funciones representan poblaciones
de las especies ecoldgicas, como se mostrd en el Teorema[Z] 8,132, 136]:

» Extincion total (e;) : Existencia trivial.

* Supervivencia del fitoplancton (e2) :
Existe si, 7 > ;.

* Extincidn del zooplancton (e3) :
Existe si r > p1, B2 > p3, K(r— p1)(B2 — p3) > karps.

* Extincién de la anchoveta (ey) :
Existe si, 7 > p1, 51 > po, K(r — p1)(B1 > p2) — kirus.

* Coexistencia total (e5) :
Existesi, £* >0, Z* >0, A* > 0.
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CADENA ALIMENTICIA: PLANCTON—ANCHOVETA 79

Una obsevacion importante sobre el punto de coexistencia (e5) de nuestro
sistema es la hipétesis de su existencia como una expresion natural que se
presenta en el ecosistema por el equilibrio bioldgico [27,36]. A pesar que no se
ha podido determinar el punto de manera explicita el punto de equilibro [17,[26].

2.3.2 Estabilidad del modelo

Después de haber obtenido los puntos criticos (I4) asociados al sistema.
Ahora, se procederd a determinar la matriz Jacobiana (J(F, Z, A)) asociada al
modelo matematico (I). Esta matriz representa un sistema lineal asociado al mo-
delo no lineal en un punto de equilibrio donde se encuentra el estado estacionario
asociado al sistema no lineal [8, |33]].

Utilizaremos las siguientes variables auxiliares para poder expresar mejor la
matriz jacobiana asociada al sistema (1)) de una forma mas accesible [21]:

s = BE - i, — e —

* Q= k511+FF - 7(,2‘334]332'32 — p2.

= Atz

ey =25 >0 s omp =25 >0
* ng = 7(]?&11?2)2 >0 ; ng = kog‘iZZ > 0.
sns=4EE >0 5 ng= iy >0

La matriz jacobiana asociada al sistema (1)) seria el siguiente:

qgq —ni1 —Nn2
J(F7 Z7 A) = ns qz —TNg (15)
ns  Ne q3

De la matriz jacobiana (I5) se puede obtener el polinomio caracteristico
asociado al sistema (I)). Se recurrird variables auxiliares para expresar una forma

mas sencilla [32]:
* Q1=
* Q2=

—(1 + @2 + q3).

192 + 9193 + G293 + n1ng + nans + Nqne.

* Q3 = nanane — (q192¢3 + q1nane + gsnins + ganans + ninans).
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Con estas variables, el polinomio caracteristico queda de la siguiente forma
PA) =A%+ Q1A% + Q2A + Q3. (16)

Para determinar la estabilidad local del sistema (1)) se utilizara el criterio
de Routh-Hurwitz, donde se debe garantizar que cada constante del polinomio
caracteristico debe ser positivo:

>0 <= atq@t+tqegp<0
Q2>0 <= q1g2 + 193 + q2g3 > 0
Q3 >0 <= nansng > q1q2q3 + q1Mane + q3n1n3 + ganans + ningns.
a7
Después de garantizar la primera condicién de Routh-Hurwitz expresado en
(17), se debe garantizar los menores principales positivos [1} 32]]:

AL =01 >0 (trivial)

0 1 (18)
2 Qs Qs ’ Q1Q2 — Q3
Por consiguiente, se satisfacen las condiciones del criterio de Routh-Hurwitz
expresadas en las ecuaciones en y (I8)) para obtener la estabilidad local en
el punto de equilibrio asociado al sistema (IJ) [, [33]].

Teorema 4 Sea el modelo matemdtico expresado en (1)), y posee su matriz jaco-
biana asociada ({I3), y ademds su polinomio caracteristico (16)) en el punto de
equilibrio (e;) para todo j = 1,5. Si Q1,Q2, Q3 > 0, ademds Q1Q2 — Q3 > 0,
entonces el sistema (1) es localmente estable.

Una observacién delicada para determinar la estabilidad de cada
estado estacionario asociado al punto de equilibrio, son las condiciones de las
variables auxiliares [15, 27]. El modelo se centra en la existencia del punto de
coexistencia (e5) debido que se busca este estado estacionario para beneficio de
las tres especies y la intervencién implicita del hombre como también se podria
considerar otras especies depredadoras de la anchoveta [2], 25| 138]]. Es verdad,
que la posibilidad de la coexistencia en un ecosistema abierto como se presenta
en el mar peruano viene a ser algo bastante dificil de modelar, por consiguiente,
esta problemética no se considera en nuestro andlisis, pero quedaria para un fu-
turo trabajo donde se incorpore estas hipdtesis para construir un modelo mas
amplio que ayude a la preservacion del equilibrio bioldgico [[15, 27, [31]].

Con respecto al punto de equilibrio de extincién total (e;), tiene que ser
obligatoriamente inestable debido que no se debe llegar a este escenario tragico
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para el ecosistema [5, (14} [17]], ademds que este punto es inestable de acuerdo
al Teorema [ [27, 41]]. Ademds, la extincion de la anchoveta que se presenta
en el punto de equilibrio (e2), lo cual no ayudaria al equilibrio ecolégico del
ecosistema marino, y a la produccién en la actividad pesquera del pais en el
tiempo. De forma adicional, este punto de equilibrio es inestable de acuerdo al
Teorema ] que garantiza que no llega a ese estado [23| 27].

Por otro lado, el punto de equilibrio (e3) es un punto donde se extingue el
zooplancton pero alin se mantiene la supervivencia de la anchoveta mediante el
consumo del fitoplancton [22,9]]; y con respecto al punto (e4) es un estado donde
se extingue la anchoveta pero se mantienen las otras dos especies que afecta de
manera directa a la produccién pesquera y al equilibrio ecoldgico (depredadores
de la anchoveta) de eslabones superiores que no se consideran en el modelo
propuesto [27, 29]. Finalmente, el punto de coexistencia (e5) es el punto que
siempre se debe buscar y conocer la sensibilidad de los parametros donde se
mantenga en el largo plazo [32,41]], a pesar que sea una situacién que es dificil
de conseguir por factores externos que en muchos casos la intervencién del ser
humano causa el desequilibrio ecoldgico entres las especies maritimas [14, [38]].

2.4 Criterio Dulac-Bendixon

Se sabe que un campo X al multiplicarse por una funcién positiva f, el campo
resultante fX tienen el mismo diagrama fase que X. Asi, por ejemplo, si uno
de ellos tiene orbitas periddicas, el otro también. Como se sabe, la divergencia
de un campo X = (f, g) se define como div(X (x,y)) = %(az, y) + %(m, Y).
Si X tiene una 6rbita periddica v y si div(X) # 0 en la regién acotada por ~,
entonces esta region intersecta tanto div(X) > 0 como div(X) < 0 [4} 24, 142].

A veces ocurre que div(X) cambia de signo en una regién en U, pero existe
una funcién f, positiva en U tal que div(fX ) no cambia de signo, implicando
que X no tiene Orbitas periddicas contenidas en U. A esta funcion f se le llama
funcion de Dulac de X en U [4,119,142].

Para poder utilizar el criterio de Dulac-Bendixon, se tendrd que reducir el
modelo (I]) de tres poblaciones a dos poblaciones (sistema bidimensional) donde
se obtenga el plano fase respectivo [30, 41]. Se ha obtenido que las soluciones
estdn acotadas en el largo plazo (Teorema [3). En este sentido, la region factible
expresada en donde la poblacién total estd acotada por ’;TIO{ En el largo
plazo, el sistema (I]) estd sujeto a la restricciéon F+Z+A = %, y utilizando esta
consideracién se tiene A = "X — F' — Z en el modelo. Con esta transformacion,
se puede eliminar la poblacic’)ﬁ de las anchovetas (A) de las ecuaciones [27,30].
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Esta sustitucién nos brinda un modelo més simple (fitoplancton-zooplancton):

agF(i—F—z

drr F F-Z o
G = F-%)- %57 - T F —mF.
(19)
iz _ BFZ a3Z( —F- Z)
F i e Ay e e Y2

El plano fase F' — Z asociado al sistema estd dado por

K
Q:FZ:{(F,Z)GRi : OSF;OSZ;F-FZSZ }

Proposicion 1 Si
multiplicador

W< KZ , 1+ke < Zy TK ~ < k3 + F, entonces el

1
FZ
es una funcion de Dulac del sistema en el interior de Cp .

O(F, 7) =

Demostracion. Sea la funcién @ = % paratodo F.,Z > 0.

_ M1

1 r __rF _ airK asF
U =PF =7 — g7 — ot F) Z(k2+F) t Tty T MiF — 7

/ asrK a3z P2
c U =97 = By — iy + iy i —

Luego, realizamos las derivadas parciales para después obtener la
divergencia asociada al sistema.

e U1 _ 1 arrK + + agks _ aQ
oF — KZ ;J,D(k:l—‘rF)Q (k:2+F)2 (k2+F)2 (k2+F)2
e Uz __ aszrK as asks

0Z — poF(k3+2)2  (k3+Z)2 F(k3+2)2

Luego, determinamos la divergencia con el multiplicador ¢(F, Z), y con las
hipétesis consideradas en la Proposicion 1] se tiene lo siguiente:

div(Uy, Us)

T orK ag [—Z + ko + 1]
KZ /.Lo(k‘1+F)2 Z(k2+F)2

ag [—F — k3 + %}
Z(ks + 2)?

+ < 0.
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Por consiguiente, el modelo expresado en (I9) admite una funcién de Dulac
(@ = ﬁ) para todo I, Z > 0. Por lo tanto, el subsistema no posee Orbitas
periddicas en el interior de la regién €z (24, 42].

Este plano fase es interesante debido que son las poblaciones del primer y
segundo eslabén de la cadena alimenticia considerada en el modelo [26].
Ademads que estas poblaciones son presas de la anchoveta (tercer eslabon), y
nos permite tener un bosquejo de cémo podria afectar el ecosistema maritimo.
Asimismo, de la actividad pesquera vigilada y monitoreada por el Instituto del
Mar del Peru IMARPE) [[14, 27].

De forma similar que se construy6 las hipétesis necesarias para formular la
Proposici(’)n Se puede introducir la consideracién de F' = % —Z —Aen
el modelo. Con lo cual, se puede eliminar la poblacién del fitoplancton (F')
de las ecuaciones [27, 30]. Esta sustitucién nos brinda un modelo més simple
(zooplancton-anchoveta) para analizar si el modelo posee 6rbitas periddicas:

rK
iz _ prz  oZ(-F7) 7
&t = R+F kst Z H24. 20
Z(E_Fp_Z (20)
aa _ arz 25 F-Z) A
&t = Ei4F kst Z M3 A

El plano fase Z — A asociado al sistema (20) estd dado por

K
@ZAZ{(Z,A)eRi : ogz;ogA;Z+A§Z}.

Proposicion 2 Si 23 < Bik + Baks , entonces el
P (ks+2)* A(kl—f—%—Z—A)Q Z(k2+%—Z—A)2
multiplicador
b(Z,A) = 1
T ZA

es una funcion de Dulac del sistema (20)) en el interior de €z 4.

Demostracion. Sea la funcién @ = ﬁ paratodo Z, A > 0.

(52

s R =07 = _ a3 _ {2
1 A<k1+%7Z*A> k3+Z A
)
. R — @A/ — Mo + B3 _ @'
2 Z(k;g—f—%—Z—A) ks+z  Z

Luego, realizamos las derivadas parciales para después obtener la
divergencia asociada al sistema:
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° % —_ Blkl + as
0z A(k1+%foA) (k3+2)?
° 8R2 — ﬂ2k2
9A Z(k2+z—ffoA)

Luego, determinamos la divergencia con el multiplicador (7, A), y con las
hipétesis consideradas en la Proposicion 2] se tiene lo siguiente:

a3 Bk
(ks + Z)? A(k1+%—Z—A)

diU(Rl, RQ) +

Baka

<0.
Z(@+%-Z-A)

+

|

Por consiguiente, el modelo expresado en admite una funcién de Dulac
(® = ) para todo Z,A > 0. Por lo tanto, el subsistema no posee érbitas
periddicas en el interior de la regién €z 4 [24}42]].

Este plano fase es importante debido que son las poblaciones del segundo
y tercer eslabon de la cadena alimenticia considerada en el modelo [15, 27].
Ademds que la anchoveta tiene como alimento al zooplancton en su eslabon
préximo y es predominante conocer su comportamiento en el tiempo porque es
una poblacién que es presa de eslabones superiores (especies maritimas) pero
también de la poblacién humana (actividad pesquera) [14}16].

Una consideracion de la investigacion presentado por Samares y Anal [36]]
guiado del trabajo Mukhopadhyay y Bhattacharyya [28]] permite considerar la
existencia de la bifurcacién de Hopf en la coexistencia de las especies
maritimas. Por otro lado, la consideracion del criterio de Dulac-Bendixon nos
permite conocer que no poseen Orbitas cerradas para los subsistemas y .
En el presente trabajo no se ha realizado el estudio de la existencia de la bifur-
cacion de Hopf para el estado de coexistencia de las tres especies maritimas
[[L6} 27], pero esta consideracion seria importante analizar para bosquejar con
qué parametros se podria obtenerlaen el tiempo [29} 41]).

3 Simulacion numérica
Dentro del modelamiento matemaético aplicado a la Ecologia, se ha realizado

el Andlisis Cualitativo (seccién [2)) que se relacionard con el Andlisis Numérico
(soluciones aproximadas) [5, 21]. Esto nos ayuda a visualizar que el
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andlisis matematico con las simulaciones computacionales se complementan
mutuamente para mostrar la estabilidad local del modelo matematico (T)), donde
se puede considerar interpretaciones ecoldgicas en un corto, mediano y largo
plazo bajo las hipdtesis consideradas [22, 113} 126]. Para lo cual, se presentard una
tabla con los valores a considerar para la respectiva simulacién computacional y
poder obtener curvas poblacionales en el tiempo [14, [36 29]. Donde las tasas
ecoldgicas del modelo (I)) tendrdn su unidad dimensional respectiva como las
poblaciones ecolégicas (toneladas) [27, 40].

En el Instituto del Mar del Peri (IMARPE) se puede visualizar diversos
indices y valores referenciales que representan la dindmica de este ecosistema
maritimo [[16} 29], que nos permite una posible proyeccién de la evolucién de
cada poblacién de acuerdo a la recolecciéon de datos diarios, mensuales,
semestrales y anuales [2}, 15} 38]. Ademads que hay un pardmetro sensible que es
la mortalidad de la anchoveta debido a la accién depredadora de otras especies
maritimas dentro del mar (eslabones superiores de la cadena alimenticia) como
también la actividad pesquera que se realiza a nivel industrial y artesanal [6, 9];
la pesqueria sin medida ni un control guiado y supervisado puede ocasionar un
desequilibrio ecoldgico o hasta la posible extincién de la especie de la anchoveta
[5, 230 25]] y con esta tragica situacién conllevaria un problema critico para otras
especies como para la actividad pesquera [3) 22, [16]. Estas consideraciones
no estdn en el modelo propuesto debido que tiene una dindmica que debe ser
estudiada de forma mdas completa; dicho estudio no se realizard en este trabajo
de investigacién pero se intenta considerar la existencia de estos supuestos para
un trabajo futuro que permita tener esta dindmica dentro del modelo [3} 31} 41]].

Las tasas ecoldgicas expresadas en la Tabla[l] se han recopilado del articulo
de Samares y Anal [36] en cuanto a los pardmetros ecoldgicos de la respuesta
funcional Holling tipo II; esto se puede utilizar debido que son datos de la di-
ndmica entre las especies (anchoveta y plancton). De forma particular, se han
extraido de los datos provistos por el IMARPE en cuanto a la reproduccion,
mortalidad y depredacioén que se estudia en el mar peruano, y se presentan en
los reportes sobre las actividades maritimas registradas [14} [16]]; se ha omitido
la consideracién del impacto realizado por la pesqueria como dindmica propia
[6, 9]. Siempre se ha mantenido una inspeccién diaria en temporadas criticas
causados por factores externos que puedan afectar el ecosistema, esto quiere
decir una consideracion detallada de las actividades pesqueras [[14, [15]. Esto se
debe que el ecosistema maritimo tiene una importancia para el pais por intereses
ecoldgicos, econémicos y geopoliticos con los demds paises vecinos [6, 31 [29]].

Como se habia mencionado, la pesqueria es una actividad econdémica
importante para el pais tanto por la elaboracién de productos derivados de la
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anchoveta como un eslabén de una cadena mucho mayor segin lo manifiesta el
Ministerio de Produccion del Perud [25], y la Sociedad Nacional de Pesqueria
[38]. Y por este motivo, se debe tener una vigilancia predominante en la an-
choveta por ser el alimento principal de otras especies maritimas que conforman
una cadena alimenticia de mayor eslabon que forma parte también de la vigilan-
cia que realiza el IMARPE para mantener el equilibrio biol6gico en el mar pe-
ruano [14, [16l], y la interaccién de la accién pesquera sin control
y supervisién [3} 2, 23]].

Esto nos permitirfa poder bosquejar la dindmica entre las tres
especies al mediano y largo plazo bajo la perspectiva que no hay cambios en
las tasas ecoldgicas (tasas constantes), pero en el corto plazo ya brinda como
estd evolucionando las especies [17, [29]]; también se podria considerar cuando
cambian en el tiempo en otro trabajo de investigacién [27) [36]. De manera adi-
cional, el trabajo de Medina et al. (2015) nos presenta indicadores de como se
alimenta la anchoveta en el norte de Chile que forma parte de la frontera con
el sur de Perd, donde se podrd proyectar el comportamiento de la depredacién
[16] y como se puede generar un sistema mds amplio donde se tenga una mayor
cadena alimenticia que representaria de como se relacionan las especies
maritimas en un amplio espectro bioldgico [14,23]]. Estas perspectivas permiten
tener un estudio complementario entre dos naciones que comparten un recurso
maritimo importante de actividad econémica y manteniendo en mayor medida
el equilibrio bioldgico para salvaguardar todas las especies que comprenden el
ecosistema [[15 29, 38]].

Tabla 1: Tabla de valores numéricos de las poblaciones iniciales.

Especie Descripcion Valor Dim.
F Poblacién inicial del fitoplancton ~ 1.30 Tn
Z Poblacién inicial del zooplancton ~ 0.70 Tn
A Poblacién inicial del anchovetas 0.05 Tn

Las unidades de la poblaciones ecoldgicas (fitoplancton, zooplancton
y anchoveta) estdn medidas en toneladas (Tn), por mientras que las tasas
ecoldgicas estdn consideradas por unidad de tiempo (dias) de acuerdo a la
vigilancia que realiza el IMARPE como parte de su labor institucional para
servicio de la sociedad de acuerdo a los intereses del Estado [14, [16].
También se considera valores referenciales a la literatura citada [3, 128, [36]].

Rev.Mate.Teor:Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 29(1): 69-103, Jan-Jun 2022



CADENA ALIMENTICIA: PLANCTON—ANCHOVETA 87

Tabla 2: Tabla de valores numéricos de los pardmetros (constantes).

Param. Descripcion Valor Dim.
r Tasa de reproduccioén intrinseca del fitoplancton 1.20 1/T
k Capacidad de carga del fitoplancton 0.60 Tn

i Tasa de ingestién del zooplancton por consumir  2.00 1/T
fitoplancton

a9 Tasa de ingestién de la anchoveta por consumir  0.70 /T
fitoplancton

Qs Tasa de ingestién de la anchoveta por consumir  0.90 /T
zooplancton

51 Tasa de beneficio del zooplancton por consumir  1.55 /T
fitoplancton

B2 Tasa de beneficio de la anchoveta por consumir  0.50 1/T
fitoplancton

B3 Tasa de beneficio de la anchoveta por consumir  0.70 1/T
zooplancton

k1 Constante media de saturacién del fitoplancton-  0.80 Tn
zooplancton

ko Constante media de saturacion del fitoplancton-  0.80 Tn
anchoveta

ks Constante media de saturacién del zooplancton-  0.80 Tn
anchoveta

1 Tasa de mortalidad del fitoplancton 0.02 1/T

12 Tasa de mortalidad del zooplancton 0.03 /T

3 Tasa de mortalidad de la anchoveta 0.25 1/T

De aqui, se podrd realizar la simulacién computacional del modelo () con
los valores de las Tablas [T]y 2l y deducir interpretaciones ecoldgicas de la di-
ndmica que se presenta en la cadena alimenticia [17, 29, 32]. Se determinara
un tiempo de simulacién de 300 dias, para conocer el comportamiento de las
poblaciones, su respectiva evolucién cuando interactian entre si [2} 25]. Por
consiguiente, se realizard su interpretacion ecoldgica respectiva para poder eva-
luar la situacién que se suscita en el ecosistema maritimo peruano [22, [36].

3.1 Simulacién computacional

El modelo presentado en (1)) donde se ha garantizado la existencia, unicidad, y
positividad de soluciones (Teoremas|I]y 2) [18, 21, y posee soluciones acotadas
en el largo plazo (Teorema [3) [28| [36]]; y estabilidad en el punto de equilibrio
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asociado (Teoremad) [22] 33]]. Ademas, el sistema (I)) se ha dividido en subsis-
temas y para determinar si poseen Orbitas periddicas en el largo plazo
(Proposiciones [T]y [2)) [30, 41].

Por ende, al poseer los valores numéricos de las tasas ecoldgicas asociadas
al modelo podremos analizar y verificar la estabilidad del modelo y contrastar
con la simulacién computacional de acuerdo con las Tablas [I]y 2] [7, [16] 36]:

A —12F (1 - §55) — &4 — 34— 0.02F, F(0) =1.30

T 0.60/  0.80+F 0.80+F
dZ __ 1.55F-Z _ 0.90Z-A _
dt — 0.80+F ~ 0.80+F 0.032, Z(0)=0.70
dA .50F-A .70Z-A
2 = 52 + Ghieg — 0.254, A(0) = 0.05.(21)

De acuerdo con el modelo propuesto (I]), donde se ha introducido los valores
de las Tablas [Ty 2} se obtuvo el sistema (21)) para poder analizar su compor-
tamiento numérico con interpretaciones ecoldgicas [27, 136]. De aqui, se puede
obtener los puntos de equilibrio no negativos en el estado estacionario para poder
verificar la situacion ecolégica que se tiene; y se pueda complementar con la
simulacién computacional en un tiempo de simulacién determinado [33}36].

Por consiguiente, se ha obtenido cuatro puntos de equilibrio, y ademds se ha
determinado su condicién en su estado estacionario respectivo con el apoyo del
Teorema (criterio de Routh-Hurwtiz) para nuestro modelo [1}[7].

3.1.1 Punto de extincion total

Este punto de equilibrio, w; = (0;0;0), representa la situacién menos deseada
para el ecosistema marino, y donde la intervencion humana puede ser el principal
gestor de generacion de este escenario critico [25]. De acuerdo a nuestro modelo
(21)), el estado estacionario asociado a este punto es Inestable [[15] 26].

3.1.2 Punto de la supervivencia del fitoplancton

Este punto de equilibrio, wy = (0.5899;0;0) representa la situacién que no
se desea en el ecosistema marino, atin cuando la especie del fitoplancton se
mantiene en el tiempo. La intervencién humana puede ser el principal gestor
de generaci6n de este escenario critico. De acuerdo a nuestro modelo (21)), el
estado estacionario es Inestable 5} [23} 125]).
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3.1.3 Punto de la extincion de la anchoveta

Este punto de equilibrio, w3 = (0.01579; 0.46843; 0) representa la situacién que
no se desea en el ecosistema marino, atin cuando la especie del fitoplancton y
la especie del zooplancton se mantienen en el tiempo. La intervencién humana
puede ser el principal gestor de generacién de este escenario critico debido a
la actividad pesquera sin ninguna consideracion. De acuerdo a nuestro modelo
(21), el estado estacionario es Inestable [5, 25| 38]].

3.1.4 Punto de coexistencia

Este punto de equilibrio, w4 = (0.3297;0.1397; 0.4410) representa la situacion
que siempre debe permanecer en el ecosistema marino. La intervenciéon humana
puede ser el principal gestor de romper esta coexistencia debido a un abuso de
la actividad pesquera sin ninguna consideracién de la preservacion de la especie.
De acuerdo a nuestro modelo (21)), el estado estacionario donde se encuentra la
coexistencia es Estable [[7, 23, [32].

En resumen, se puede expresar la condicién de cada punto de equilibrio del
modelo (21) en la siguiente tabla de acuerdo a los valores numéricos [1}, 22, [36]].

Tabla 3: Tabla de estabilidad del modelo en su punto de equilibrio.

Punto de Equilibrio Estado Estacionario
wr=(0;0;0) Inestable
we = (0.5899; 0; 0) Inestable
ws = (0.01579 ; 0.46843; 0 ) Inestable
wg = (10.3297; 0.1397 ; 0.4410) Estable

Hay una consideracion que se tiene con el modelo presentado (1) donde se
obtuvo las condiciones de existencias de los puntos de equilibrio (14) donde se
tiene cinco puntos, pero al introducir los valores de los pardmetros se obtiene
cuatro puntos de equilibrio asociados al sistema (21)) debido que el punto de
equilibrio (e3) no satisface la condicion de existencia positiva [27, 36].

Por consiguiente, se realizard la simulacion computacional donde podremos
visualizar el comportamiento de las especies (fitoplancton, zooplancton
y anchoveta) en el tiempo. Con la simulacién en el tiempo determinado,
se podrd analizar el comportamiento en el corto plazo, mediano y largo plazo
(andlisis computacional) de acuerdo a las tasas ecoldgicas constantes
consideradas en las tablas |1 y [2] [27, 36]. Ademds, se busca complementar
el andlisis cualitativo realizado en la seccién [2} y también el desarrollo en la
subseccion con los valores numéricos de los pardmetros (constantes) y las
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poblaciones iniciales del modelo matemético de la cadena alimenticia de
tercer eslabén [[7], 22, 36]].

Para la presente simulacion, se recurrié al método numérico de Runge-Kutta
de orden cuatro con un margen de error absoluto (10~%) para tener una buena
aproximacion de la solucién del sistema (2I). Este método que se realiza por
el tiempo discreto ayuda enormemente para la solucién numérica en cuanto al
costo computacional y el tiempo de compilacién 33].

Dinamica de la Cadena Alimenticia: Plancton - Anchoveta

14 4 — FITOPLANCTON (F)
— ZOOPLANCTON (Z)
b e B — ANCHOVETA (A)
wy
S 10
(=]
-]
S o8
w
LY
5 06 1
(=]
m
= 04 4
[=]
a.
0.2 4
0.0 -
0 50 100 150 200 250 300
Tiempo

Figura 2: Simulacién computacional del modelo de cadena alimenticia.
Fuente: Elaboracién propia.

La simulacién computacional representa al modelo matemdtico (I) que
comprende la dindmica que existe entre las especies marinas dentro del
ecosistema y estdn expresadas en la Figura [T} con lo cual, la Figura 2] busca el
escenario propuesto de acuerdo a los pardmetros indicados en la Tabla 2] donde
se puede observar la coexistencia de las especies, como se mostré en la Tabla[3]
donde el estado estacionario de estabilidad se daba en el punto de equilibrio de
la coexistencia, wy = ( 0.3297 ; 0.1397 ; 0.4410 ), y la simulacién concuerda
con el valor estacionario de cada especie marina [33]).

Siempre debe concordar el resultado del andlisis cualitativo (seccién [2) con
la solucién numérica que provee la simulacion computacional. Lo cual, en la
simulacién computacional presenta el estado de coexistencia de las tres especies
(equilibrio biolégico) que siempre se busca que se mantenga pero lastimosa-
mente siempre esté en peligro de una depredacion descontrolada [14}29].
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La consideracién de la mortalidad de las anchovetas (u3) se encuentra en
una situacién delicada donde la intervencion del hombre puede ayudar a que se
mantenga el equilibrio ecolégico en favor del plancton, como también generar la
extincion de la especie [2,25]]; por eso siempre se debe considerar esta tasa como
un pardmetro sensible que busque la coexistencia de las tres especies maritimas
de manera que las cuatro poblaciones se vean beneficiadas (la poblacion humana
es la cuarta poblacién que interviene en la cadena alimenticia que no aparece en
el modelo matematico (T)) de manera explicita) [5, 14 38].

el wi= (0,0, 0)
® w:=(05899,0,0)
® ws=(0.01579,0.46843, 0)
® w:=(0.3297,0.1397,0.4410)
04 _
03 Q
o
- =y
0.2 '*5-’
01
0.0

W

00 o2 .

L 06

FITOPY 4 0.8 02 4
NCroy 19 ;5 0.0

Figura 3: Simulacién computacional del modelo (puntos de equilibrios).
Fuente: Elaboracién propia.

En la Figura[3|se puede analizar el comportamiento de las tres poblaciones a
través del tiempo de simulacién donde el punto negro marca la poblacién inicial
de las especies maritimas (1.3,0.7,0.05). Y los puntos rojos son los puntos
de equilibrio inestables (wi,wsy;ws) del sistema , y el punto verde es el
punto de equilibrio estable (wy) en el largo plazo [5, 22]. En el corto plazo se
puede visualizar un comportamiento oscilatorio pero luego se estabiliza, y las
poblaciones se mantienen constantes mientras no haya una pertubacion externa
que pueda afectar el ecosistema [27,36]]. Por lo tanto, las Figuras 2]y [3| presentan
de una forma mas detallada el comportamiento de las poblaciones dentro del
ecosistema tanto en su plano a través del tiempo como para la visualizacién del
punto estacionario estable [16] 23] 41]. Este estado en un ecosistema donde
intervienen otras especies y la actividad pesquera no tienden a generar un estado
estable pero esta simulacion nos brinda informacién de como se puede bosquejar
el comportamiento en el tiempo de nuestro modelo [6, (17, 40].
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La anchoveta juega un rol fundamental e importante en la compleja
red alimenticia del ecosistema de Humboldt, dado que cientos de diferentes
especies de peces, mamiferos y aves marinas dependen de ella para
su alimentacién [29, [38]. Sin lugar a duda, siempre se debe considerar la
manera que se pueda generar el aprovechamiento de los recursos naturales, y
que el ecosistema se mantenga en un comportamiento adecuado de produccién
para la poblacién humana, sin generar caos ni crisis en las demds especies de
manera especifica el fitoplancton, el zooplancton y la anchoveta [3, [14] 29]. Y
este lineamiento viene ser la idea central de la investigacién de como ir con-
struyendo modelos que permitan conocer el comportamiento que se puede generar
ante intervenciones de la pesqueria en el ecosistema maritimo [3} [0} [15].

[ ] [ ]
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06 - 05 - 05 -
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Figura 4: Plano fase de las especies maritimas. Fuente: Elaboracién propia.
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El grifico de la Figura[d|nos ayuda a visualizar el comportamiento entre dos
especies es el plano fase que permite analizar la evolucidén que realizan ambas
en el tiempo sin tener el eje temporal. La Figura [ presentara el plano fase de
cada especie considerada en el modelo (2I), de manera que nos ayude a ver la
competencia que se suscita en la convivencia entre la anchoveta y el plancton (fi-
toplancton y zooplancton) [14}[36]]. Por lo cual, un andlisis mas estructurado de
como interactian las especies dentro del tiempo de simulacién considerado nos
permite ver la evolucion entre un versus de especie a especie. Y es, en la Figura
donde se puede observar la estabilidad local (punto atractor) desde el punto de
vista del plano fase mostrado [29, [36] [38]]. Teniendo las simulaciones computa-
cionales en las Figuras [2| y 4] se puede observar como se presenta un compor-
tamiento oscilatorio en las poblaciones sin llegar a la extincién, ademds que en
un tiempo de mediano plazo las poblaciones se llegan a estabilizar generdndose
la coexistencia maritima que se obtiene de acuerdo al punto de equilibrio (wy).
Ademis de las Proposiciones [I]y 2] complementan bien a la Figura ] debido que
no se muestra la existencia de drbitas periddicas en el largo plazo [30} 41].

De acuerdo con la Figura[2] se presenta un comportamiento oscilatorio entre
las especies maritimas donde la poblacién de la anchoveta comienza a
crecer lentamente hasta que se superpone a las otras dos especies (plancton)
donde todas las especies se mantienen en un estado de coexistencia estable en
el tiempo donde el teorema [ respalda estos resultados numéricos para poder
contrastar e interpretar de diferentes perspectivas de andlisis [[18}27]]. De forma
adicional, se puede apreciar en la Figura ] una proyeccién mediante regresion
lineal como prevision en el comportamiento generado por la depredacion tanto
animal (explicita) como humana (implicita), esto quiere decir, la interaccién de
la presa con la depredadora en cada nivel de la cadena alimenticia [14}29].

En la Figura 5| presentamos dos simulaciones que se han realizado con
los valores de las Tablas [T] y 2] donde solamente se ha perturbado la tasa de
mortalidad de la anchoveta (us3 = 0.25), y como se puede observar, el nivel de
perturbacién en el equilibrio ecoldgico que puede ocasionar leves cambios en su
tasa de mortalidad (causas naturales o actividad pesquera) [25) [29].
Para un valor de mortalidad de p3 = 0.20, se obtiene un equilibrio ecoldgico
en el tiempo pero con una menor poblacién de zooplancton (casi a extinguirse)
que en el escenario presentado en la Figura [2|donde tenia una tasa de mortalidad
inicial; lo cual no ayuda al equilibrio ecélogico para que se mantenga las
especies en un nivel poblaciones adecuado de manera que otras especies se vean
afectadas por la ausencia del zooplancton y la depredacién se centre Uinicamente
en el fitoplancton lo cual en el tiempo podria extinguirse también [15, [17]].

Por otro lado, si se incrementa levemente la tasa de mortalidad a un valor
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Dindmica de la Cadena Alimenticia: Plancton - Anchoveta Dindmica de la Cadena Alimenticia: Plancton - Anchoveta
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Figura 5: Simulacién computacional del modelo de cadena alimenticia.
Fuente: Elaboracién propia.

de u3 = 0.265, se obtiene una considerable reduccién de la anchoveta en el
corto y mediano plazo, lo cual no es bueno para el ecosistema maritimo, pero
también para la actividad pesquera que no tendrd esta especie para seguir pes-
cando, cuando la misma actividad pesquera es una de las principales causas de
producir la extincién de esta especie [15, [17]. Por consiguiente, la pesca es
una actividad sensible que puede ayudar a las especies como también puede
eliminar a las mismas; esto conlleva a una conciencia ecolégica para mantener
el ecosistema por el bien de todas las especies (especies maritimas que depredan
a la anchoveta (eslabones superiores de la cadena alimenticia) como la activi-
dad pesquera del hombre) del mar [2, 25, [38]. Pero de acuerdo al modelo
propuesto en (21)) en el largo plazo la poblacién de la anchoveta retoma su den-
sidad donde comienza a crecer y estabilizarse [6, [36]. Esta simulacién viene a
ser algo alejada de la realidad debido que la consideracion de tasas constantes
no aborda la evolucién de las poblaciones, como se reporta en los informes del
IMARPE, de forma mds cercana que se manifiesta en el mar donde interactiian
especies maritimas y el hombre (actividad pesquera) [15} 29, 140].

Un comportamiento que llama la atencion el lado derecho de la Figura[5]es
una evoluciéon oscilatoria del zooplancton en mayor densidad que el
fitoplancton debido a la ausencia de la anchoveta [6]. Esto se debe a com-
portamientos de ausencia del depredador mayor genera causa que la respuesta
funcional Holling Tipo II nos permita analizar sobre la cantidad de presas que
puede consumir el depredador restante [27, 31]. Ademds, la actividad pes-
quera se ve colapsada en el mediano plazo debido a un abrupto realizado en
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el corto plazo que conlleva a un desequilibrio biolégico tanto para la cadena
alimenticia considerada de tres niveles, sino también para una cadena
mucho mayor [15} 29, 38]].

En este sentido, el IMARPE custodia las temporadas de vedas y controles
respectivos para que no suceda este escenario que seria catastréfico para todo el
ecosistema maritimo como el sistema econdémico que se desprende de la
actividad pesquera [16, 29]. Y por lo cual, se necesita proyecciones de la
evolucién de las poblaciones en diferentes situaciones criticas que pueda
perjudicar el ecosistema maritima tanto para el desarrollo natural de las especies
maritimas y la intervencién del hombre sin control [[14, [15]].

4 Discusiones y conclusiones

El modelo matemdtico de la cadena alimenticia de la anchoveta que se ha
presentado en la seccién [I} y se ha estudiado en la seccién [2] donde se ha
considerado las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias con una respuesta
funcional Holling Tipo II que nos ayuda a describir la dindmica que
existe entre las tres especies, dentro de un ecosistema maritimo que permita
analizar la evolucién en el tiempo para ver la mejor manera de preservar la
coexistencia de las tres especies [7, 36]. Ademds se ha realizado la
estabilidad del sistema en el estado estacionario de la coexistencia (w4) que es
donde se encuentra el equilibrio ecoldgico teniendo en cuenta la intervencion del
hombre de manera implicita como una de las causas principales de la mortalidad
de la anchoveta [[15 23 [27]]. La consideracion de la funcion de Dulac (criterio
de Dulac-Bendixon) en la seccién [2.4] donde el sistema (I)) se desprendié dos
subsistemas (T9) y (20) donde se probé que no posefan 6rbitas cerradas dentro
de sus respectivas regiones [30} 41]].

Ademds, en la seccién 3] de manera especifica en la subseccién se centra en
las simulaciones computacionales que nos permiten analizar el comportamiento
de las poblaciones en el tiempo donde el enfoque es mantener un nivel adecuado
que la coexistencia mantenga en el equilibrio ecolégico donde la intervencién
del hombre no cause un rompimiento de este equilibrio porque él mismo crearia
la ruptura de su propia produccioén pesquera [[15, 25 [38]].

También, se ha presentado variaciones, en la tasa ecoldgica sensible donde
el hombre interviene, siendo la tasa de mortalidad de la anchoveta (u3 = 0.25),
y al disminuirse esta tasa en cinco unidades porcentuales (u3 = 0.20) causa
de una decrecimiento en la poblacién del zooplancton; y al perturbar un leve
aumento porcentual (u3 = 0.265) genera la extincién de la anchoveta en el
tiempo [38]]. La impotancia del andlisis cualitativo que se complementa con la
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simulacién numérica representa una gran ayuda a comprender la sensibilidad
de los pardmetros que indica los teoremas de estabilidad (Teorema [, para que
obtener la situacion ecoldgica més adecuada [15,[12} 17, 36].

Se tiene que considerar muchos detalles en los pardmetros para el modelo (T))
que nos permita poder realizar simulaciones mds cercanas a la realidad que se
vive en el especio maritimo perteneciente al pais donde los estudios, en muchos
casos, no alcanza para concretar la verdadera situacion de esta cadena alimenti-
cia (fitoplancton, zooplancton y anchoveta) [[17,136]]; donde la cadena alimenticia
se encuenta en el tercer eslabon, mas ain cuando la fauna marina es mucho mas
extensa de la considerada en el modelo, y los pardmetros no necesariamente
deben ser constantes sino que evolucien en el tiempo [3 22, y la mds
importante de consideracién deberia ser una expresion matemdtica para
representar la dindmica de la pesqueria y como afecta al ecosistema maritimo
donde se podria perturbar el modelo de tal manera que representa la dindmica de
la depredacion [} 15, 25]].

Finalmente, una de las discusiones mds importante seria una construccion
de la cadena alimenticia mds completa para poder analizar la sensibilidad de
los pardmetros de mortalidad tiene dos acciones de generarse por la depreda-
cion de las especies maritimas y por la depredacién del ser humano [2 [15 25]];
mds atn conocer las condiciones para garantizar la coexistencia de las pobla-
ciones [[7, 28]]. La actividad pesquera es una de las razones que el equilibrio
ecolégico puede perderse cuando se realiza sin ninguna vigilancia y control
[14, 29]. Por lo cual, siempre se debe estudiar los impactos que se genera en
toda la cadena alimenticia para que sea provechoso para todas las especies y
no se rompa el equilibrio ecoldgico de la fauna marina en provecho de todo
el ecosistema [23}38]].

Por lo cual, podemos obtener las siguientes conclusiones.

1. El modelo matemdtico presentado en (I), es una extension del modelo
desarrollado en [36], donde se focaliza la dindmica de alimentacién
que realiza la anchoveta (tercer eslabén), siendo el depredador mayor
del ecosistema estudiado, con respecto al fitoplancton (primer eslabdén) y
al zooplancton (segundo eslabén) como se muestra en la Figura [I] [29].
Esto permite modelar de manera mas real la cadena alimenticia generada
en el mar peruano y analizar la dindmica depredadora de la anchoveta
(14] 23]

2. Los teoremas de acotacién de soluciones (Teorema |3)) y de estabilidad
(Teorema [ ayudan a visualizar el estado estacionario que se genera de
acuerdo las restricciones para garantizar la no negatividad de los puntos
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de equilibrio [17, 36]. Asi, se pueden buscar las condiciones sensibles
para lograr la coexistencia de las especies desde el enfoque matemético
(13} 24].

3. Las proposiciones[I]y [2 presentan a los subsistemas y no poseen
orbitas periddicas cerradas respectivamente en sus regiones [30}41]]. Esto
nos permite conocer un bosquejo del comportamiento del sistema en
el tiempo. No obstante, el sistema podria admitir una bifurcacién de Hopf
en la coexistencia de las especies como lo indican Samares y Anal [36].

4. La simulacién computacional permitié conocer el comportamiento de las
especies en el tiempo donde en el inicio se presentd crecimiento oscilatorio
pero luego se llega a estabilizar las tres especies, sobretodo la poblacion
de la anchoveta que se mantiene por encima de las otras dos y coexisten
en el tiempo [15} 17, 29].

5. La Figura [ presenta el comportamiento en el plano fase de cada especie
para visualizar el comportamiento oscilatorio y luego converger a un punto
como complemento a la Figura 2] donde se analiza la evolucién en el
tiempo de las tres especies donde se analiza como llegan al estado esta-
cionario de coexistencia [23),[36]. Este estado estacionario se obtiene ante
la sensibilidad de los pardmetros que se tiene en la recoleccion de los datos
por parte del IMARPE [} [15]].

6. La mortalidad de la anchoveta dentro de la cadena alimenticia
presentada viene a ser un parametro muy sensible [15]] debido a la actividad
pesquera que se incluye de manera implicita dentro del modelo (T)), siendo
una debilidad del modelo pero puede ser el inicio de la construccién de
un modelo més robusto y que considere la dindmica de la pesqueria de
forma explicita 14} 36].

7. La pesqueria puede ser la accién para romper el equilibrio ecoldgico si
no se tiene intervenciones adecuadas para preservar la dindmica de depre-
dacién maritima [5, [16], y produccién pesquera como se presenta en la
Figura[5] donde la accion de pescar menos no beneficia al zooplancton y
pescar un poco mds puede generar la extincién de la anchoveta [25]38].
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