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154 W. BADILLA-CESPEDES

Resumen

En caracteristica prima, el umbral F-puro es un invariante numérico que mide
singularidades. Se conocen pocas estimaciones de este nimero. En esta nota,
calculamos explicitamente el umbral F-puro del ideal homogéneo maximo en
un anillo de Stanley-Reisner y demostramos que este nimero y la dimensién
de escisién son iguales.

Palabras clave: umbral F-puro; anillos de Stanley—Reisner; anillos de caracteristica prima.

Abstract

In prime characteristic, the F-pure threshold is a numerical invariant meas-
uring singularities. Few estimates of this number are known. In this note,
we explicitly compute the F-pure threshold of the homogeneous maximal
ideal in a Stanley-Reisner ring and prove that this number and the splitting
dimension are same.

Keywords: F-pure threshold; Stanley-Reisner rings; prime characteristic rings.
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1. INTRODUCCION

Iniciamos haciendo algunos comentarios sobre invariantes geométricos que tie-
nen conexion con invariantes en caracteristica prima. Cuando estamos en caracte-
ristica cero, el umbral log canénico Ict(f) de un polinomio f con coeficientes en un
campo, es un importante invariante en geometria birracional [3]. Desde un punto
de vista analitico, consideremos f € C[xy,...,x,] con f(0) = 0 y singularidad en
cero. Tenemos la funcién

i :CN\V(f) — R,
1 )

@I

El umbral log candnico de f es definido como

1
let(f) = sup {/l € R, | existe un & > 0 tal que f — < 00}.
] 5.0 [f@P

Resulta que lct(f) = sup{d € Ry | T(fH = (1)}, donde J(f*) es el ideal multi-
plicador de f con exponente A. Por lo tanto, Ict(f) es el primer nimero de salto
de f y es un ntimero racional. Este niimero mide una singularidad de f alrededor
de cero; es decir, estos invariantes miden la agudeza de una curva en el punto
0. Por ejemplo, los umbrales log candnicos de las curvas de la Figura 1 son 1,
% y %, respectivamente.
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Figura 1: Curvas.

En caracteristica positiva, el umbral F-puro de un ideal a C R, denotado por
fpt(a), fue definido por Takagi y Watanabe [21]. Este estd estrechamente relaciona-
do con las teorfas de F-puridad y clausura hermética [7, 11, 12]. Especificamente,
este invariante mide el orden de escisién de a. El umbral F-puro es definido como

méx{tr € N| o' ¢ I,(R)}

Iim .
e—o0 pe

Aqui I (R) denota el ideal de escision de R. El umbral F-puro es considerado
el andlogo al umbral log candnico; ellos comparten propiedades similares [18, 21].
En particular, si f es un elemento en Z[xi,...,x,], entonces el umbral F-puro
y el umbral log candnico pueden ser comparados como sigue:* 1}1_)11010 fpt(f mod p) =

let(f) [7, 18].

Una linea reciente de investigacién consiste en entender bajo cuéles condiciones
el conjunto de los umbrales F-puros es un subconjuto de los niimeros racionales.
Este hecho fue probado por Blickle, Mustatd y Smith [4] para un anillo regular
F-finito. Sin embargo, es bien sabido por la comunidad que calcular los umbrales
F-puros es una tarea dificil en general y pocos ejemplos de célculos explicitos son
conocidos. Entre algunos de ellos estan los siguientes casos:

= En una gran clase de ideales binomiales, como los ideales binomiales que
son una interseccion completa y los ideales que definen el espacio de curvas
monomiales, los umbrales F-puros son calculados mediante programacién

lineal [19].
= En hipersuperficies binomiales sobre un campo de caracteristica prima [8].

= En un polinomio cuyo soporte satisface cierta condiciéon de no degeneracion
[9]-
= En polinomios cuasi-homogéneos [17].

= En polinomios tipo Thom-Sebastiani [6].
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156 W. BADILLA-CESPEDES

= En un polinomio homogéneo reducido de grado d, su umbral F-puro es al
1

menos —— [15].
Ademas, fue hace tan solo unos pocos anos que aparecié la primera rutina compu-
tacional para calcular algunos ejemplos [10].

En este trabajo, nos concentramos en anillos de Stanley-Reisner. La construc-
cién del anillo de Stanley-Reisner es una herramienta bésica de mucho estudio
en el dlgebra conmutativa combinatoria y la combinatoria algebraica. La natu-
raleza combinatoria de estos anillos ha sido 1til para estudiar sus estructuras en
caracteristica positiva. En este manuscrito, calculamos el umbral F-puro del ideal
homogéneo maximo de un anillo de Stanley-Reisner.

Teorema A (ver el Teorema 2). Sea R un anillo de Stanley-Reisner con ideal ho-
mogéneo mdximo m. Entonces el umbral F-puro de m es igual a la dimension de
escision de R.

Para obtener el Teorema A, calculamos el primo de escisién de R y probamos
que es igual a la suma de sus primos minimos. Entonces, el problema es reducido al
caso del anillo de los polinomios por tomar un cociente entre el primo de escision.

Notacion 1. En este trabajo asumimos que todos los anillos son conmutativos,
noetherianos, con identidad multiplicativa 1 y de caracteristica prima p.

2. PRELIMINARES

En esta seccién repasamos conceptos y propiedades que son necesarias en nues-
tro estudio de anillos en caracteristica prima. Omitimos detalles y referimos al
lector interesado al libro de Huneke [13]. A través de esta seccién, R denota un
anillo de caracteristica prima p.

2.1. Morfismo de Frobenius.

Dado un anillo R, el morfismo de Frobenius es el mapeo F : R — R dada
por F(r) = r? para r € R. El morfismo de Frobenius es un homomorfismo de
anillos. Para un entero no negativo e, podemos considerar la funcion iterada de
Frobenius F¢ : R — R dada por F¢(r) = r*" para r € R. De esta manera, R tiene
una estructura de R-mddulo por restriccion de escalares via F¢. Equivalentemente,
R es un R”-médulo, con R” = F¢(R).

Supongamos que R es reducido. El conjunto R'?" = {r'/’" | r € R} es el anillo
de las raices p°-ésimas de los elementos de R. Nuevamente, R'/”" es un anillo
abstractamente isomorfo a R via la funcién RY?° — R, la cual envia r — #*".
En particular, el mapeo F°¢ puede ser identificado con la inclusion de R-moédulos
R C RVP". Por lo tanto, existe un isomorfismo de R-médulos entre R'/?* y R visto
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UMBRAL F-PURO EN UN ANILLO DE STANLEY-REISNER 157

como R-médulo a través de F°. En lo que resta de este manuscrito trabajamos con
anillos reducidos.

Consideremos ahora I C R un ideal, denotamos la extensién de I a través de F*°
por 1”1, El ideal I'”! es llamado la potencia de Frobenius de I. Si I = (ry,...,ry),
entonces IP1 = (r”,..., ). Ademds, notamos que IR/ = (JP'H1/r",

El mapeo de Frobenius es una poderosa herramienta en el estudio de singulari-
dades en caracteristica prima, debido a que Kunz muestra que los anillos regulares
son aquellos donde F° es un homomorfismo de anillos fielmente plano [16]. A par-
tir de esta funcién podemos definir clases de singularidades como la F-finitud y la
F-puridad.

Definicién 1. El anillo R es llamado F-finito si el morfismo de Frobenius F¢ es
finito para algin (para todo) entero e > 1. Equivalentemente, R'"" es un R-mddulo
finitamente generado para algin (para todo) entero e > 1.

Muchos de los anillos encontrados en geometria algebraica son F-finitos.

Observacion 1. Sea R un anillo F-finito. Entonces, las siguientes proposiciones son
verdaderas:

(1) Toda imagen homomdrfica de R es F-finita.

(2) Dado un ideal I en R, tenemos que R/I es F-finito.

(8) El anillo de polinomios R[x,...,x,] es F-finito.

(4) El anillo de series de potencia R[[x1,...,X,]] es F-finito.
(5) Toda R-dlgebra finitamente generada es F-finita.

(6) Si W es un sistema multiplicativo en R, entonces W™'R es también un anillo
F-finito.

(7) SiR es un anillo local, entonces R es F-finito.

Ejemplo 1 (Anillo de polinomios en n variables). Consideremos R = K[xy,. .., X,].
Entonces RV? es un R-mddulo libre con base

{kl/p”x‘lyl/l’e ...xg"/”e |0<a; <pf— 1}’

donde {k''P"} es una base de K'/P° sobre K. Notemos que si dimg(K'/7") = d, enton-
ces el rango de R'P" sobre R es dp™.

Finalizamos esta subseccion recordando la definicién de F-pureza.

Definicién 2. FEl anillo R es llamado F-puro si es F-finito y ¢(1) = 1 para algin
¢ € Homg(R'?, R).
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158 W. BADILLA-CESPEDES

2.2. Umbral F-puro.

En esta subseccién nos enfocamos en trabajar con R un anillo F-finito y F-
puro. El umbral F-puro de un ideal a C R fue introducido por Takagi y Watanabe
[21]. En caracteristica positiva, este es considerado como andlogo al umbral log
canonico, un invariante importante de singularidades de hipersuperficies en carac-
teristica cero. En particular, si f es un polinomio con coeficientes en un campo,
el umbral log canénico de f es el primer nimero de salto del ideal multiplicador
de f con exponente ¢ € Ryg, J(f¢). El estudio del umbral F-puro es motivado
por el umbral log canénico, debido a que ambos tienen propiedades similares. En
términos generales, el umbral F-puro mide el orden de escision de a.

Antes de definir el umbral F-puro, primero introducimos un ideal que nos
permite estudiar homomorfismos que no son escindes.

Definicién 3 ([1]). Sea (R, m, K) un anillo local o una K-dlgebra graduada estandar,
la cual es F-finita y F-pura. Definimos

L(R) = {f € R| ¢(f'"") € m, para todo ¢ € Homg(R'"", R)},

donde e € N.

Observemos que el conjunto I,(R) es un ideal de R y es llamado el e-ésimo
ideal de escision de R. Ademads, definimos el primo de escisién de R como P(R) =
Neart I(R) v la dimension de escision de R por sdim(R) = dim(R/P(R)).

Por otra parte, por la Definicién 3 notemos que f ¢ I(R) si y solo si o(f!/7) = 1
para algiin homomorfismo ¢ € Homg(R'/”", R).

El ideal I.(R) es usado para definir la F-signatura. Smith y Van den Bergh
en su trabajo [20] mostraron la existencia de este invariante cuando el anillo R es
fuertemente F-regular y tiene tipo de representacién finita de Frobenius. Posterior-
mente, el trabajo de Huneke y Leuschke [14] mostré que este invariante existe si R
es un dominio local completo y Gorenstein. Para anillos Gorenstein en el espectro
perforado, su existencia fue dada por Yao [23]. Mds tarde, Tucker [22] mostré la
existencia de la F-signatura en el caso general.

Finalmente, veamos el Teorema de Tucker.

Teorema 1 ([22, Teorema 4.9]). Sea (R, m,K) un anillo local F-finito y F-puro de

dimension d. Entonces
o ARILR)
m ————
e—00 pg

existe, donde A(—=) denota la longitud de un R-mddulo.

El teorema anterior motiva la siguiente definicién.
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Definicién 4. Supongamos que (R,m,K) es un anillo local F-finito y F-puro de
dimension d. La F-signatura de R es definida por

S(R) = lim AR/1EB)

e—0oo )2 d ’

donde A(-) denota la longitud de un R-mddulo.
Retomando el ideal de escisién, veamos la siguiente propiedad de I,(R).

Proposicién 1 ([1]). Sea (R, m,K) un anillo local o una K-dlgebra graduada estdn-
dar, la cual es F-finita y F-pura. Entonces las siguientes proposiciones
son verdaderas:

(1) Sir¢I(R), entonces r es un no divisor de cero.

(2) mP1 C I(R). La igualdad se da si R es un anillo regular.
Con la ayuda del ideal de escisién, podemos definir el umbral F-puro.

Definicién 5 ([5]). Sea (R, m, K) un anillo local o una K-dlgebra graduada estdndar,
la cual es F-finita y F-pura. Dado a € m un ideal en R, definimos

bo(p) = mix{t e N'| o' ¢ L.(R)}.

Definimos el umbral F-puro de a en R como
bo(p°
fpt(a) = 1im 2279
e—0o pe

Cuando a =m, el umbral F-puro fpt(m) es denotado por fpt(R).

Resaltamos el hecho no obvio de que el umbral F-puro es un nimero racional en
el caso de ser R un anillo regular [4]. La racionalidad del umbral F-puro continia
siendo un problema abierto en el caso general. Notemos que el umbral F-puro es
menor o igual a la dimension de Krull de R. Mas aun, el umbral F-puro de m y la
dimension de Krull de R coinciden, siempre que R sea un anillo regular.

3. ANILLO DE STANLEY-REINSER

En el anillo de polinomios § = K[x1,...,x,], un monomio x‘fl <+ x5" es llamado
libre de cuadrados silos exponentes ay, ..., a, toman valores de cero o uno. Decimos
que un ideal monomial 7 de S es monomial libre de cuadrados si es generado por
monomios libres de cuadrados. Como una consecuencia, el ideal I es un ideal radical

y sus primos minimos estian generados por variables.
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160 W. BADILLA-CESPEDES

Un anillo formado por el cociente entre un anillo de polinomios sobre un campo
y un ideal monomial libre de cuadrados es llamado anillo de Stanley-Reinser. Estos
anillos tienen estructura combinatoria dada por complejos simpliciales. También
tienen singularidades suaves; por ejemplo, son F-puros.

Ahora, establecemos la notaciéon que seguimos a través de esta seccién.
Notacion 2. Denotamos S = K[xy,...,x,] con K un campo F-finito de caracteris-
tica prima p. Sea I un ideal monomial libre de cuadrados de S. Sea I = ﬂle Pi
tal que p; € p; para i # j y P1,..., P estdn generados por variables. Denotamos

x = a" X" para @ = (ay,...,a,) € N'. Tomamos R = S/I y m su tinico ideal
homogéneo mdrimo.

Consideremos a C R un ideal. Abusamos de la notacién y denotamos la imagen
inversa de a C R bajo la proyeccién natural § — S/l por a C S.

La siguiente proposiciéon nos permite calcular el anillo de las raices p°-ésimas
de R en términos de ideales cocientes. Recordemos que RY?* = § /P [1/p",

Proposicién 2 ([2, Proposicién 2.2]). Sea e un entero no negativo. Entonces

RUP = @(S/J(,)(aix“)”"f

1<i<s

acA
como R-mddulos, con A={a e N" |0<a; < p°—lparai=1,...,n}, B={a;'/" |i=
1,...,s) es una base de KY? como K-espacio vectorial y Jo, = (I : x%).

., € € . ’ .
Demostracion. Cada elemento r'/7* € S/7* puede ser escrito en forma tinica como

1/p¢ ay1/p¢
P = @ri,a(aix )
1<i<s
aeA

donde r;, € . Tomemos el morfismo

¢ 8 — S @),
1<i<s
acA

definido por
o) = P ria + Jadaix)'""

1<i<s
acA

Por la manera de definir a ¢, notamos que ¢ es un homomorfismo sobreyectivo
de S-modulos.

Para obtener lo deseado vamos a utilizar el primer teorema de isomorfismo.
Entonces debemos probar que kerg = I'/7°. Con el fin de mostrar esta igualdad,
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UMBRAL F-PURO EN UN ANILLO DE STANLEY-REISNER 161

primero mostramos la inclusién kergp C I'/7". Sea r'/?* € kery. Supongamos sin
perder generalidad que r'/?° = x%(a;x*)'/?* para algunos e N", ¢ e Ay 0 <i < 5.
Se sigue que 0 = o(r'/7) = (x + J,)(a;x*)"/?*. Como una consecuencia, x’ € J,. De
esta manera, x2* € I. Por lo tanto r'/?° = x?(a;x®)V/?° = (q;xP"+)V/r* ¢ [1/P°,

Para mostrar la otra inclusién es suficiente considerar r'/?° = x?(q;x*)V/7° x#/7° ¢
1P con @ € N, @ € A, 0 <i < sy ¥ un generador libre de cuadrados de
I. Debido a que 0 < aj < p°-1y 0 < B; <1 para todo 1 < j < n, existe
y € {0,1}" tal que @’ = a + B — p°y € A. Notemos que a;x"*?** € I, lo cual nos
lleva a x™ € J,. Ademads, r'/? = x7(q;x¥)"/7". Se sigue que r'/7* € ker ¢, pues
@(r!/P"y = (O + Ty )(aix™)P = 0.

De lo hecho anteriormente deducimos que

R = DS 1))
I<i<s
a€A

como S-moédulos. Por ende, ellos son isomorfos como R-mddulos. O

En el trabajo de Badilla-Céspedes [2] se considera una forma general del umbral
F-puro, llamado umbral de Cartier, y se prueba la racionalidad en varios casos
para los anillos de Stanley-Reisner. Nuestro objetivo en este trabajo es calcular el
umbral F-puro de mt en un anillo de Stanley-Reisner (ver el Teorema A). Para ello
comparamos este nimero con su correspondiente en R/P(R). Primero, necesitamos
calcular el ideal de escisién y el primo de escisiéon de un anillo de Stanley-Reisner.
Antes de calcular estos ideales necesitamos el siguiente lema.

Lema 1 (]2, Lema 4.16]). Sea e un entero no negativo. Entonces I,(R) y P(R) son
tdeales monomiales.

Demostracion. Notemos que R es N” - graduado y RY”" es un R-médulo [%N”—
graduado. Como R C R"/”", podemos ver a R como un R-médulo -:N"-graduado.
Mostrar que I.(R) es un ideal monomial, es equivalente a probar que I,(R) es un
ideal homogéneo con la N" graduacion. Sea r = ry, + -+ + 1o, € I,(R), con 1y, € R
de grado @; € N". Sea ¢ € Homg(R'/”",R). Al ser R'?" un R-médulo finitamente
generado, todo homomorfismo R'/”* —s R es una suma finita de homomorfismos
graduados. En tal caso podemos tomar ¢ homogéneo de grado 8 € #N". Evaluando

.
@ en r'/?" tenemos que

@7y = (raP ) + -+ (raPy e m

y cada go(r},{p e) tiene grado l%a/i + B. Como m es un ideal homogéneo,

go(réi/py) € m. Siendo asi r,, € I(R) para todo i € {1,...,t}. Por lo tanto, I(R)
es un ideal homogéneo.

Rev.Mate. Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 31(2): 153-165, Jul — Dic 2024



162 W. BADILLA-CESPEDES

Finalmente, como la intersecciéon de ideales monomiales es un ideal monomial,
P(R) es monomial. O

Badilla-Céspedes trabaja una forma general del ideal de escisiéon llamado la
contraccién de Cartier; con él introduce el nicleo de Cartier [2, Definicién 4.12],
el cual es una generalizacién del primo de escisién. Ademaés, para ideales primos
monomiales en anillos de Stanley-Reisner, el autor da una descripcién de la con-
traccién de Cartier a partir de la potencia de Frobenius y el niicleo de Cartier [2,
Proposicién 4.17], pero sin dar una descripcién del nicleo de Cartier. La siguiente
proposicién nos da una férmula explicitamente para el primo de escisién en virtud
de los primos minimos de R.

Proposicién 3. Sea e un entero no negativo. Las siguientes proposiciones son ver-
daderas:

(1) LQR) =mP+ 3! v,

(2) P(R) = X1, »;.

Demostracion. Afirmamos que mPT + Zgzl p; € I.(R). En efecto, 25:1 p; esta con-
tenida en la unién de los primos asociados de R, por ello cada elemento de dicha
suma es un divisor de cero. Por la Proposicién 1, mP1 + 25:1 p; € L(R).

Ahora mostremos que I,(R) € m?1 + $!_ p;. Procedemos por contradiccion.
Sea s un generador de I,(R). Supongamos que s ¢ mi”! + Zle p;. Por el Lema 1,
podemos elegir a s como un monomio. De este modo, s = x* para algin @ € A =
{eN"|0<q@; <p°—1lparai=1,...,n}, pues s ¢ m1

Asimismo, x* no esta contenido en ninguno de los primos asociados de R, porque
s ¢ Zle p;. Esto implica que x® es un no divisor de cero. Asi que el homomorfismo
g

R 5 R es inyectivo, lo cual fuerza I = J, = (I : x¥). Pero entonces tenemos un
homomorfismo ¢ € Homg((S/J,)x*'", R) tal que y(x*/7") = 1.

Sea B = {a;'/" | i =1,...,s) una base de K7 como K-espacio vectorial. Sin
perder generalidad podemos asumir que a; = 1. Adicionalmente, por la Proposicién
2 hay una funcién R-lineal

o R — (DS [a)ax)
1<i<s
acA

dada por
‘p(rl/p") = @(ri,a + Ja)(aixa)l/p”’

1<i<s
a€A
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UMBRAL F-PURO EN UN ANILLO DE STANLEY-REISNER 163

donde

1<i<s
aeA

Fijando ¢ = ¢ o m, o ¢ produce ¢ € Homg(R'?" R) y ¢(s'7") = p(x*'7") = 1; esto
contradice el hecho de que s € I.(R).

Para la segunda parte de la prueba es suficiente mostrar P(R) C Zle pi. Sea s
un generador de P(R). Por el Lema 1 podemos elegir a s como un monomio. El
teorema de interseccién de Krull dice que ooy M”71 = 0, por esta razén s ¢ ml’]
para algiin ¢’ € N. Por la primera parte, s € m?’! + !, pi- De donde se sigue que
s € YL, pi, debido a que ambos ml 1y !, p; son ideales monomiales. o

Finalmente, usamos la Proposicion 3 para comparar los ideales de escisién de
R y R/P(R), respectivamente, y calcular el umbral F-puro de m en términos de la
dimensioén de escisién de R.

Teorema 2. Sea e un entero no negativo. Las siguientes proposiciones son verda-
deras:

(1) L(R)/P(R) = I.(R/P(R)),
(2) fpt(R) = sdim(R).

Demostracion. De la Proposicién 3, tenemos que

mlPT 4 P(R)
PR)

_ o R

" @R

L(R/P(R)),

1.(R)/P(R) =

de donde la ultima igualdad se da por ser R/P(R) un anillo de polinomios y el
punto (2) de la Proposicién 1 .

Para la segunda parte de la prueba, usando la primera parte obtenemos las
siguientes igualdades:

bm(Pe) = méx{t eN | m ¢— Ie(R)}
=mix{t e N | mM'R/P(R) ¢ L. (R/P(R))}
= buryp)(P°).

De esta manera, fpt(R) = fpt(R/P(R)) = dim(R/P(R)) = sdim(R), donde la penultima
igualdad se da por ser R/P(R) un anillo de polinomios. O
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Observacion 2. Otra forma de demostrar la primera parte del Teorema 2 es usando
el punto (1) de la Proposicion 4.18 y el Lema 5.7 del trabajo de Badilla-Céspedes

/2].

Ejemplo 2. Consideremos el anillo S = Fplx,y,zu,v,w] y el ideal
I = (xyw, xvw,zv,zw). La descomposicion de I como la interseccion de sus pri-
mos minimos es I = (y,z,v) N (x,2) N (z,w) N (v,w). Tomemos R = S/I. El punto
(2) de la Proposicion 8 da que P(R) estd generado por las variables x,y,z,v,w,
por lo que R/P(R) = Fplul. Por lo tanto, fpt(R) = sdim(R) = dim(F,[u]) = 1
por el Teorema 2.
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