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168 D. ALFONSO SANTIESTEBAN

Resumen

A finales de los anos 70, el término anilisis de Clifford fue empleado por
primera vez por el matemético norteamericano John Ryan. Han pasado va-
rias décadas y esta auténoma disciplina en el analisis matematico resulta
sumamente efectiva para reescribir muchas de las ecuaciones de la fisica ma-
tematica. En el presente articulo se obtendran algunos resultados interesantes
sobre operadores lineales que se relacionan con espacios funcionales que sur-
gen especificamente en dlgebras de Clifford. La conexién de algunos de estos
operadores con el conocido sistema de Lamé-Navier en elasticidad lineal po-
sibilita que se estudien propiedades esenciales y generalizaciones naturales a
altas dimensiones. Al finalizar, se considerardn nuevos operadores de Dirac
construidos con bases ortonormales arbitrarias del espacio euclidiano.

Palabras clave: operadores lineales; dlgebras de Clifford; operadores de Dirac.
Abstract

In the late 1970s, the term Clifford Analysis was first used by the American
mathematician John Ryan. Several decades have passed and this autonomous
discipline in mathematical analysis has proven to be extremely effective in
rewriting many of the equations of mathematical physics. In this article we
will obtain some interesting results on linear operators that are related to
functional spaces that arise specifically in Clifford algebras. The connection
of some of these operators with the well-known Lamé-Navier system in Linear
Elasticity makes it possible to study essential properties and natural gener-
alizations to high dimensions. At the end, new Dirac operators constructed
with arbitrary orthonormal bases of Euclidean space will be considered.

Keywords: linear operators; Clifford algebras; Dirac operators.

Mathematics Subject Classification: Primary 30G35; Secondary 30G30, 35J47,
47A08.

1. INTRODUCCION

Un k-vector en R™ puede ser interpretado como un volumen k-dimensional
dirigido. H. Grassmann fue el primero en considerar tales entidades, en la segunda
mitad del siglo XIX. El cre6 una estructura algebraica que en la actualidad es
comunmente conocida como &algebra exterior. Al mismo tiempo, sir W. Hamilton
invent6 su algebra cuaterniénica, la cual permitia representar las rotaciones en
el espacio tridimensional. En su trabajo de 1878, el inglés W. K. Clifford unificé
ambos sistemas en una sola algebra que hoy en dia lleva su nombre.

En las tdltimas décadas el estudio del operador de Dirac ha sido el tema central
en muchas dreas de las matematicas. La consideracion de propiedades locales de las
soluciones de este operador ha conducido a una teoria de funciones, comunmente
conocida como andlisis de Clifford. Esta teoria en su forma original se centra en el
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SOBRE ALGUNOS OPERADORES LINEALES EN ANALISIS DE CLIFFORD 169

estudio de las soluciones nulas del operador de Dirac estandar d que se define como:

G0
Q:Zeiﬁ_x,"

i=1

donde {ey, ...,e,} es la base canénica de R™. Dichas soluciones se conocen con el
nombre de funciones monogénicas y generalizan a las funciones analiticas del anéli-
sis complejo. Un gran logro en esta teoria de funciones es el hecho de que Q2 =-A,
en R™ donde A,, denota el operador de Laplace [4, 14, 19]. Por tanto, el andli-
sis de Clifford constituye un refinamiento del cldsico andlisis arménico (ver por
ejemplo [5, 6]).

Recientemente, se han estudiado clases de funciones que surgen especificamen-
te en estas dlgebras no conmutativas, y se han obtenido peculiares relaciones con
temas afines de la elasticidad lineal, como lo es el sistema de Lamé-Navier. Las
funciones (g, ¥)-inframonogénicas y (¢, ¥)-arménicas no comparten, en general, las
buenas propiedades y estructura de las funciones arménicas. Definidas como so-
luciones a dos sistemas de segundo orden de ecuaciones en derivadas parciales,
dichas funciones poseen caracteristicas interesantes que se deben a la ausencia de
la conmutatividad del producto cliffordiano [25, 28].

El objetivo de este trabajo es estudiar algunos operadores lineales que se re-
lacionan estrechamente con estas funciones, asi como clarificar algunas corres-
pondencias entre las mismas. Al finalizar, se abordaran condiciones necesarias y
suficientes para asegurar que una funcién sea solucién de sistemas con operadores
de orden superior construidos con multivectores.

2. ASPECTOS BASICOS DEL ANALISIS DE CLIFFORD

Sea ey, e, ..., e;; 1la base ortonormal canénica de R™, sujeta a las relaciones mul-
tiplicativas

eiz — _1’ ee; + eje; = 0, l,J = 1,2,...,m,i < J

Con las anteriores relaciones se obtiene una base de un élgebra:
{1L;e1,ea,...,em;€1€2, ..., €m_1€m; €1€2€3, ...; €1€2...€: ).

El 4lgebra generada por esta base es conocida como el algebra de Clifford R,
[14]. Esta dlgebra es real asociativa con elemento unitario 1, no conmutativa y de
dimensiéon 2™. El espacio euclidiano

R™ = {g =x1e; +xey+ ...+ Xpeu, X, ER,i=1,2, ,m}

estd inmerso en Rg,. Un elemento a € Ry, puede ser escrito como a = Y1 asea,
donde se tiene que a4 € R y A recorre todos los posibles conjuntos ordenados
A={1<i<.<ikg<mloA=0,yes = ee,..ci,ep = eg = 1. En particular,
Scla] = [a]p denota la parte escalar de a. Note que cualquier a € Ry, puede
escribirse de forma tinica como
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170 D. ALFONSO SANTIESTEBAN

a=[alg+ [ali + ... + [alm, (1)

donde [.]Jx denota la proyeccién de Ry, en ng’)n. Aqui Rg‘fn representa el subespacio
de k-vectores definido por

k
R(();n = spang(e, : |A| = k).
Es costumbre identificar a R con RE)OL’ los conocidos escalares en Rg,,, y R"

con Rélr)n = R™ el conjunto de los vectores en Ry,. Los elementos de Rézr)” son

llamados bivectores, mientras que los elementos de Rf)mn)l son nombrados
como pseudoescalares.

El producto de dos vectores de Clifford resulta un escalar y un bivector:

Xy=-x-y+xAy,

m
XY= Z XiYi
i=1

donde

XAy = Z e jex(Xjyk = Xkyj)-

J<k

Los siguientes antiautomorfismos seran utilizados en todo el trabajo: la conju-
gacién a — a que se define por ¢; = —¢;, i = 1,...,m, y la reversién a — a, cuya
relacién es e; = ¢;, i = 1,...,m. Por tanto,

a=) aen e =(-1)
A

lAlGAI+D
2 oea,

1Al4AI=1D)
2 ey.

=) a@, a=(-1)

A
Sea i := {gl/' 2 wm} C R&;ﬂ. Se denotara al conjunto {—l//l, -2, ..., —(//’”} como
—. También se usard la notacién  para referirnos al conjunto {wl,wz,...,W}.

Como el conjunto ¢ esta conformado por vectores, entonces los conjuntos —¢ y E
son idénticos. En la clase de funciones C!(E,Ry,,), donde E es un dominio abierto
de R™, se definen respectivamente los operadores por la izquierda y por la derecha
de Dirac como

> et ©)

% . i vy .
LD I

Para el caso particular en que ¢ = {ej,es,...,e,}, se denotardn estos operadores
como J[f] y [f19, respectivamente. Es facil comprobar que las igualdades

Yool f1 = VY0l f1 = [f1Y97Y8 = [f17Y8"d = A (3)
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SOBRE ALGUNOS OPERADORES LINEALES EN ANALISIS DE CLIFFORD 171

se satisfacen si y solo si
W+ =265, i el m),

donde 6;; denota la conocida funcién delta de Kronecker. Ademads,

281 = W + Yyt = gl + el = 20yl = 20 - (4)

La factorizacién en (3) se evidencia si y solo si ¥ representa una base ortonormal
de R&:ﬂ. El primero que demostré este hecho fue el japonés Kiyoharu Néno [23].
Un conjunto ¢ con la propiedad (4) es llamado un conjunto estructural. Algunas
referencias bésicas sobre conjuntos estructurales y la teoria de funciones hiper-
complejas se encuentran en [16, 17, 22, 29]. Es evidente que ¢ y ¥ son conjuntos
estructurales simultdneamente.

Se utilizard el simbolo Q para denotar un dominio abierto y simplemente co-
nexo de R™ con frontera I' lo suficientemente suave. Las funciones f bajo conside-
racion seran de la forma f : Q — Ry,,. Tales funciones pueden ser escritas como
f = 24 faea, donde f4 son funciones reales. Las nociones de continuidad, diferen-
ciabilidad e integrabilidad de una funcién que toma valores en Ry, se introducen
por componentes. Por ejemplo, una funcién serd continua si todas sus componentes
reales lo son. Se definird f como

?ZZan
)

y similarmente se define ]T Los operadores de Dirac por la izquierda y por la
derecha son conectados por la relacién

YOLf1 = Lf17Y0 = —[f1%. (5)

Vea las siguientes definiciones:

Definicién 1 (Funcién y-monogénica). Se dice que la funcion f € C'(Q,Rg,,) es
Y-monogénica por la izquierda (por la derecha) en el dominio Q si

wQ[f] = 0 en Q (respectivamente, [f]‘bQ =0en Q).

A la condicién de ser una funcién Y-monogénica la nombraremos

y-monogenicidad. Sea ahora el conjunto estructural ¢ = {1,01, 0., gom}

Definicién 2 (Funcién (g, ¥)-arménica). Se dice que la funcion f € C*(Q,Rq,.) es
(¢, Y)-armdnica por la izquierda (por la derecha) en el dominio Q si

0"0[f1 = 0 en Q (respectivamente, [f1%9Y0 = 0 en Q).
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172 D. ALFONSO SANTIESTEBAN

Cuando ¢ = ¢ 0 ¥ = —¢, entonces f es armoénica. En RS; los conjuntos es-

tructurales ¥ = {e;, ez, e3} vy ¢ = {es,e2,e1} poseen los mismos elementos y, sin
embargo, conforman distintos operadores de Dirac : Y9[.] = d[.] = 21'3:1 e [] y

ax;
O] = esg= ]+ erzel ]+ er L]

Definicién 3 (Funcién (g, ¥)-inframonogénica). Se dice que la funcion f € C*(Q,Rq,)
es (o, ¥)-inframonogénica en el dominio Q si

91f1%0 = 0 en Q.

El operador 9(.)Yd es conocido en la literatura como operador sandwich [10,
11, 12, 24, 28]. Este operador de segundo orden posee términos que contienen de-
rivadas mixtas: #;xj, i # jconi,je{l,..m}. Nos referiremos a dichos términos
como rectangulares. En el caso especifico ¢ = i, o sea Y9[f]%0 = 0, la funcién f
se llamara y-inframonogénica. Cuando ¢ es la base candnica de R™, se dice que
la funcién f es inframonogénica. Estudios de las funciones inframonogénicas se
pueden hallar en [3, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 18, 20, 21, 30]. Sean H(Q) el espacio
de las funciones arménicas sobre el dominio Q; 7(Q), el espacio de las funciones
inframonogénicas; H, ,(€2), el espacio de las funciones (g, §)-armonicas por la iz-
quierda; 7,,(Q), el espacio de las funciones (¢, )-inframonogénicas, mientras que
el espacio de las funciones y-inframonogénicas se denotard por 1,(€2). Las condi-
ciones de ser una funcion (¢, ¢)-armonica y (¢, ¥)-inframonogénica se denominaran
como (¢, ¥)-armonicidad y (¢, ¥)-inframonogenicidad, respectivamente. Se remite
al lector a consultar los articulos [24, 26, 27], donde se exponen varias aplicaciones
y relaciones de estas clases de funciones con tépicos fisicos de trascendencia.

Proposicion 1. Una funcion f : Q — Rg, es y-inframonogénica si y solo
st sus respectivas componentes k-vectoriales, 0 < k < m, [fl, también son
funciones y-inframonogénicas.

Demostracion. Como f = Y[ ,[flk, entonces
afte = > Yol 1.
k=0

Por tanto, si cada una de las funciones [f]; es y-inframonogénica, entonces f
también lo sera.

Por otra parte, ahora se probard que para cada k € N, la expresién Y9 f1,Y0 es
un k-vector. Se sabe que [flx = 2.4 faea con |A] = k. También se aprecia que

m
‘7,/1 = Z ar//;(ek’
k=1
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SOBRE ALGUNOS OPERADORES LINEALES EN ANALISIS DE CLIFFORD 173

donde ¢} €R, y X
0 .
D= Y v gL
ij Lt

Teniendo en cuenta que

Ve = widleener,
k.l

es claro que cuando k = [ prevalece un k-vector. Cuando k # [y k € A, I ¢ A (o bien,
€A, k¢A) también se obtiene un k-vector. Sin embargo, cuando k # [ y, ademas,
tanto [ como k pertenecen o no a A, entonces se tiene que eyeqe; = —ejese;. Este
ultimo hecho se aprecia por lo siguiente:

(-DWey st jeA,

eiepe; =
AT DA ey si ¢ A
luego,

(=DWeqere;  si ke A,

—ere e; =
AT T DM epere; si kg A;
clener = (-DWeqee,  si 1€ A,

—ejeqer =

(=DM e, eier si 1 ¢ A;

y entonces exeqe; = —eeper. Como Yleay' = Yo yiereser, Wit = Yl y 0x,0,fa =
0,0, fa, se obtiene que los términos rectangulares se cancelan y, por tanto, re-
sulta un k-vector. Obviamente, si f es y-inframonogénica, lo seran también sus
componentes k-vectoriales. O

Esta propiedad, en general, no se cumple para funciones (¢, ¢)-inframonogénicas.
Por ejemplo, sea la funcién g : R? — Ry, definida en Q, donde Q es la bola abierta
centrada en cero con raﬂio 1, tal que g(x) = x? - %elegxfxz - %elezx;. Como se
puede observar, g € C?(Q). Si se tienen los conjuntos estructurales ¢ = {e,e2} vy

¥ = {es, e1}, entonces
i 0> 52

02g
%0 = e) —2 ey + e1—=€1 + €] ———e] + e———e5.
2L 0x? 0x3 0x10xp 0x,0x;

1

Un simple célculo muestra que

%080 = e1[6x1 — 3xae1e2]er + ex[-3xaerer]er + er[-3x1e1e2]er + ea[-3x1e1e2]er

6xie1ex — 3x + 3x2 + 3x1e2e1 + 3x1€2€4
= 6)616162 + 6X]€2€]
=0.
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174 D. ALFONSO SANTIESTEBAN

Entonces, la funciéon g es (g, ¥)-inframonogénica en Q. Tomandose [gly(x) = x?,
se calcula lo siguiente:

“’Q[g]o""Q = 6xje1en #0, Vx; #0,

para con ello afirmar que [g]p no es (g, ¥)-inframonogénica en Q.

Las funciones (g, ¥)-inframonogénicas y (g, )-arménicas no satisfacen tampoco
un principio del médulo méximo. Por ejemplo, si se escoge la funcién f : R* — Roy4:

(x =X -2 -2 -xX+1, xeQ,
1 273Xy

donde Q es la bola tetradimensional centrada en el origen con radio 1. Sean ¢ =
{e1,e2,e3,e4} y U = {e2, 1, €4, €3}, entonces

>f &> f &f &

g — e £ —

010 =%"0f = (9_)6%6162 + 6_)%6261 + a—x%esm + a—xie463
= —26162 — 26261 — 26364 - 26463

=0.
Por tanto, la funcién f es (g, ¥)-inframonogénica y (¢, ¥)-armoénica en Q. Debido
a la geometria de Q, resulta que

—x%—x%—x%—xﬁ = —(x%+x§+x§+xi) e[-1,0], Vxe Q.

Luego Vx € Q: f(x) € [0,1] = |f(x)| € [0,1], |[f(O)] =1, 0 € Q, y como f no es
constante, entonces el principio del médulo maximo no se cumple.

2.1. Férmula de Borel-Pompeiu.

Es conocido que la solucién fundamental del operador 9 es
Eo(x) := 0E (%), (6)

donde
1

E)=——
@ = Do

x#0, meN, m>2 (7)

es la soluciéon fundamental del operador de Laplace A, y o, es el area superficial
de la esfera unitaria en R” (ver [5, 6, 19]). De aqui que la funcién

1
Eo(x) = —U—%, (8)

se conoce como nucleo de Clifford-Cauchy y satisface en R™\{0} la ecuacion

OEy = Epd = 0.
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SOBRE ALGUNOS OPERADORES LINEALES EN ANALISIS DE CLIFFORD 175

Sea = {¢/', ¥, ...,y/"} un conjunto estructural, y sea x, = Xl xa'. Como —Ydd =
A, entonces el nicleo de Cauchy; o sea, la soluciéon fundamental de los operadores
Y9 por la derecha e izquierda estard dada por la expresién

1 1
Ky@) = 0B (0] = ——— > i = ———x, = —[E @8 (9)

_ v =
Tl x| Tlx Y

La féormula de Stokes asociada a estos operadores de Dirac generalizados con con-
juntos estructurales es:

Teorema 1 (FORMULA DE STOKES [1]). Sean f, g € CYQRom) Yy = W' Y2, . ™)
un conjunto estructural. Entonces

fr 8&)ny () f(&)dly = fQ [(8©)'D)f (&) + gE(f (ENdE, (10)

donde ny(€) = Y, mi( &', siendo ni(€) la i-ésima componente del vector normal,
unitario y exterior sobre I' en el punto & € T.

En las investigaciones [2] y [17] se probé el siguiente teorema:

Teorema 2 (FORMULA DE BOREL-POMPEIU (CAUCHY-GREEN)). Sea f € C'(QU
I',Ro.m), entonces se cumple que

f(x) si xeQ,
0 si xeRMQUT.
(11)

fr Ky(y = 0ny()f¢)dS () - fQ K¢(X—£)‘”Q[f](z)dv(z)={

Dendtese las transformadas siguientes:

(T3 = - fQ Ky(y = 0f()dV(y) (12)

€, ) = fr Ky(y = Dm0 f()dS (), x¢T. (13)

Estos operadores son conocidos como las transformadas de Teodorescu y de Cauchy,
respectivamente, y por (11) se tiene que

f@) =CLIf @]+ T '9f (0], xeQ. (14)

La transformada de Cauchy puede ser generalizada al considerar los conjuntos
estructurales ¢ y ¢ como:

Chuhw = [ Ky =m0 o). 2T, (15)
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176 D. ALFONSO SANTIESTEBAN

Esta generalizacién fue introducida en [1]. Cuando ¢ = y la transformada Cfp’w

se convierte en la anterior transformada de Cauchy Cf/,. En este mismo traba-
jo [1], los autores obtuvieron una férmula generalizada de Borel-Pompeiu que se
muestra a continuacion:

Teorema 3 (FORMULA GENERALIZADA DE BOREL-POMPEIU). Sea f € C'(QU
I',Ro,m), entonces se cumple que

fr Ky — 0n;(0)f()dS () — fQ Ky — 0 f1)dV(y) = T, ,[f1(x), x¢T. (16)

donde
1T, , := 97, (17)

Observacion 1. El operador wa se conoce como Il-operador y es una genera-
lizacién multidimensional de la conocida transformada de Ahlfors-Beurling [15].
Usando las notaciones ya descritas, se obtiene que la formula generalizada de
Borel-Pompeiu puede ser reescrita como

Co @)+ 71 f(x) =T, ,[f1(x). x¢T. (18)

En el caso de funciones y-monogénicas por la izquierda, la férmula de Borel-
Pompeiu se reduce a una férmula integral de representacion de tipo Cauchy:

f@) = fr Ky(y - Dmy(Mf0)S (), x€Q. (19)
Mientras que la férmula generalizada toma la forma
M, 1) = fr K,(y - Dm0 f)dS (), x€ Q. (20)

La versién por la derecha de las transformadas de Teodorescu y de Cauchy esta
dada por

TN = - fQ FOK( - 0dV()

€N = fr FORK - DAS ), x¢T.

Mientras que la versién por la derecha de una generalizacién de la transformada
de Cauchy sera

Chuhw = [ FOMEKG-DdS ). 17T,
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SOBRE ALGUNOS OPERADORES LINEALES EN ANALISIS DE CLIFFORD 177

Sean las funciones f y g integrables en I' y Q) respectivamente. Los siguientes
operadores son definidos:

1€, f1) = fr Koy~ 0me Q) — 5, )dS 0, (21)
[Cy f1(x) = il ¢ [ fr Ei(y = () f()dS @] o', (22)
[72,81(x) = - fQ Koy = 080)0, — x,)dVQ), (23)
[75,81(x) = - Zm]] ¢ [ fg Ei(y - z)g(g)dV(X)] W, (24)

A partir de los operadores anteriores, los autores de [25] definieron las siguientes
dos transformadas:

infra 1
CLy™f = 51Chuf +Chuf)
: 1
infra 0 1
Tow 8= §[T¢,wg + Tyl

El siguiente teorema de [25] implica una férmula de representacién para las
funciones (g, ¥)-inframonogénicas:

Teorema 4. Sea f € C2(QUT), entonces se satisface que

@) = [CLf1(x) + [Coy® 01(x) + [T 40 /0] (). (25)

3. RELACIONES CON LAS TRANSFORMADAS DE CAUCHY Y TEODORESCU
Sea F la funcién definida en R™ \ T" como
F(x) =Cl*f(x), feCD),

se ha probado que F es (¢, ¥)-inframonogénica en este dominio [25]. Debido a
la estructura similar de Cf:ga fy Téfp&a f, se obtienen las siguientes férmulas que
pueden consultarse en [25]:

(CEF Q9 = Cf @, xeQ. (26)
[T F@O1D = TLf ), x€ R\ (QUT), @)

La ¢-monogenicidad por la izquierda de Té f implica la (g, ¥)-inframonogenicidad
de Téﬁ’af en R”\ {QUT). La relacién descrita en (27) es vélida también en Q
debido a la singularidad débil del integrando en 75" f.
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178 D. ALFONSO SANTIESTEBAN

Una generalizacién del resultado que se obtiene en el Teorema 8.2 en [14] es:
‘PQ[‘TJJ f1=f en Q. Con ello se obtiene la identidad

BIT L FO1D = f(0), xeQ. (28)
Obsérvese lo siguiente:
11, [ 1) = [f1T,%0% = [f (017" = [f (). (29)
Segtin la férmula (25) se tiene lo siguiente:
[f(01%0 = [Cy* F(0)0” 10 + [T 10 £ ()0 1%o. (30)
Utilizando las relaciones (26) y (27) se obtiene
[f(01'8 = CLf(0%0] + T [9f(0)d"], xeR"\{QUT).

Cuando se aplica el operador % por la izquierda en (30), se obtiene la identidad.
Véase que cuando f es (¢, ¥)-inframonogénica se llega a

[f(D)1'd = C,If(0)%], x¢T, (31)

simplemente la férmula de representacién para la funcién [f(x)]Y), que es
@-monogénica por la izquierda al ser f una funcion (¢, ¥)-inframonogénica.

Si f es (¢, y¥)-inframonogénica, de acuerdo con (29), se tiene que IT, [ f] es
¢-inframonogénica para el mismo dominio. Ademads, se verifica lo siguiente:

I, Lf10) = [CLIT,, f1(x) + (CT((IT),, )71} ).

Lo cual es equivalente a

IT, [ f1(x) = [C,IT) , f1(x) + [CE™*(f/D)1(x).

Luego, por la validez de (25) se concluye con el teorema siguiente:

Teorema 5. Si f € C/(QUT), se evidencia la relacion:

[Cy o f1(2) = [CLIT , f1(0), x¢T. (32)

Otra de las interesantes propiedades del IT-operador se aprecia en el Corolario
4 de [1]:

I, G Lf] = f. (33)
Si se aplica (25) para IT;, ,[f1, se obtiene que

@) =1Cy I, f1(x) + [CI7 £491(x) + [T "0 %] (x).
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y aplicando la relacién obtenida en (32) se obtiene la ya conocida representacién
con respecto al conjunto estructural ¢ para f.

La solucién fundamental del operador %¥9[.] es
Kou(x) = 0010},

donde @2 es la solucién fundamental del laplaciano iterado dos veces A2. Esta
solucién se obtiene como

02 (x) = |x|*
M= 20 m(2 = m)(4 —m)
Ademas,
Py (%)
K‘p,w(_) = 20_ ‘p|x|’” D)

donde P, (x) es un polinomio homogéneo de grado 2. Si f € C2(Q, Rom),
se cumple que

f0) = fr Koy = Dy () f)S () — fr Koy = 0,03 F 1S )

+ fg Kou(y = 000 f(1dV ().

Si se aplica la anterior férmula a la funcién [T 12 f1%9, cuando esta pertenezca a la

clase CX(Q, Ro.m), se obtiene lo siguiente:

[T, /1°0(x) = f Ky (y — DnyWIT, f1°9()dS () - f Ky u(y = 0n, (L (0)1%0dS (y)
r T

+ [ Kty - palr1raave)

Aplicando la férmula de Borel-Pomepeiu (11) se arriba a

fr Ky(y = 0nyOIT, F1'90)dS (y) = [T, £1'9(x) + fg Ky(y - 0Lf%01(0)dV(y), xeQ.
Por consiguiente, se cumple que

fg Koy = DLFO10)AV () + fg Koy - 0110V ()

- fr Koy (3 = 0m, 0 I'9dS ().

Luego, cuando f es (g, ¥)-inframonogénica se tiene la relacién

fg Koy = DLF10)dV(y) = fr Koy = 0, LF QIS ).
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Es decir,

(72 %01(x) = - fr Koy (y = m,WIF OIS (), x€ Q. (34)

Si f es (¢, ¥)-inframonogénica, se implica que f%) también lo es. Por lo tanto, segin
(34) se obtiene lo siguiente:

TL20I0 = - [ Koy = omUfQIPBS ). 30
O sea,
(7,08 1(x) = fr Koy = Dn,Af(AS (), x€ Q.

Si se vuelve a aplicar la férmula de Borel-Pompeiu (11), resulta lo siguiente:
%9 — CLI%9f1 = fr Kouy = 0n,(AfG)AS (), x €.
De esta forma, se tiene la apreciable relacién
Yof = CllYof1 + fr Kuy(y = 0n,(Af()AS (y), x€Q. (35)

Véase que cuando f es (g, ¥)-inframonogénica, entonces Ydf es y-inframonogénica,
por lo que aplicando la férmula de representacion se obtiene que

CLl'af1+ Cr™[*a 9] = CLI"af1 + fr Kuu(y — 0n,()Af()AS (), x€Q.  (36)

Obsérvese una peculiaridad en (35): como fY9 es (¢, ¥)-inframonogénica cuando f
lo es también, se arriba a que necesariamente

91’9 = C,l"0f"3l, xeQ.

Este hecho es obvio porque Y8f%) es y-monogénica por la izquierda cuando f es
(¢, Y)-inframonogénica; pero, una vez més se observa la crucial diferencia entre
las funciones y-inframonogénicas y las (¢, ¥)-inframonogénicas. Note que segun la
férmula de Borel-Pompeiu en su version a la derecha, si f es (g, ¢)-inframonogénica
se implica la siguiente relacién:

C:;ﬂ.a[d,é f’”Q] _ ij[z@ f'//Q]. (37)

Debido a su naturaleza, las funciones (¢, ¥)-inframonogénicas provocan modifica-
ciones estructurales en la mayoria de los operadores usados que actian sobre ellas.
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4. OPERADORES "W, v E}("’” """ il

A partir de esta seccién se presentaran los resultados fundamentales de esta
investigacion.

Sean los conjuntos estructurales

¢ ={p", ¢ ™

Y 1,2
y={y 0,
Definanse los siguientes operadores sobre Ry :
CF) = (DR Y eafa, k= Lm, (38)
|Al=k

donde A = {ji, jo, .0, i} CTH{l,com}, j1 < Jo < oo < Jik, 4 = l,Djl...&,Djk y s = lﬂjl...lﬂj".
Para el conjunto vacio se define #"¥o(f) := f debido a que ¢y = /g = 1. NStese que

P = > eafta, k=0,.m (39)
|A[=k

Los siguientes operadores son definidos:

L5]

To(f) = ) #(f), (40)
i=0
2]

Ti(f) = ) M (f). (41)
i=0

Consulte la referencia [28] para un estudio profundo sobre estos operadores. Sea
g = 5o(f)+ T1(f) = Sl “Mi(f), es claro que

m

Z CN(f) = pagla = &

i=0

para todo conjunto A tal que |A| = k con k = 0,1,....,m, o sea @ag = (=D¥gys.
Si k = 1, se tiene que ¢/g + g/ = 0 para toda j = 1,...,m. Sea g = Y} [glk en
cualesquiera de ambas bases dadas por los conjuntos estructurales, entonces como

[pag + (=D gyaly = 0,

se obtiene que

(gl = g10" + -+ gu@" = g1 — - = g™,
(81 = 126" 9" + - + Qunm" ™ @ = Q1Y+ g

[8ln = 812’ @ = (=1)"gro ' -y
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Observe que si se toma ¢ = {e], €2, e3}, ¥ = {e3, €2, €1} y la funcién constante f(x) = e
en Ry, se tiene lo siguiente:

3
Z(pm{‘i(el) =e1 tejeiez +exejey +ezeje +ejexeeres + ejeszejeres + exezeree;
i=0
+ ejezeszejejere;
=e1—e3te—e3—e3t+e —e3te
=4ey —4e3 0.

En el caso de conjuntos estructurales iguales se cumple que

Wy + gyt + -+ g™ = —mlglo + (m - 2)[gli — (m— g+
+ (=D m = 2k)[glk + -+ + (=1)"mlgln
=mlglo + mlgl + m[gly +---+m[glk +--- + m[g]n.

Por tanto, se obtiene que [g]y = 0 para k = 0,...,m — 1. En este caso, cuando m
es impar, se obtendra también que [g],, = 0; pero en el caso en que m es par,
no se evidencia necesariamente este hecho. Como g = ciy'y?-- -y, entonces f =
o' y? -y, Luego, como

i‘”*""}’i(f)=f+mf+(’;)f+~--+(’Z)f+--~+(2)f=2mf¢0, (42)
i=0

entonces ¢; = 2"c, y g # 0. En el caso en que la dimensién sea impar, para una
funcién pseudoescalar lo que se obtiene es lo siguiente:

e m m m m
> vy =f—(1)f+(2)f— ~-+(—1)"(k)f+~~—( )f= 0. (43)
i=0 &

Proposicion 2. Si f es una funcion en Ro,,, con m impar, entonces

ST =0,
i=0

Proposicion 3. Las unicas funciones en Ro,,, con m par, tales que
m
D () =0,
i=0
son aquellas con [fln = 0.
Sea la funcién f: R™ — Ry, y sea el operador lineal
E(f) = G 1Y+ @l ful + ¢ Y
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donde {¢', ¢/, ¢} C ¢ v (', ¥/, ¥} € . Como las dlgebras de Clifford tienen repre-
sentaciones irreducibles, entonces estas son isomorfas a una determinada algebra
de matrices (ver [7]). Por ende, la nocién de inversibilidad de operadores lineales so-
bre estas algebras es equivalente a la inversibilidad de su representacién matricial.
El primer resultado que se probara es la inversibilidad del operador antes definido.

Teorema 6. El operador E siempre es inversible.

Demostracion. Debido a la linealidad del operador E y al hecho de que se puede
relacionar con una matriz real, bastaria probar ker=Z = {0}. Por ello, se tendria
como hipdtesis que

QI+ + ¢ fyt = 0. (44)
A partir de esta ecuacién (44), es facil obtener el siguiente sistema si se multiplican
por ambos lados de cada miembro las respectivas componentes de los conjuntos
estructurales correspondientes:

[+ iy’ + ot fytyt = 0
[+ @0 fyied + @ik futyl
I+ G fulyt + ool fydyk =

Este sistema se reduce a

{sofso’ifw’iwf = i fytyd, :{ PR = ify,
ool iy ol iyt Gyt = o fyk.

Por consiguiente, por (44) resulta que ¢'fy' = 0, lo que provoca que f = 0. O

e e

Sean {¢/', 0”2, ..o} C @ v Y/, 2, ., y/*} c . Definanse los operadores
siguientes:

() = Zw”ﬁ//" k<m. (45)

Los operadores EL“’“""’”}, con k impar, son inversibles. Si m es impar, entonces

el operador | es también inversible. Por tanto, una funciéon f € C*(R™,Ry,,)
es (o, ¥)-inframonogénica (armdnica) sobre Q C R™ si y solo si #¥((f) es (¢, ¢)-
inframonogénica (arménica) en Q.

Ahora, definanse los operadores de Dirac y de Laplace truncados de la
siguiente forma:

Definicién 4. Sea el conjunto estructural ¢ = {¢',...¢"} de R™. Si se escoge
{1, J2s s Jid € {1,2,...,m}, con j1 < jo < ... < i, 1 < k < m, entonces los ope-
radores de Dirac truncados de peso k con signatura {ji, ja, ..., jx} se definen como

k
D{Jl S, 'k Z i (. )D {J15J25edk} Z (46)
p 8le
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También, se define el correspondiente operador de Laplace truncado como

k 2

Abitjzeaiid = NV 2 (47)
2
; 6xji

Una observacion necesaria es que para el caso de operadores de Dirac truncados
de peso m, se obtiene el operador ordinario. Exactamente lo mismo ocurre con el
operador de Laplace truncado. Es facil notar que [Di{,“”2 """ N2 = AUl

Proposicion 4. Las siguientes relaciones se cumplen:

(1)‘ Dfpjujz ,,,,, jk}(ELJujz ,,,,, jk’(f)):_z(f)Df//JlaJZ ,,,,, jk}—Ej{j]’jz ,,,,, jk’(D(‘pjl’jz ,,,,, Jk}(f))’

(2) (ELJIJZ ----- jk}(f))le[/jl,jz ----- jk]:_ZDfpjl,jz ,,,,, jk}(f)_E;{JI»jzr--,jk’((f)Df(/Jl»jz ----- jk}))

(3) A{jl,jz ..... jk}(Eyl’jz’m’Jk}(f)) — Eijl’jz""’jk}(A{jl’jz ..... jk}(f)),
(W Ly B Iy ey /3 (sdzsdkd _ mbitsdzsedich e pylinsgzse s Jich {J1sJ2semndk)
D D D, D
(4). Dvivit @i gy plivioeih - gliviveid (pliviveid (i3t

Demostracion. Las demostraciones de las relaciones son obtenidas por un
célculo directo. O

Teorema 7. Si f € C?(Q,Ry,,), entonces para todo k < m impar se evidencia

que f c ker[D‘lpjlsjz ~~~~~ jk](.)D‘{p.fl».fzv»A~»jk})] (f c ker[A{jl,jz ..... Jk}]) si Y solo si E][(]Al»jzsms]‘k](f) c
ker[Dfpjl,h ,,,,, Jk}()bejI,/z,,/A])] (E}{jl’jz ----- jk}(f) c ker[A[jl,jz ,,,,,, Ik]])

Demostracion. La prueba es inmediata mediante el uso de los incisos (3) y (4) de
la Proposicion 4 y de la inyectividad de los operadores E}cj 12t}
cuando k es impar. O
Los operadores E}cj 23 tienen inversa cuando k es impar. Para hallar dichas
inversas es necesario recurrir a un enfoque matricial, porque por la diversidad
de los conjuntos estructurales no existird una férmula explicita que resuma todos
los casos posibles. Si se denotan pr i Y M. como las matrices antisimétricas de

2™ x 2™ asociadas a la multiplicacién de ¢/ y ¢/, por la izquierda y derecha de f,
respectivamente, entonces se tendra que

k -1
(El[cjhj2 ,,,,, jk})_] = [Z Mi;/iMW»‘PM,;J'iJ . (48)
i=1
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Es de apreciar que

@' ? oo = i (f).

Luego, si m es impar, estos pseudoescalares conmutan, y como
1.2 m _ 41,2 m
ot =YY

o bien

se obtiene que

ao(f) +o1(f) =0

oo(f) —oi(f) =0,

respectivamente.

Teorema 8. Sea m impar y sea f : R™ — Ry,,, entonces
U

(N +oi(f) = 0 si @@ gm=ylyryn, (49)
oo(f) —oi1(f) 0 si Qg ¢"= )

Si m es par, entonces

Yty oo (W vy = o (f)

"o (Y Y = o (f)

segun la igualdad o diferencia de signos entre ambos pseudoescalares. Por tanto:

Teorema 9. Sea m par y sea f: R"™ — Ry, entonces

2 2;:1:/2[0-0(f)]2k si (’[1)1922. N ‘,Om = wle . wm’ (50)

{ ao(f) + o1 (f)
2ka:/0[0-0(f)]2k si @l g = —yly? ey

ao(f) —oi(f)

Ahora se analizaran algunas relaciones que surgen particularmente en el espacio
Rg3. Primeramente, si ¢'@?--- ™ = y'y? - y™ se obtiene que

() + S () = 0.
Usando este hecho y un célculo sencillo resulta la siguiente férmula:

_ W) + 29, ()

f 3
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Por ende,

1
e 5[—2%@1(]”)‘@ — PP (=270 — SN (FDLFD)) + 2(=2[ 170 — M1 (L),
39Lf] = 4% f1 + 42, (fY9) + 3L £1 — 4 "P(BL 1) — 4Lf10.
DLf1 - [f1%8 = “" (DLf] - [f1%9).
Si ahora se tiene que ¢'@?--- @™ = =y y? - - -y, entonces

f+2(f) - () — #M5(f) = 0,

y por tanto
() = $Ma(f) = 0.

Se concluye que

_ M) - 2 ()

f 3

Si se trabaja con el operador de Dirac correspondiente, se arriba a lo siguiente:

1
DLf] = 5[—2%@1@)@ — P (=290 — PP (4L 1)) — 2(=2Lf1YD — M1 (FOLF D),
39111 = 491 f1 + 421 (£19) + 3L f] + 47"V (BLf)) + 41179,
DLf1+ [£1%0 = =22, (Lf1 + [11%0).

Teorema 10. Sea f € Cl(R3,R0,3), entonces

m

e L] - [f1%0)  si @l = ylyt ey,
—PN (DL + 199 si @' @@t = —ylyt ey

DLf1 + 1%

Asumiendo la diferenciabilidad hasta el orden necesario, se infiere que si los
pseudoescalares son idénticos, entonces

111 - [£1%0 = “"1 (%l f1 - [£1%D),
—A[f] - %Lf1%0 = “"¥ (-ALf] - %O1f1%D),
DY0L11% — Yol 190" = ¢ (%8"0Lf1%0 — YOl f1%9%D),
YO f] - Y031 £1Y0 = “, (YL ] - Y91 £1%),

y un resultado analogo se obtiene para el caso en que los pseudoescalares difieren
en un signo.
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5. OPERADORES DE DIRAC GENERALIZADOS

El operador de Dirac construido sobre el algebra de Clifford Ry, es un caso
especial de operador de Atiyah-Singer-Dirac sobre un fibrado espinorial [7]. Dicho
operador eliptico puede ser asociado con una matriz antisimétrica del orden 2"
en esta dlgebra (consultar [24]). Existen muchas representaciones de este clasico
operador en diferentes dmbitos [5]. En la presente seccién se mostrardan algunas
generalizaciones del operador de Dirac y se probardn algunos resultados relacio-
nados con los operadores #¥. Se asumirdn también los conjuntos estructurales:
=, 0y o=@, ...,¢"). Sean los siguientes operadores de Dirac construi-
dos con los (m — 1)-vectores asociados al conjunto estructural ¥ de Rg:

m

* 0
() = Z l//A o = Z al//m (53)
j

w m 1 JAl=m—1
J=1

donde A = {i},is, .., imet} C{1,.cm}, i1 < ir < ... <im_1, Ya =" .., v donde se
mantiene el propio orden en que se presenta esta base de R('" b Los operadores
definidos de esta manera factorizan al operador de Laplace m—dlmenswnal An'y
pueden considerarse como generalizaciones naturales del clasico operador de Dirac.

Existe un isomorfismo entre el espacio de funciones que pertenecen al nicleo
de estos operadores y el espacio de funciones monogénicas, pues se evidencia la
siguiente relacién:

of
R m m—j+1
yrgty 8f2(1>fwfx

J=

(54)

luego, es claro que si se escoge el conjunto estructural
9= (D)"Y DR,

entonces ker[‘”(_')*(.)] = ker[%0(.)] = ker[d(.)]. Con la relacién (54) se observa la facto-
rizacién del laplaciano mediante estos operadores, salvo un signo segtn la paridad
de la dimensién: (%9%)* = =A,,.

Ahora, se analizaran operadores de un orden superior que comparten algunas
caracteristicas con el operador de Dirac de primer orden. Definanse estos opera-
dores de Dirac de la siguiente forma para k = 1,...,m

0,() 1= D wadl, ()G, = > I, (55)

|Al=k |Al=k

donde A = (o it € (Licwmb, ji < jo < o < i Ya = Yyl y &=

m Observe como, para el caso del algebra Rg3 si se toma una funcion
J19%jp Jk
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diferenciable hasta el orden necesario, entonces

(’ ’ 3 a ’
2.7

0f
" 1,2 1,3
LU=V g om TV avions dx:0x3”
of & f >f

P 0T 301 v J 32

[f] Qz - axlax;’b Vot 6x16x3w v 0x23x3w v
Pf >f

v _ 1,23  OJ Vg, = ——L Ayt
OLIf1=y vy 0x10x20x3° L£1°0, (9X1(9X2(9x3w v

Por las siguientes relaciones:
wltyl? =y’ = Pty = -1 ety = gyl
R = P, R =~

se obtiene que

o’f of of

29.2 9282 4242’
Oxy0x5  Ox70x;  0x50x3

YouLf] = 15 = -

Lpa[]¢a_1264f 21+12
0,110, =¢ ¢ —axzaxzw v
1772

*f
+olg ————

*f ’f
ébc% 0x20x3 ox; 6x§ oxs
o*f O f
2,1 13 3,1 1.3
+ —_— + _—
6x%8x26x3w iree 6x%0x§l!/ viree ngaxgaxl
25 Of ’f a*f

wal + 901902

2

2

T zlﬁl +‘P2¢’3—lﬁ3wl +902‘P3—lﬁ3‘ﬁ2~

6x§8x18x3 Bxgaxzaxl Bxgﬁxg
Note que el operador bilaplaciano o biarménico tiene la forma

A A & a* o

A= —+—+—+ +2 +2 ,
3 636‘11 6x‘2‘ ﬁxg‘ Oxfﬁxg 6x%6x§ Gxgé‘xg

por consiguiente

4 4 4
A§+2'”(_’)§=6—4+a—4+6—4.
0x]  Ox; 0x5
Ademas,
oOFf
%52 —
%1/ ﬁx%(?x%ﬁxg
y

6
‘@3 [f]wQ3 — whpS (6—f)

292492
(9x1 6x28x3
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Para el estudio de las funciones f € ker["’Qé(.)] o de aquellas tales que
fe ker[“’QZ(.)‘/’QZ] es recomendable analizar los operadores ¥"¥,. La siguiente pro-
piedad posibilita un interesante hecho:

2
¢,W2(¢Q2[f])_¢1¢2‘p1‘pzaaf W'+ 0l 0 o o’ f W2+ ol et *f o
x10x,

9090‘p8x6x (’Dtp‘p()xé)x

0 f 0 f of
1,312 3 1.3 13 3 1.3 2 3 3,1
+so<pso<p—axaxt/f¢/ sosososoaxaxww "D‘O"waxaxw‘/’
2.3 12 f 231%‘92}0 3,2 232362f 3,2
+¢<p<p¢axaxww ¢—6x18x3l//¢’ +¢¢¢¢—axzax3df¢f

=20f1%8, = “8,[*"¥2()].
Similarmente, se tiene lo siguiente:
Cf1°9,) = =299, f1 - [*"F2(N1'9,
Por tanto,

BIFMW ()1VD, = —2011'0; + 22111 + ¥ (D, [[1%D,) = (D, 11',),  (56)

YT ()] = P, (YL fD). (57)

En este espacio se conoce que esta funcién #“, es inyectiva, ya que #%¥,
lo es [28]. Se puede enunciar la siguiente proposicién especifica para el dlgebra
R03Z

Proposicién 5. Una funcion f € C*R?Rg3) satisface que f € ker[%9,(.)Y0,]
(f € ker["’Qi(.)]) si y solo si #"Ws(f) € ker[%0,(.)Y,] (*"¥a(f) € ker[‘”Qi(.)]).

Este resultado indica una de las aplicaciones de estos operadores »¥,. Cuando
se aumenta en dimensién, esta propiedad esencial (56) no se verifica trabajando
con bivectores. La esencia radica en que existirian bivectores que conmutan, por

ejemplo: y'y2ylyt = yPytyly?

Ahora se operard con los (m — 1)-vectores de Ry ,,. Antes que todo, observe que
si se toma un (m — 1)-vector de Ry, entonces

Bord 2 Sk mebmz _ | L s m=0,1(4),
Wy )T = (D2 T = (- 1) —{ 1 si om=2,3(4).

Si se toma, otro (m — 1)-vector diferente, sea este y/'y/2..f'"1, v si se denotan con
ry s las expresiones

(//i]lﬂlé...lﬂim*] . wj] ¢j2 . w./m—l ,
lﬁjllﬁh w./m 1 wllwlo .. wlm 1
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respectivamente. Sea i’ el elemento del conjunto estructural que falta para con-
vertir el primer (m — 1)-vector a un pseudoescalar, y sea ¥/ este elemento para el
segundo. Se arriba a lo siguiente:

Yyl = (=1 (= 1) YR g g
e O Vi G DG D GO DR L LAV
= —yirryin,

Por tanto, » = —s y se prueba que en general los (m — 1)-vectores anticonmutan.
Este hecho conlleva a

: _ | =201, =40, [P (] si m=2,3(4),
(D, 1) = { Aoy~ Oy M () s m=0.1¢4), O
: _f =29, [f1 - [P (O10,,,  si m=2,3(4),
N1 (11°9,,_,) = { 2¢Qm—ll[f] _ [w,wm—l(f)]wém,11 si m=0,1(4). (59)
Utilizando las férmulas (58) y (59) se obtiene
¢Qm—1 [Whym—l (f)]me_l = ‘p’wm—l (‘me—l [f]wém_l), (60)
02 [P o1 (O] = 9,1 (07 LD (61)

Las férmulas anteriores indican que los operadores “’Qm_l(.)‘@m_l y ‘PQ,zn_l conmutan
con el operador #¥,,_;. Se puede relacionar de forma directa a un determinado Z,,
con #¥, ;. Cuando m es impar y al multiplicar por el pseudoescalar del espacio,
la inyectividad de #¥,,_; se implica de la inyectividad de Z,,. En estas dlgebras
geométricas la paridad de la dimensién posee un rol crucial para la obtencién de
muchos resultados. Por ello, es muy frecuente que muchos investigadores opten por
la separacién en dos casos segun la paridad de m (ver por ejemplo el articulo [13]).

De esta forma, se concluye con el siguiente teorema principal:
Teorema 11. Si m es impar, sea una funcion f € sz‘z(Rm,Ro,m), entonces se
cumple que
[ ekerld,, ()9, 1(f € ket ()

sty solo si

P, (f) € kerlD,,_ ()0, 1(**¥, 1 (f) € ker[0],_, (]).

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se estudiaron propiedades esenciales de algunos operadores
lineales que surgen especificamente en el contexto del andlisis de Clifford. Se evi-
dencié que la paridad de la dimensién m influye en la inyectividad de algunos de

estos; como por ejemplo, en el caso de los operadores EL""’Z """ ' Se obtuvo que
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una funcién es una solucién nula del operador de Dirac truncado si y solo si su
imagen por el operador Ej(] i con k impar es también una solucién. Ademés, se
demostraron algunas relaciones que existen entre transformadas de tipo Cauchy y
Teodorescu con los operadores estudiados, como también se determinaron identi-
dades con las funciones #"¥;. Finalmente, se definieron operadores de Dirac genera-
lizados con k-vectores y se extendié el resultado anterior al considerar los sistemas
de ecuaciones en derivadas parciales homogéneos que surgen. Como trabajo futuro,
se pretende estudiar generalizaciones del operador de Lamé-Navier considerando
estos nuevos operadores y encontrar, si fuese posible, una interpretacion fisica para

los desplazamientos del ntcleo.
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