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RESUMEN

Este artículo aborda las dificultades en la comprensión del logaritmo como número real, un concepto clave en ma-
temáticas, y propone una descomposición genética preliminar desde la teoría APOE (Acciones, Procesos, Objetos 
y Esquemas). Mediante un enfoque cualitativo basado en el análisis teórico e histórico de la obra de John Napier, se 
identificaron estructuras y mecanismos mentales involucrados en su construcción. Los resultados destacan tres fases: 
manipulación de progresiones geométricas, desarrollo de un modelo discreto y su extensión a un modelo continuo. 
Esta propuesta no solo facilita la comprensión del logaritmo, sino que también proporciona herramientas pedagógi-
cas que integran epistemología e historia, contribuyendo a una enseñanza más efectiva del concepto. Al explorar el 
desarrollo histórico y epistemológico de este concepto fundamental, se busca no solo comprender su esencia mate-
mática, sino también comprender las complejidades cognitivas inherentes a su concepción.
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ABSTRACT

This article addresses the difficulties in understanding logarithms as real numbers, a key concept in mathematics, 
and proposes a preliminary genetic decomposition based on the APOS theory (Actions, Processes, Objects, and 
Schemas). Through a qualitative approach grounded in theoretical and historical analysis of John Napier’s work, the 
study identifies the mental structures and mechanisms involved in its construction. The results highlight three phases: 
manipulation of geometric progressions, development of a discrete model, and its extension to a continuous model. 
This proposal not only facilitates the understanding of logarithms but also provides pedagogical tools that integrate 
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epistemology and history, contributing to a more effective teaching of the concept. By exploring the al and episte-
mological development of this fundamental concept, the study aims to deepen the understanding of its mathematical 
essence and the cognitive complexities inherent in its conception.

Keywords: APOS, Logarithm, Genetic Descomposition, History, Epistemology.

1.  INTRODUCCIÓN

El logaritmo es un concepto esencial en matemáticas, utilizado en diversas áreas como 
la física, la ingeniería y las ciencias sociales. A pesar de su importancia, su enseñanza enfren-
ta numerosos desafíos, especialmente en el ámbito educativo de Costa Rica. Según el Progra-
ma de Estudio de Matemáticas del Ministerio de Educación Pública (MEP, 2012), el logaritmo 
se aborda principalmente desde su relación con las funciones matemáticas. Sin embargo, este 
enfoque deja de lado su comprensión como número real, limitando su significado y dificultan-
do la construcción de aprendizajes relacionados con conceptos posteriores, como la función 
logarítmica.

Alguacil et al. (2016) señalan que esta problemática afecta tanto a estudiantes como a 
docentes. Por un lado, los estudiantes suelen enfrentar dificultades al intentar comprender el 
concepto de logaritmo, lo que genera confusiones y desconexiones en su aprendizaje. Por otro 
lado, los docentes a menudo carecen de herramientas didácticas y metodológicas adecuadas 
para abordar estas dificultades, lo que perpetúa la brecha conceptual. Esta situación subraya la 
necesidad de replantear el modo en que se enseña y se conceptualiza el logaritmo en los entor-
nos educativos.

La desconexión entre el significado del logaritmo como número real y su aplicación 
en contextos cotidianos y matemáticos se ha documentado ampliamente en investigaciones 
previas. Estas han señalado una brecha significativa entre la introducción inicial del logaritmo 
como un facilitador de cálculos numéricos y su posterior tratamiento como función matemáti-
ca. Ferrari y Farfán (2001) describen esta desconexión como una especie de dislexia en el dis-
curso matemático escolar, evidenciando la dificultad de integrar estas perspectivas de manera 
coherente.

Para abordar estas limitaciones, diversos estudios han propuesto analizar el desarrollo 
histórico y epistemológico del logaritmo como una estrategia para enriquecer su enseñanza. 
Investigaciones como las de Sanabria (2016), Gacharná (2012), Costa y Sanabria (2016) y 
Vargas (2020) han destacado la importancia de conocer el origen y la evolución del concepto 
de logaritmo, ya que esto permite identificar las ideas clave que subyacen en su construcción. 
Además, se ha resaltado la relevancia de integrar la historia, la epistemología y el uso de tec-
nologías de la información en los enfoques didácticos para mejorar su comprensión (Abrate y 
Pochulu, 2007; Panagiotou, 2010; Rizzo, 2014; Cachuay y Pino, 2013).

En este contexto, esta investigación surge como respuesta a la necesidad de compren-
der mejor las estructuras y mecanismos mentales que los estudiantes emplean al construir 
el concepto de logaritmo como número real. Para ello, se plantea como objetivo principal 
diseñar una descomposición genética preliminar del logaritmo, enmarcada en la teoría APOE 
(Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas). Este marco teórico permite analizar y estructurar 
las construcciones mentales asociadas al concepto, ofreciendo una base para mejorar su ense-
ñanza y aprendizaje.

Con esta propuesta, se busca no solo identificar las dificultades inherentes a la ense-
ñanza del logaritmo, sino también generar herramientas prácticas que permitan a los docentes 
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abordar estas problemáticas de manera más efectiva. La descomposición genética preliminar 
presentada en este estudio constituye un primer paso hacia la articulación de un enfoque di-
dáctico más robusto, que integre elementos históricos, epistemológicos y tecnológicos en el 
aprendizaje del logaritmo.

2.  REFERENTE TEÓRICO: TEORÍA APOE

Cuando la teoría APOE se refiere a estructuras mentales, alude a aquellas que son re-
lativamente estables y que permiten al individuo interpretar y dar sentido a las situaciones en 
el contexto matemático (Arnon et al., 2014). Estas estructuras no son estáticas; evolucionan y 
se desarrollan constantemente mediante los mecanismos mentales. En el marco de esta teo-
ría, las estructuras fundamentales son: acción, proceso, objeto y esquema, mientras que los 
mecanismos asociados incluyen la interiorización, encapsulación, coordinación, reversión y 
desencapsulación (Dubinsky et al., 2005).

La construcción de un concepto matemático comienza con las acciones, que son trans-
formaciones desencadenadas por estímulos externos. Las acciones son secuenciales y explíci-
tas, lo que significa que cada paso debe realizarse de manera ordenada y sin omisiones, ya que 
cada uno es fundamental para el éxito del proceso. Por ejemplo, cuando un estudiante resuelve 
un problema matemático siguiendo instrucciones específicas, cómo aplicar un algoritmo o 
realizar un cálculo, está ejecutando una acción. Según Arnon et al. (2014), estas transforma-
ciones están condicionadas por los estímulos recibidos y, aunque pueden ser repetitivas, sien-
tan las bases para la construcción de estructuras más complejas.

El paso de una acción a un proceso se realiza mediante el mecanismo de interioriza-
ción. Este mecanismo implica que el individuo asimila la acción y la lleva al plano mental, 
de modo que puede imaginar y controlar los pasos necesarios sin ejecutarlos físicamente 
(Dubinsky et al., 2005). En esta etapa, el estudiante ya no necesita estímulos externos para 
realizar la transformación, sino que la operación ocurre de manera mental. Por ejemplo, un 
estudiante que ya no necesita escribir cada paso de un cálculo para resolverlo mentalmente ha 
logrado interiorizar esa acción. Además, esta etapa permite reflexionar sobre los resultados 
obtenidos, generalizar procedimientos y trabajar con casos abstractos o generales (Arnon et 
al., 2014).

La transición de un proceso a un objeto ocurre mediante el mecanismo de encapsula-
ción. Una vez que el estudiante deja de percibir los procesos como dinámicos y los concibe 
como estructuras estáticas, se dice que ha construido un objeto. Este objeto puede ser ma-
nipulado como un todo, lo que abre la posibilidad de realizar nuevas acciones sobre él. Por 
ejemplo, un estudiante que comprende el concepto de función no como un conjunto de puntos 
en un plano, sino como un objeto matemático que puede ser evaluado, transformado o com-
binado con otras funciones, ha logrado esta transformación. Según Dubinsky et al. (2005), la 
encapsulación es esencial para permitir que el individuo realice razonamientos abstractos y 
desarrolle conceptos más complejos.

Finalmente, el esquema representa el nivel más alto de organización en la teoría APOE. 
Un esquema es una estructura mental amplia y dinámica que integra acciones, procesos y ob-
jetos para abordar situaciones matemáticas complejas (Arnon et al., 2014). Los esquemas no 
son rígidos; se adaptan y evolucionan a medida que el individuo enfrenta nuevos problemas 
y experiencias. Según Dubinsky et al. (2005), un esquema puede describirse como un marco 
conceptual que permite al estudiante coordinar y organizar conocimientos previos para res-
ponder de manera eficiente a una variedad de contextos. Los esquemas desempeñan un papel 
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crucial en el aprendizaje matemático, ya que representan la culminación de la construcción 
conceptual y la base para resolver problemas complejos. Según Arnon et al. (2014), los es-
quemas no solo integran conocimientos, sino que también reflejan la capacidad del estudiante 
para relacionar conceptos aparentemente dispares, como funciones y derivadas, o progresio-
nes aritméticas y geométricas.

Gráficamente Dubinsky (2002) resume el modelo teórico en la siguiente figura:

Figura 1- Representación gráfica de la Teoría APOE.

Fuente:  (Dubinsky, 2002)

3.  ABORDAJE METODOLÓGICO

Para construir una descomposición genética, la teoría APOE plantea un esquema meto-
dológico cíclico, como se muestra en la Figura 2. Este enfoque no solo permite avanzar en el 
análisis de los conceptos matemáticos, sino que también facilita la revisión y refinamiento de 
las etapas iniciales a partir de la implementación y evaluación de resultados. Es decir, después 
de aplicar y analizar los datos obtenidos, es posible regresar a la descomposición genética pre-
liminar para corregir, ajustar y volver a aplicarla. Este carácter cíclico es crucial para garanti-
zar la validez y utilidad del modelo propuesto (Dubinsky et al., 2005). 



UNA DESCOMPOSICIÓN GENÉTICA PRELIMINAR PARA EL CONCEPTO DE LOGARITMO...

CUADERNOS DE INVESTIGACIÓN Y FORMACIÓN EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA • Vol: 18 •  Nº. 2 • 99-121 • 2025 • ISSN: 22-15-5627  

103

Figura 2- Ciclo de elaboración de la descomposición genética.

Fuente:  (Brenes y Gómez, 2022).

Este ciclo de investigación tiene tres componentes principales: análisis teórico; diseño e 
implementación de la enseñanza; y recolección y análisis de los datos.

Representa el punto inicial y más relevante de este artículo, ya que se centra en la cons-
trucción de la descomposición genética preliminar. Este análisis implica un estudio detallado 
del desarrollo cognitivo relacionado con el concepto de interés, en este caso, el logaritmo 
como número real. El análisis considera múltiples perspectivas, incluyendo libros de texto, 
investigaciones previas, la experiencia docente y el desarrollo histórico del concepto. Este 
componente proporciona una base teórica sólida para guiar las etapas posteriores del esquema 
metodológico (Arnon et al., 2014).

Para el segundo componente, el de diseño e implementación de la enseñanza, se utiliza 
la descomposición genética preliminar como una guía para desarrollar actividades y estra-
tegias de enseñanza. Estas deben estar orientadas a promover las construcciones mentales 
descritas en el modelo teórico. Aunque este artículo no se centra en esta etapa, su relevancia 
reside en probar la eficacia del modelo diseñado mediante su aplicación en contextos educati-
vos específicos.

En caso de que dicha descomposición genética evidencie que es una buena aproxima-
ción al concepto matemático de interés, se presenta la tercera etapa, que corresponde a la 
recolección y análisis de los datos, la cual tiene como propósito principal la validación de la 
descomposición genética y su implementación en la enseñanza. Dentro de la implementación, 
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generalmente los datos recolectados para dar respuesta a las siguientes interrogantes: ¿Los 
estudiantes aparentemente realizan las construcciones mentales que se habían descrito en la 
descomposición genética?¿Qué tan bien aprendieron los estudiantes el concepto en cuestión? 
(Serrano, 2019, p.5)

Es importante enfatizar que este artículo se limita al primer componente, el análisis 
teórico, para proponer una descomposición genética preliminar del logaritmo como número 
real. Las otras dos etapas del esquema metodológico —diseño e implementación de la ense-
ñanza, y recolección y análisis de datos— no forman parte de este trabajo. Por otra parte, en 
relación con el análisis teórico, aunque existen múltiples fuentes que destacan su importancia 
en el marco de la teoría APOE, hay una escasez de investigaciones específicas que detallan 
qué elementos considerar al realizar un análisis histórico-epistemológico, particularmente de 
una obra original. Este vacío metodológico subraya la necesidad de profundizar en los enfo-
ques que guían este tipo de análisis (Arnon et al., 2014; Dubinsky et al., 2005).

3.1  Selección de la obra original

El desarrollo histórico del concepto de logaritmo ha sido fundamental para comprender 
su construcción como número real. Este análisis histórico-epistemológico constituye la prime-
ra etapa de la descomposición genética preliminar, en la cual se identifican los textos origina-
les que aportaron a la construcción del logaritmo.

El interés principal de este trabajo se centra en los aportes realizados por John Napier, 
considerado el inventor del logaritmo. Para ello, se seleccionó como referencia principal su 
obra Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio (Descripción de las maravillosas tablas de 
logaritmos), publicada por primera vez en 1614 en Edimburgo, Escocia. Este texto es amplia-
mente reconocido como el punto de partida para la introducción del concepto de logaritmo, 
y su análisis resulta esencial para comprender las bases matemáticas y epistemológicas que 
subyacen en este concepto.

Para el desarrollo de este trabajo, se utilizó la versión traducida al inglés por Edward 
Wright en 1616, titulada A Description of the Admirable Table of Logarithms, publicada por 
la editorial Renacents Books. Esta traducción fue seleccionada debido a su accesibilidad y a la 
fidelidad con que preserva los elementos matemáticos originales del texto en latín, facilitando 
el análisis desde una perspectiva histórica y pedagógica. 

La selección de esta obra se realizó considerando su relevancia histórica y su impacto 
en el desarrollo de las matemáticas, especialmente en el contexto de los cálculos aritméticos y 
geométricos de su época. Su análisis bajo la perspectiva de la teoría APOE permite identificar 
las acciones, procesos y objetos presentes en la construcción del logaritmo como número real, 
así como los mecanismos mentales implicados.

3.2  Construcción de cuestionamientos analíticos

Para diseñar una descomposición genética preliminar del logaritmo como número real, 
es necesario realizar un análisis histórico-epistemológico que permita identificar los elemen-
tos cognitivos subyacentes en su construcción. Ante la escasez de elementos metodológicos 
en la literatura para realizar este tipo de análisis (Arnon et al., 2014; Dubinsky et al., 2005), 
se formularon una serie de cuestionamientos analíticos basados en la teoría APOE, con el 
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propósito de reconocer en la obra original las estructuras y mecanismos mentales involucra-
dos en la conceptualización del logaritmo.

La creación de estos cuestionamientos se fundamenta en los principios de la teoría 
APOE que explican cómo un concepto matemático se construye a partir de estructuras menta-
les progresivas y mecanismos de transformación. En este sentido, los cuestionamientos buscan 
evidenciar elementos clave de cada estructura y mecanismo, permitiendo una aproximación 
sistemática a la forma en que Napier desarrolló el concepto de logaritmo. Es así como se clasi-
fica el análisis en las siguientes fases:

Fase 1:  Identificar acciones

Dado que una acción se caracteriza por estar ligada a estímulos externos y realizarse 
de manera secuencial y explícita, los cuestionamientos en esta fase se centran en determinar 
si en la obra de Napier el desarrollo del logaritmo depende de instrucciones concretas, proce-
dimientos estrictos o el uso de representaciones que guíen su construcción. Además, conside-
rando que las acciones no permiten la omisión de pasos, se busca identificar si el concepto es 
presentado de manera rígida o si hay indicios de flexibilidad.

• ¿Qué procedimientos o algoritmos se realizan con el concepto o problema en estudio?

• ¿Necesita estímulos externos como resultados de investigaciones realizadas previa-
mente de forma explícita para poder trabajar con el concepto?

• Únicamente se replican los procedimientos o algoritmos?

• ¿Realiza dibujos o representaciones gráficas para entender el problema o concepto?

Fase 2:  Identificar el mecanismo de interiorización 

La interiorización ocurre cuando una acción deja de depender de estímulos externos 
y el individuo puede ejecutarla mentalmente, omitiendo pasos explícitos sin perder preci-
sión. Por ello, los cuestionamientos en esta fase buscan reconocer si en la obra de Napier hay 
evidencia de que los cálculos y justificaciones del logaritmo dejan de depender de procesos 
mecánicos y pasan a ser tratados de manera más flexible o conceptual. Algunas interrogantes 
que permiten identificar en ciertos contextos cuándo es que se da una interiorización son las 
siguientes:

• ¿Se cuestiona posibles cambios sobre los pasos (describe e invierte) los procedimientos 
o algoritmos?

• ¿Se evidencia resolución completa de un ejercicio o actividad sin necesidad de realizar 
todos los pasos del algoritmo?

• ¿Evidencia un dominio absoluto sobre las necesidades del problema y el camino que 
debe seguir para lograrlas? 
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Fase 3:  Identificar procesos.

Cuando una acción se interioriza, se convierte en un proceso, lo que implica que el 
concepto puede manipularse sin una ejecución estricta de los pasos originales y permite gene-
ralizaciones. En este sentido, los cuestionamientos se centran en identificar si Napier muestra 
reflexiones sobre la validez general del logaritmo, si extrae conclusiones a partir de ejemplos 
particulares y si deja de depender de estímulos externos en su desarrollo. 

• ¿El autor generaliza resultados obtenidos a partir de los casos específicos realizados? 
(En caso de pensar o plantearse casos generales se dice que se encuentra en una con-
cepción de proceso).

• ¿Qué reflexiona el autor sobre el concepto?

• ¿Acepta un resultado para una cantidad infinita de objetos, después de verificar que se 
cumplen para varios de ellos?

• ¿Logra prescindir de los estímulos externos para dar solución a una actividad?

Fase 4:  Identificar el mecanismo de encapsulación

La encapsulación se da cuando un proceso deja de percibirse como una serie de trans-
formaciones dinámicas y pasa a considerarse un objeto matemático sobre el cual se pueden 
realizar nuevas manipulaciones. En este caso, los cuestionamientos buscan determinar si 
Napier trata el logaritmo como una entidad independiente y no solo como un procedimiento, 
permitiendo que se realicen operaciones sobre él sin necesidad de reconstruir su significado 
en cada caso.

• ¿El autor reflexiona sobre las acciones que se aplicaron en el Proceso viéndolo como 
un todo?

• ¿Cuáles son las operaciones o pasos que se aplicaron en el Proceso viéndolo como un 
todo?

Fase 5:  Identificar objetos

El tratamiento de un concepto como objeto implica que el individuo reconoce su apli-
cabilidad en distintos contextos y su relación con otros objetos matemáticos. En esta fase, los 
cuestionamientos buscan evidenciar si Napier establece vínculos entre el logaritmo y otros 
conceptos matemáticos, así como su utilidad en distintos campos del conocimiento.

• ¿Qué reflexiona el autor sobre las acciones aplicadas a los Procesos, toma conciencia 
del proceso como un todo?¿Cómo traslada el concepto a otros contextos?

• ¿Cuáles resultados previos intervienen en el trabajo con el concepto en estudio?
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• ¿Cuáles aplicaciones del concepto en estudio identifica en otras áreas del conocimiento 
y su importancia del concepto en otros campos?

• ¿Cuáles nociones propias del concepto se coordinan en el texto?

Es importante mencionar que el proceso de análisis descrito es de naturaleza cíclica, lo 
que implica que cada fase no es definitiva, sino que puede ser revisada y ajustada conforme 
se identifican nuevas relaciones en el estudio del concepto. La depuración iterativa de estas 
etapas permite afinar la identificación de estructuras y mecanismos, asegurando una mayor 
precisión en la construcción de la descomposición genética preliminar.

Por otro lado, la estructura esquema no se considera en este análisis debido a que, según 
la teoría APOE, un esquema es una organización compleja que coordina múltiples objetos, 
procesos y acciones, permitiendo al individuo operar con ellos en distintos contextos de ma-
nera flexible y automática (Arnon et al., 2014). En este estudio, el objetivo es identificar los 
mecanismos que subyacen en la construcción inicial del concepto de logaritmo como número 
real, sin evaluar su integración en esquemas de conocimiento más amplios. La inclusión del 
esquema requeriría un análisis posterior centrado en la aplicación del concepto en contextos 
educativos y su interrelación con otros conocimientos matemáticos.

4.  RESULTADOS

El análisis realizado sigue un proceso cíclico en el que, en una primera instancia, se iden-
tificaron las acciones presentes en la obra de Napier. Posteriormente, se analizaron los procesos 
derivados de estas acciones, seguidos por la identificación de objetos matemáticos. A lo largo del 
estudio, cada estructura fue revisada y depurada, permitiendo ajustar y refinar la interpretación de 
los mecanismos involucrados en la construcción del logaritmo como número real.

4.1  Acciones

A continuación, se describen y analizan los hallazgos identificados en la obra de Napier 
que permiten responder a las preguntas formuladas en la metodología, con el propósito de 
reconocer las acciones fundamentales en la construcción del concepto de logaritmo como nú-
mero real y su relación con otros conceptos matemáticos.

Presencia de estímulos externos ante factores previos
En cuanto al hallazgo de estímulos externos, se busca dar respuesta a la pregunta: 

¿Necesita estímulos externos como resultados de investigaciones realizadas previamente de 
forma explícita para poder trabajar con el concepto?  En este sentido, se destaca que Napier 
fue impulsado por la necesidad de simplificar cálculos aritméticos, lo cual surge como un es-
tímulo externo derivado de la dificultad y tedio en realizar operaciones matemáticas extensas. 

Además, se encontró que el desarrollo de los logaritmos estuvo influenciado por cono-
cimientos previos, entre ellos:

• El uso de tablas trigonométricas, que proporcionaban valores numéricos para cálculos 
matemáticos complejos.

• Los resultados obtenidos por Michael Stifel, quien exploró relaciones entre progresio-
nes numéricas y exponentes.
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• El manejo de progresiones geométricas y aritméticas, lo que permitió a Napier esta-
blecer conexiones entre estos patrones matemáticos y la construcción de su sistema 
logarítmico.

Estos elementos constituyen factores externos clave que facilitaron el desarrollo de los 
logaritmos como números reales, demostrando que su construcción no surgió de manera ais-
lada, sino como resultado de una necesidad contextual y una acumulación de conocimientos 
matemáticos previos.

Dibujos o representaciones gráficas
Otro aspecto fundamental en la identificación de acciones es la presencia de dibujos y 

representaciones gráficas utilizados por Napier para explicar la naturaleza de las progresiones 
geométricas y aritméticas. Las Figuras 8 y 9 muestran representaciones visuales de estas pro-
gresiones, lo que permite visualizar de manera clara las ideas fundamentales del concepto de 
logaritmo.

Figura 3- Representación gráfica de progresión geométrica.

Fuente:  (Jiménez, 2018).

Figura 4- Representación gráfica de progresión aritmética.

Fuente: (Jiménez, 2018).

La figura 3 ilustra gráficamente la idea de una progresión geométrica, donde se observa 
el decrecimiento proporcional de los valores. Por otro lado, la figura 4 presenta una represen-
tación gráfica de una progresión aritmética, resaltando la constancia en el crecimiento de los 
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valores. Si bien las definiciones presentadas por Napier no coinciden exactamente con las con-
temporáneas, estas representaciones gráficas desempeñan un papel fundamental en la concep-
tualización del logaritmo. Mediante el uso de imágenes, Napier facilita la comprensión de la 
relación entre progresiones geométricas y aritméticas, mostrando cómo estos patrones pueden 
ser utilizados para simplificar cálculos numéricos.

El uso de representaciones gráficas también permite analizar la influencia de la teoría 
matemática de la época en la construcción del concepto. La inclusión de ilustraciones en la 
obra de Napier sugiere que su intención no era solo presentar un nuevo sistema de cálculo, 
sino también ofrecer una herramienta visual para describir de manera más clara las estruc-
turas matemáticas subyacentes. Es así, cómo estas representaciones gráficas se convierten en 
herramientas valiosas para entender y describir los fenómenos matemáticos y físicos relacio-
nados con los movimientos aritméticos y geométricos.

Procedimientos y algoritmos
En su construcción del logaritmo como número real, John Napier desarrolló un proce-

dimiento fundamentado en el uso de progresiones geométricas, buscando específicamente que 
estas se ajustaran a las tablas trigonométricas de senos conocidas en su época. El autor se basa 
en la relación encontrada por Stifel, quien sugiere que, para multiplicar dos números de una 
progresión geométrica, se puede hallar el número correspondiente de la progresión geométrica 
que se encuentra en la posición correspondiente a la suma de los números de la progresión 
aritmética asociados a los factores del producto.

Napier se propone construir una progresión geométrica para la cual sus términos se 
acerquen a los valores de las tablas de senos. Para lograr esto, realiza diversos cálculos para 
determinar diversos elementos, como la razón de proporcionalidad para la progresión geomé-
trica, asegurando que sea decreciente y con un valor inicial de . En la figura 5 se muestra el 
cálculo de la razón de proporcionalidad, donde se expone que, al restar su 10000000-ésima 
parte del radio con siete cifras, se obtiene una razón que permite la continuación geométrica 
entre 10000000 y 9999999.

Figura 5- Cálculo de la razón de proporcionalidad.

Fuente: Napier, 1614).

Napier decide utilizar una razón de proporcionalidad r = 1 - 10-7 en la construcción 
de la progresión geométrica, como se detalla en la figura 10. Esto se traduce en la fórmula 
moderna sn = s0 r

n , donde s0 es el primer término de la progresión y r la razón de proporcio-
nalidad.  Para referirnos a este cálculo se utilizará Resultado 1. Esta elección no fue arbitraria, 
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sino que respondió a la necesidad de garantizar una progresión suficientemente densa para 
aproximar valores intermedios con precisión. Sin embargo, al contrastar su modelo con las ta-
blas trigonométricas de referencia, Napier observó que, aunque los valores iniciales muestran 
un ajuste cercano, la discrepancia aumenta significativamente para los valores subsiguientes, 
como se evidencia en las Figuras 6 y 7.

Figura 6- Verificación del ajuste con las tablas trigonométricas.

Fuente: (Napier, 1614).

Figura 7- Tabla de comparación.

Fuente:  (Jiménez, 2018).
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Estos resultados pusieron de manifiesto las limitaciones de su construcción ini-
cial, señalando la necesidad de introducir ajustes para alcanzar un modelo más robusto y 
generalizable.

4.2  Interiorización

La interiorización en los escritos de Napier se evidencia en su búsqueda de una progre-
sión geométrica densa que se ajuste a las tablas trigonométricas. En lugar de simplemente re-
plicar algoritmos existentes, Napier demuestra en este punto un dominio absoluto al reconocer 
las limitaciones de las relaciones aritméticas y geométricas convencionales, buscando realizar 
diversos cambios y extensiones para satisfacer sus necesidades. Napier demostró un dominio 
conceptual al reconocer que una razón de proporcionalidad cercana a 1 era esencial para ge-
nerar una progresión geométrica con intervalos reducidos entre sus términos, facilitando así 
una aproximación más fina a los valores trigonométricos.

Esta comprensión no surgió de manera inmediata, sino como resultado de un proceso 
reflexivo en el que Napier evaluó críticamente los resultados de su modelo inicial. Al identi-
ficar las discrepancias en su ajuste a las tablas de senos, no solo cuestionó sus pasos previos, 
sino que utilizó estos hallazgos como base para reformular su enfoque. Este comportamiento 
refleja claramente el mecanismo de interiorización descrito en la teoría APOE, donde las ac-
ciones externas y repetitivas dan paso a operaciones mentales flexibles y generalizables. La 
capacidad de Napier para adaptar su método y buscar soluciones alternativas subraya un nivel 
avanzado de razonamiento matemático, en el que la comprensión del problema permitió la 
evolución de sus herramientas conceptuales y prácticas.

4.3  Procesos

Generalización de resultados a partir de casos específicos
El análisis de la obra de Napier revela un claro proceso de generalización matemáti-

ca, donde el autor trasciende los casos particulares para establecer principios más amplios. 
A partir de las progresiones desarrolladas en el Resultado 1, Napier realiza una validación 
sistemática de sus propiedades fundamentales. Un ejemplo paradigmático es su verificación 
de que el valor 107 en la progresión aritmética corresponde exactamente a 0 en la progresión 
geométrica, como se muestra en la Figura 8. Esta comprobación no solo sirvió como prueba 
de concepto, sino que le permitió establecer los cimientos teóricos de su sistema logarítmico.

Figura 8- Verificación de la característica inicial.

Fuente:  (Napier, 1614).
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La Figura 8, que ilustra esta verificación inicial de las características fundamentales 
del sistema, demuestra cómo Napier partió de casos concretos para inferir propiedades ge-
nerales. Sin embargo, como se detalló en la sección de Procedimientos y algoritmos, el autor 
mostró una notable capacidad crítica al reconocer las limitaciones de precisión en su modelo, 
particularmente evidentes en la tabla comparativa de la Figura 7. Este reconocimiento de las 
discrepancias no constituye un fracaso metodológico, sino que representa una fase esencial en 
el proceso de generalización, donde la identificación de casos particulares problemáticos im-
pulsa refinamientos teóricos.

Lo más significativo de este proceso es cómo Napier logró extraer principios generales 
a partir de estos casos específicos, tanto de confirmación como de discrepancia. Su meto-
dología refleja un pensamiento matemático maduro, donde la generalización no se realiza 
mediante simple inducción, sino a través de un análisis crítico que distingue entre patrones 
fundamentales y artefactos del modelo particular. Esta capacidad de navegar entre lo específi-
co y lo general, manteniendo simultáneamente el rigor conceptual y la flexibilidad para ajus-
tar el modelo, constituye uno de los aspectos más sofisticados de su contribución al desarrollo 
del concepto de logaritmo.

Reflexiones sobre resultados previos
A lo largo de la construcción, Napier demuestra una reflexión profunda frente a los re-

sultados iniciales de su primera progresión geométrica, principalmente al no considerar estos 
resultados como un fracaso, sino más bien como una fuente de aprendizaje que le permite me-
jorar. En esta línea, Jiménez (2018) subraya este proceso como un salto hacia el futuro, resal-
tando la capacidad de Napier para avanzar hacia ideas innovadoras en una época que precede 
al desarrollo de la cinemática y al surgimiento posterior de Newton. La capacidad de Napier 
para aprovechar sus errores como insumos para el progreso es evidente en su construcción de 
lo que se va a denominar modelo discreto.

Para el modelo discreto, Napier decide partir de la idea de progresión geométrica, de 
modo que, partiendo de dicha definición y los insumos recopilados en Resultado 1, crea una 
nueva progresión geométrica. Para elaborar la construcción, describe que debe considerar un 
segmento AB cuya longitud es 107 unidades, ahora, se debe considerar un punto arbitrario 
sobre el segmento AB el cual se desplaza desde A hacia B, de modo que dicho punto al des-
plazarse tiene las características de un movimiento geométrico.

La clave en la nueva progresión construida está en considerar cada uno de los puntos 
que se desplazan de A hacia B, en una correspondencia con un número natural n, de manera 
que cada uno de ellos pueda ser numerado y dotado de una característica basada en la defi-
nición de progresión geométrica (como se observa en la figura 9). De este modo, se puede 
considerar cada uno de los puntos mencionados, como Sn y su caracterización está descrita 
por la relación sn = SnB, de modo que es posible caracterizar el desplazamiento de cada punto 
en términos de la progesión construida previamente por Napier, ya que sn corresponde con la 
progresión presentada en el Resultado 1.

Además, para evidenciar la relación entre la progresión geométrica y aritmética, el 
mismo toma una semirrecta de origen O sobre la cual avanza un punto a través de momen-
tos o intervalos de tiempo igualmente espaciados (es decir la representación gráfica de una 
progresión aritmética). Así, cuando dicho punto se encuentra en un momento n, se puede 
establecer la relación con la posición del término Sn sobre el segmento AB. Para evidenciar 
geométricamente el resultado descrito anteriormente, Jiménez (2018), presenta gráficamente el 
modelo, como se muestra en la figura 9.
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Figura 9- Modelo discreto de Napier.

Fuente:  (Jiménez, 2018).

Resultados para una cantidad infinita de objetos
Napier muestra una clara disposición para aceptar resultados que abarquen una canti-

dad infinita de objetos, especialmente al trabajar con la densidad de la progresión en la cons-
trucción de su modelo discreto. Su elección de una razón de proporcionalidad cercana a uno 
implica un desplazamiento continuo de puntos sobre el segmento AB, permitiendo de esta 
manera hablar de una progresión densa. La relación establecida en el modelo discreto, sn = 
SnB, revela la aceptación de resultados para una cantidad infinita de objetos, ya que establece 
una conexión indefinida entre los términos de la progresión Sn y los de una progresión aritmé-
tica sin restricciones en cuanto a su alcance. Al diseñar un sistema donde los términos de la 
progresión geométrica pueden hacerse arbitrariamente cercanos entre sí, Napier estaba ope-
rando con lo que hoy se conoce como un conjunto denso, anticipándose así a conceptos que 
posteriormente serían formalizados en el análisis matemático.

Es particularmente revelador cómo Napier maneja el movimiento continuo de un punto 
a lo largo del segmento AB en su construcción geométrica. Esta representación dinámica, 
donde el punto puede ocupar infinitas posiciones intermedias, muestra una comprensión in-
tuitiva pero profunda de la naturaleza infinita y continua del sistema numérico real. Su capa-
cidad para extrapolar propiedades verificadas en casos finitos a este contexto infinito no solo 
evidencia su genio matemático, sino que también marca un hito en la transición entre las ma-
temáticas discretas del Renacimiento y el cálculo infinitesimal que emergería posteriormente.

Prescinde de estímulos externos
El desarrollo del modelo discreto por parte de Napier representa un notable ejercicio de 

abstracción matemática donde trasciende la dependencia de estímulos externos concretos. En 
esta fase de su trabajo, los conceptos matemáticos fundamentales (particularmente las progre-
siones aritméticas y geométricas) dejan de ser meras herramientas de cálculo para convertirse 
en elementos estructurales de un sistema coherente. Lo más destacable es cómo Napier logra 
articular estos conceptos matemáticos con principios físicos fundamentales, particularmente 
aquellos relacionados con el movimiento, el tiempo y el espacio, creando así un marco teórico 
autosuficiente.
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Es esencial resaltar que el modelo discreto no surge únicamente de procesos algebrai-
cos o construcciones geométricas, sino que se basa en un entendimiento profundo de fenó-
menos físicos. La construcción gira en torno a describir las relaciones entre una progresión 
geométrica inicial y un modelo discreto que reestructura estos conceptos en términos de defi-
niciones matemáticas y fenómenos físicos. Esta reestructuración se expresa gráficamente para 
describir los fenómenos y relaciones existentes, destacando la habilidad de Napier para encap-
sular y combinar diferentes áreas del conocimiento en su construcción del logaritmo. 

4.4  Encapsulación

El verdadero genio matemático de Napier se revela en su capacidad para encapsular las 
complejas relaciones del modelo discreto y transformarlas en un modelo continuo unificado. 
Este proceso de encapsulación va más allá de la simple generalización: representa una autén-
tica síntesis conceptual donde las acciones y procesos anteriores se integran en una estructura 
coherente que puede manipularse como un todo.

Al reflexionar sobre su propio proceso constructivo, Napier logra abstraer las propie-
dades esenciales del sistema, prescindiendo de los detalles particulares que caracterizan las 
etapas iniciales. Esta capacidad de considerar el conjunto de operaciones y transformaciones 
como una entidad única es particularmente evidente en la transición hacia el modelo 
continuo, donde las relaciones discretas dan paso a una concepción fluida del logaritmo 
como número real.

La encapsulación se manifiesta no solo en la integración de conceptos matemáticos, 
sino también en la forma en que Napier articula diferentes dominios del conocimiento. Su 
modelo final representa una perfecta síntesis de consideraciones algebraicas, geométricas y 
físicas, demostrando una comprensión profunda de las interrelaciones entre estas áreas. Este 
logro va más allá de la mera aplicación de herramientas matemáticas, revelando un verdadero 
dominio en la construcción teórica y la abstracción conceptual.

Reflexiona sobre las acciones que se aplicaron en el proceso
La extensión del modelo discreto a uno continuo por parte de Napier se basa en cimien-

tos sólidos que involucran una reflexión profunda sobre las acciones aplicadas en el proceso. 
En primer lugar, destaca la habilidad del autor para generalizar y extender conceptualmente 
su construcción, superando las ideas iniciales planteadas por Stifel. La reflexión se centra en 
la manipulación de números en sentido discreto y relaciones específicas, destacando la nece-
sidad de llevar estas ideas al ámbito continuo. Lo notable es cómo Napier transformó lo que 
en Stifel eran meras observaciones sobre progresiones particulares en un sistema coherente y 
generalizable.

La articulación conceptual que Napier desarrolló durante este proceso revela un mane-
jo de varios niveles de abstracción. No se limitó a extender mecánicamente las operaciones 
discretas al caso continuo, sino que construyó un nuevo marco teórico donde estas operacio-
nes adquirieron un significado más profundo y general. Como señala Jiménez (2018), esta 
transición representó mucho más que una simple ampliación del dominio numérico, sino que 
constituyó la creación de una nueva herramienta matemática con potencial para revolucionar 
el cálculo numérico. Esta construcción, denominada por autores como Jiménez (2018) como 
un modelo continuo, representa el logro final de Napier al proporcionar una construcción del 
logaritmo como número real. Así, la extensión inicialmente buscada se materializa a través de 
la reflexión, la generalización y la articulación coherente de conceptos.
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La reflexión sobre estas acciones resulta particularmente relevante para la educación 
matemática contemporánea, pues revela cómo el pensamiento avanzado en matemáticas im-
plica constantes procesos de revisión, generalización y reconfiguración de ideas iniciales. 
El caso de Napier muestra que los conceptos matemáticos fundamentales no surgen com-
pletamente formados, sino que son el resultado de prolongados procesos de refinamiento 
conceptual donde las acciones iniciales son continuamente reinterpretadas a la luz de nuevas 
comprensiones.

4.5  Objetos

En cuanto a la identificación de objetos respecta, Napier reflexiona sobre las acciones 
y conceptos aplicados en el proceso, considerándolos como un conjunto integral. La búsqueda 
de respuestas para articular nociones alrededor de la estructura Objeto impulsa la identifica-
ción de objetos en la construcción del logaritmo como número real. 

Operaciones o pasos que se aplicaron en el proceso viéndolo como un todo y nocio-
nes coordinadas

En este análisis, se profundiza en la reflexión del autor sobre las acciones aplicadas a 
los procesos, destacando la percepción del proceso en su integridad. La transición del modelo 
discreto al continuo se examina en detalle, siendo fundamental para comprender las propues-
tas de Napier. La proposición clave, presentada en la Figura 10, establece una conexión crucial 
entre los modelos discreto y continuo al afirmar que las velocidades son proporcionales a las 
distancias.

Figura 10- Proposición que caracteriza el movimiento geométrico en 
términos de distancia y velocidad.

Fuente:  (Napier, 1614).

Por otra parte, la proposición 26 enuncia que: El logaritmo de un número dado (seno 
para efectos de la definición descrita), corresponde a un número que ha aumentado aritméti-
camente, con la misma velocidad con la cual el radio (segmento TS de longitud 107 comenzó a 
disminuir de manera geométrica, y que al mismo tiempo que el radio ha disminuido hasta el 
número (seno) en cuestión.

En su descripción, se detalla la construcción per se, donde menciona que TS tiene un 
punto, d, el cual mueve hacia abajo con velocidad decreciente (una progresión geométrica 
decreciente), mientras que la línea bi tiene un punto que se mueve hacia abajo con velocidad 
constante (y una progresión aritmética creciente) (Ver Figura 11).
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Figura 11- Definición del modelo cinemático de Napier.

Fuente:  (Napier, 1614).

A través de la proposición 26 de Napier (figura 11) se logra observar la coordinación de 
nociones y conceptos alrededor de la construcción del logaritmo como número real, ya que 
dicha proposición presenta la extensión del modelo discreto al modelo continuo (basado en 
las ideas de cinemática) y define el logaritmo como número real, pero además se puede notar 
que en dicha extensión existen prevalentemente las nociones coordinadas de progresiones arit-
méticas y geométricas relacionadas y caracterizadas (en una coordinación de nociones más) 
mediante fenómenos cinemáticos (movimiento, distancia y tiempo).

En la figura 12 se visualiza este modelo cinemático continuo, enfatizando la coordina-
ción de movimientos entre un punto en una semirrecta (Q) y otro en un segmento (S). La rela-
ción entre el tiempo y la velocidad instantánea se establece con claridad.

Figura 12- Modelo cinemático continuo.

Fuente: (Jiménez, 2018).
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El logaritmo, definido en la proposición 26, se revela como un elemento clave que 
vincula la distancia entre puntos con el tiempo transcurrido. En este contexto, se evidencia 
la coordinación conceptual que involucra directamente los conceptos presentados desde la 
cinemática y las nociones de movimiento geométrico en términos de desplazamiento, tiempo, 
distancia y velocidad. Este análisis exhaustivo destaca la riqueza de las ideas de Napier al 
explorar la interconexión de progresiones geométricas, progresiones aritméticas, cinemática y 
logaritmos, proporcionando una visión holística de su pensamiento matemático avanzado.

Aplicaciones del concepto en estudio que se identifica en otras áreas del conoci-
miento y la importancia del concepto en otros campos

En la obra de Napier, se evidencia cómo el logaritmo como número real, no se limita al 
ámbito matemático puro, sino que se ilustra su aplicación en la resolución de cálculos prácti-
cos. Napier no solo presenta el concepto, sino que también ejemplifica su utilidad mediante 
casos concretos, especialmente al construir tablas de logaritmos. El propósito fundamental de 
este esfuerzo va más allá de la matemática pura; Napier aspira a traspasar fronteras disciplina-
rias. Inicialmente, la construcción del logaritmo se orienta a simplificar cálculos relacionados 
con arcos de circunferencias, notoriamente cuando los radios son considerablemente extensos, 
como ejemplificado con un radio de longitud 10000000.

En el ámbito del conocimiento, autores como Jiménez (2018) subrayan las aplicaciones 
iniciales del logaritmo en la astronomía y la navegación. En estas disciplinas, donde los cálcu-
los con magnitudes significativas eran comunes, el logaritmo emergió como una herramienta 
esencial para agilizar procesos numéricos. Según Impellizzere de Córdoba (2021), en la época 
de Napier, la invención del logaritmo no solo aceleró los cálculos, sino que también se con-
virtió en una valiosa herramienta computacional, liberando tiempo para investigaciones más 
profundas en diversos campos científicos.

Aunque en la era actual los logaritmos no se utilizan de la misma manera gracias a los 
avances tecnológicos, su construcción como número real dejó un legado trascendental. La 
utilidad histórica del logaritmo persiste, y su impacto se expande más allá de las matemáticas, 
influyendo en la física cinemática y, posteriormente, dando origen al logaritmo como función 
en el análisis matemático.

Descomposición genética preliminar del logaritmo como número real
La secuencia descrita anteriormente tiene en cuenta las ideas fundamentales que or-

ganizan el significado que constituye el logaritmo como número real desde un análisis epis-
temológico y la vinculación existente en las progresiones geométricas, aritméticas y demás 
resultados discutidos anteriormente. De este modo, es importante destacar que la construcción 
del logaritmo como número, desde los textos originales y la visión histórica de dicha construc-
ción, se pueden ver articulados a través de tres fases, que son las siguientes:

1. Construcción y manipulación de la primera progresión geométrica y el paso a la 
densidad.

2. Construcción del modelo discreto y el paso a la continuidad.

3. Construcción del modelo continuo y definición del concepto de logaritmo.

La figura 13 muestra la descomposición genética preliminar construida a partir de los 
resultados obtenidos.
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Figura 13- Descomposición genética preliminar del logaritmo como 
número real.

Fuente:  Construcción propia.

5.  CONSIDERACIONES FINALES

Este estudio ha permitido reconstruir la génesis del concepto de logaritmo como núme-
ro real a través de un análisis histórico-epistemológico fundamentado en la teoría APOE. Los 
resultados revelan un proceso de construcción cognitiva que va desde acciones concretas con 
progresiones numéricas hasta la formación de esquemas complejos que integran conceptos 
matemáticos y físicos. Este patrón de desarrollo coincide con lo documentado en investigacio-
nes previas sobre la construcción de conceptos matemáticos avanzados, confirmando la perti-
nencia del marco teórico adoptado para este tipo de análisis.

Un hallazgo particularmente relevante fue identificar cómo la noción de densidad, lo-
grada mediante el uso de una razón de proporcionalidad extremadamente cercana a 1, sirvió 
como un enlace conceptual entre el modelo discreto planteado inicialmente y su posterior 
extensión continua. Este resultado adquiere especial significado al contrastarlo con las dificul-
tades de aprendizaje que suelen presentar los estudiantes al abordar el concepto de logaritmo, 
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donde frecuentemente persiste una visión puramente discreta que limita su comprensión pro-
funda. La construcción histórica analizada anticipa estas dificultades, sugiriendo que el trata-
miento didáctico actual podría beneficiarse de enfatizar esta transición conceptual.

La fase final de encapsulación, donde se integran conceptos matemáticos abstractos con 
principios físicos concretos, constituye otro aspecto destacable de los resultados. Este proceso 
no solo valida hallazgos previos sobre la importancia de los contextos interdisciplinarios para 
la comprensión matemática, sino que además plantea interrogantes significativos sobre cómo 
podrían replicarse estas conexiones en el aula. La capacidad de Napier para articular domi-
nios que parecen alejados sugiere que la enseñanza actual del logaritmo podría enriquecerse 
incorporando explícitamente estas relaciones conceptuales.

Sin embargo, en el análisis se enfrentaron limitaciones importantes, particularmente en 
la reconstrucción de los procesos heurísticos que llevaron a llevó a Napier a dar ese salto al 
futuro como lo llamaron historiadores como Boyer y alcanzar el modelo continuo. Esta brecha 
entre el registro histórico y la inferencia cognitiva plantea algunos desafíos metodológicos 
fundamentales para este tipo de investigaciones.

Como resultado del análisis fue posible presentar una descomposición genética que 
conjetura la naturaleza de las estructuras cognitivas y del razonamiento descrito por el autor 
en las obras originales mediante diferentes formas de conocer los elementos matemáticos y 
considerando los mecanismos de construcción del conocimiento. De esta manera y como ya 
se ha indicado, la descomposición genética presentada se articula a través de tres fases:

• Construcción y manipulación de la primera progresión geométrica y el paso a la 
densidad.

• Construcción del modelo discreto y el paso a la continuidad.

• Construcción del modelo continuo y definición del concepto de logaritmo.

La descomposición genética del concepto de logaritmo como número real se apoya en 
la epistemología del concepto y en los resultados de las investigaciones previas sobre los pro-
cesos mentales necesarios para comprenderlo que se han obtenido a través de diversas inves-
tigaciones en educación matemática. La descomposición genética del objeto logaritmo como 
número se describe a través de los mecanismos de construcción: interiorización, coordinación 
y encapsulación. Se reflexiona para ello sobre los vínculos con otras nociones matemáticas; 
progresión geométrica, progresión aritmética y conceptos de cinemática.

Desde la perspectiva educativa, los resultados obtenidos tienen implicaciones concre-
tas para la enseñanza del logaritmo. La secuencia identificada en la descomposición genética 
sugiere la necesidad de reexaminar la progresión didáctica tradicional, privilegiando un de-
sarrollo más natural del concepto que considere el trabajo con progresiones, enfatice las tran-
siciones entre representaciones y recupere las conexiones interdisciplinarias. Esto requeriría 
no solo ajustes curriculares, sino también una formación docente que enfatice la comprensión 
profunda de estas estructuras conceptuales. Cabe destacar que, esta propuesta de descomposi-
ción genética, es solamente un camino de los posibles a plantear; con ella se pretende analizar 
las construcciones mentales que tienen que hacer los alumnos para construir este concepto 
teniendo en cuenta tanto la epistemología del concepto como los resultados de investigaciones 
centradas en la compresión de los alumnos.

En conclusión, este estudio busca trascender el mero análisis histórico al establecer co-
nexiones significativas entre la construcción epistemológica del logaritmo. Los resultados no 
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solo validan la utilidad del marco APOE para este tipo de investigaciones, sino que además 
abren nuevas líneas de indagación tanto teóricas como aplicadas. Particularmente, resulta 
relevante la posibilidad de desarrollar materiales didácticos que, inspirándose en el desarrollo 
histórico, faciliten a los estudiantes la construcción de una comprensión más profunda y co-
nectada de este concepto fundamental en matemáticas.
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