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RESUMEN

Este articulo analiza la evolucion conceptual, geométrica y fisico-matematica de los teselados del
plano, desde los patrones periddicos clasicos hasta los complejos teselados aperiodicos de Penrose. El
objetivo principal es comprender cémo la transicion del orden periodico al cuasiperiddico puede ser
abordada didacticamente desde el Enfoque Ontosemiodtico del conocimiento y la instruccion
matematica (EOS), donde se integra dimensiones epistémicas, semidticas, cognitivas e institucionales.
La metodologia empleada corresponde a un estudio cualitativo de naturaleza interpretativa, centrado
en una experiencia didactica desarrollada con estudiantes de la Licenciatura en la Ensefianza de la
Matematica y la Fisica. Se disefiaron y analizaron tareas geométricas progresivas en torno a teselados
periddicos, aperiddicos y de Penrose, mediante configuraciones didacticas reflexivas orientadas por los
fundamentos del EOS. Entre los resultados, se destaca que los estudiantes lograron articular
representaciones geométricas, simbdlicas y verbales, identificar propiedades de cuasiperiodicidad y
simetria no convencional, y resignificar la nocién de orden en contextos no periddicos. Asimismo, se
identificaron conflictos semidticos y reorganizaciones conceptuales asociadas al paso desde
teselaciones convencionales a estructuras como las de Penrose. En cuanto a las conclusiones, se
argumenta que el estudio de los teselados, especialmente los aperiodicos, permite no solo enriquecer la
comprension matematica de estructuras complejas, sino también promover procesos formativos
interdisciplinarios que conectan la geometria, la fisica del estado sé6lido y la didactica avanzada. Este
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enfoque ofrece una via eficaz para formar docentes capaces de interpretar, modelar y comunicar
fenémenos geométricos no estandar en la ensefianza de la matematica moderna.

Palabras clave: Teselaciones Geométricas, Cuasiperiosidad, Enfoque Ontosemitico, Didactica de la
Matematica, Cuasicristales.

ABSTRACT

This article analyzes the conceptual, geometric, and physico-mathematical evolution of planar
tessellations, from classical periodic patterns to the complex aperiodic Penrose tilings. The main
objective is to understand how the transition from periodic to quasiperiodic order can be addressed
didactically through the Ontosemiotic Approach to mathematical knowledge and instruction (EOS),
integrating epistemic, semiotic, cognitive, and institutional dimensions. The methodology employed
corresponds to a qualitative, interpretative study focused on a didactic experience conducted with
students from the Bachelor's Degree in the Teaching of Mathematics and Physics. Progressive
geometric tasks were designed and analyzed, focusing on periodic, aperiodic, and Penrose tessellations,
using reflective didactic configurations guided by EOS principles. Among the results, it is noteworthy
that students were able to articulate geometric, symbolic, and verbal representations, identify properties
of quasiperiodicity and non-conventional symmetry, and reconceptualize the notion of order in non-
periodic contexts. Likewise, semiotic conflicts and conceptual reorganizations were identified,
particularly in the transition from conventional tessellations to structures like those of Penrose.
Regarding the conclusions, it is argued that the study of tessellations—especially aperiodic ones—not
only enhances mathematical understanding of complex structures, but also fosters interdisciplinary
educational processes that connect geometry, solid-state physics, and advanced didactics. This
approach offers an effective path to prepare future educators capable of interpreting, modeling, and
communicating non-standard geometric phenomena within the teaching of modern mathematics..

Keywords: Geometric Tessellations, Quasiperiodicity, Ontosemiotic Approach, Mathematics

Education, Quasicrystals

1. INTRODUCCION

El estudio de los teselados constituye un campo de interés tanto en la matematica pura
como en sus aplicaciones fisicas y estéticas. Desde la antigliedad, las civilizaciones han
empleado patrones de recubrimiento del plano en la creaciéon de mosaicos, vitrales y arte
ornamental, como lo evidencian las construcciones islamicas, bizantinas y romanas, donde la
simetria y la repeticion regular de motivos geométricos reflejan un conocimiento empirico de
las transformaciones isométricas del plano (Griinbaum & Shephard, 1987).

En el ambito matematico, los teselados periddicos han sido sistematizados a través de
la teoria de grupos, particularmente los grupos de simetria del plano, también llamados grupos
de mosaico, que permiten clasificar las posibles formas de recubrimiento repetitivo mediante
traslaciones, rotaciones, reflexiones y deslizamientos. Esta clasificacion culmina en los 17
grupos de simetria bidimensionales, los cuales han sido fundamentales no solo para la
geometria euclidiana, sino también para la cristalografia y la fisica del estado solido (Conway,
Burgiel, & Goodman-Strauss, 2008).

No obstante, hacia finales del siglo XX, se descubrieron patrones de teselado que, sin
ser periddicos, exhiben orden y simetria a gran escala. Este hallazgo fue revolucionario tanto
desde el punto de vista matematico como fisico. Entre ellos, destacan los teselados de Penrose,
introducidos por Roger Penrose en la década de 1970, los cuales cubren el plano sin repeticion
traslacional, pero con propiedades cuasiperiddicas y simetria de orden cinco. Estos patrones
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han sido utilizados para modelar estructuras atdmicas conocidas como cuasicristales, cuyo
descubrimiento experimental por Dan Shechtman en 1982 desafio los paradigmas
tradicionales de la cristalografia y le valio el Premio Nobel de Quimica en 2011 (Shechtman
et al., 1984; Levine & Steinhardt, 1984).

Desde una perspectiva educativa, la ensefianza de los teselados ofrece una
oportunidad Unica para integrar modelizacion geométrica, analisis simétrico y reflexion
epistemoldgica en un entorno didactico activo. En particular, el Enfoque Ontosemidtico del
conocimiento y la instruccion matematica (EOS), desarrollado por Godino y colaboradores,
permite interpretar la evolucion de los significados construidos por los estudiantes, donde se
permite atender tanto a la complejidad epistémica de los objetos como a los procesos
semidticos, cognitivos e institucionales que intervienen en su aprendizaje.

Este articulo se propone, entonces, analizar la evolucién conceptual, geométrica y
fisico-matematica de los teselados del plano, desde los patrones periodicos clasicos hasta los
disefios aperiodicos de Penrose, a partir de una experiencia didactica con estudiantes de la
Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica y la Fisica. Se busca mostrar como el EOS
puede orientar procesos formativos que promuevan un pensamiento geométrico moderno,
critico e interdisciplinario, en didlogo con la historia, la fisica del estado soélido y la
matematica contemporanea.

2. ELEMENTOS TEORICOS
1.1 Antecedentes historicos de los teselados

El concepto de teselacion o mosaico geométrico —la cobertura completa de una
superficie mediante figuras planas que no se superponen ni dejan espacios vacios— ha
acompaiado al pensamiento humano desde tiempos ancestrales, mucho antes de ser
formalizado matematicamente. Estas configuraciones han sido estudiadas desde perspectivas
tanto estéticas como estructurales en diversas culturas y épocas (Griinbaum & Shephard,
1987; Wells, 1991).En las culturas antiguas, los teselados no eran tinicamente soluciones
técnicas para recubrir superficies, sino también manifestaciones estéticas, simbolicas y
espirituales que reflejaban una comprension intuitiva de los principios de repeticion, simetria
y organizacion espacial.

Ejemplos notables pueden encontrarse en los mosaicos romanos del periodo
helenistico y del Alto Imperio, donde se utilizaban motivos geométricos entrelazados con
escenas figurativas para decorar villas, termas y templos (Ling, 1998). Asimismo, la tradicién
islamica desarrolld teselaciones de notable complejidad y belleza, especialmente en la
Alhambra de Granada, donde se alcanzd una exhaustiva exploracion de los 17 grupos de
simetria del plano —mucho antes de que fueran sistematizados en el siglo XIX— a través de
composiciones ornamentales basadas en poligonos regulares, estrellas y motivos entrelazados
(Abas & Salman, 1995; Kaplan & Salesin, 2000).

En el mundo bizantino, los pavimentos de opus tessellatum y opus sectile combinaban
marmoles de diferentes colores con disposiciones geométricas precisas, donde se revela un
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dominio técnico y artistico notable. De igual forma, en la arquitectura islamica de Persia,
Turquia y Asia Central, se desarrollaron patrones geométricos modulados a partir de reglas
de simetria rotacional, reflexion y traslacion, cuya elaboracion responde no solo a principios
decorativos, sino también a concepciones metafisicas del orden y la unidad (Bonner, 2017).

Estas practicas muestran que, alin en ausencia de una teoria explicita de los grupos de
simetria o de los espacios métricos, las civilizaciones desarrollaron modos altamente
sofisticados de comprender y representar el orden geométrico. Por ello, el recorrido historico
de los teselados constituye un testimonio profundo de la convergencia entre estética,
estructura, simetria y racionalidad, se puede anticipar problematicas que hoy son objeto de
estudio en la matematica, la fisica del estado sélido y la teoria del disefio.

2.2 Civilizaciones antiguas: la intuicion del orden

Las primeras manifestaciones de teselaciones o recubrimientos del plano emergen en
las civilizaciones antiguas como el Antiguo Egipto, Mesopotamia y el mundo greco-romano,
donde la simetria y la repeticion de formas basicas expresaban tanto una necesidad funcional
como una busqueda de belleza. Los registros arqueologicos muestran que ya en el tercer
milenio a.C., las culturas mesopotamicas utilizaban patrones geométricos para decorar
templos, palacios y ceramicas, basados en arreglos de tridngulos, rombos y estrellas (O'Kane,
2016). En el Antiguo Egipto, el uso de teselados en paredes, suelos y papiros revela un alto
grado de planificacion geométrica, con especial atencion a las formas regulares y la simetria
axial (Smith, 1958).

Durante el periodo clasico greco-romano, el arte del mosaico alcanzé un desarrollo
técnico y estético sin precedentes. En particular, el opus tessellatum romano se caracterizo
por el uso de teselas cuadradas o poligonales dispuestas en patrones repetitivos que
combinaban simetria rotacional, traslacional y reflexiva. Los frisos decorativos que adornaban
templos y edificios publicos, con disefios geométricos modulados a lo largo de una dimension,
anticipaban lo que mas tarde seria formalizado como los grupos de frisos o grupos de simetria
unidimensionales, mientras que las composiciones de mosaico en pavimentos se relacionan
con los grupos de papel tapiz (Schattschneider, 1978; Griinbaum & Shephard, 1987).

En el contexto griego, la escuela pitagérica ya concebia una relacion estrecha entre la
geometria, el orden cosmico y los principios de armonia matematica. Este ideal se veria
plasmados siglos después en los Elementos de Euclides, obra fundamental donde se abordaron
por primera vez los criterios para la teselacion regular del plano mediante poligonos convexos.
En el Libro I y especialmente en el Libro XIII, Euclides demuestra que solo tres poligonos
regulares —el tridngulo equilatero, el cuadrado y el hexagono regular— pueden recubrir el
plano sin solapamientos ni huecos, dando origen a las llamadas teselaciones regulares
(Euclides, ca. 300 a.C./1956).

Estas construcciones tempranas revelan no so6lo una intuicion geométrica profunda,
sino también una anticipacion empirica de estructuras formales que serian sistematizadas
siglos mas tarde mediante la teoria de grupos y la geometria del plano. Asi, la teselacion en
las civilizaciones antiguas puede ser vista como una manifestacion temprana del pensamiento
estructural, donde convergen el arte, la matematica, la filosofia y la ciencia.
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2.3 El esplendor islamico: el arte como algebra visual

Uno de los hitos fundamentales en la evolucion historica de los teselados fue su
esplendoroso desarrollo en el arte islamico medieval, particularmente entre los siglos VIII y
XV, en regiones como Persia, Al-Andalus, el Magreb y Asia Central. La prohibiciéon de
representar figuras humanas en el arte religioso, basada en principios teoldgicos del islam,
favoreci6é una busqueda intensa de formas abstractas, lo cual condujo al florecimiento de una
rica tradicion de patrones geométricos ornamentales. Esta practica artistica, profundamente
arraigada en la espiritualidad islamica, transform¢ la geometria en un vehiculo de expresion
simbdlica, estética y metafisica.

Los artesanos musulmanes, sin el respaldo explicito de la teoria de grupos ni de una
notacion algebraica formal, disefiaron complejos sistemas de recubrimiento del plano con alto
grado de simetria. Utilizaron rotaciones de orden cinco, ocho y diez, transformaciones de
reflexion y traslacién, y composiciones que respetaban reglas estrictas de repeticion y
equilibrio visual. Bonner (2017) describe estos disefios como una forma de “algebra visual”,
donde la intuicion constructiva guiaba la creacion de estructuras que, siglos después, serian
objeto de estudio formal en matematicas avanzadas.

Uno de los casos mas estudiados es el conjunto de teselados encontrados en la
Alhambra de Granada, donde se han identificado ejemplos de los 17 grupos de simetria del
plano, lo que demuestra una comprension empirica de las transformaciones isométricas (Abas
& Salman, 1995). Ademas, investigaciones recientes como las de Lu y Steinhardt (2007) han
demostrado que algunos patrones decorativos de los muros del santuario Darb-i-Imam en
Isfahan (Iran, siglo XV) presentan formas geométricas generadas mediante subdivision
girada, una técnica que anticipa las reglas de apareamiento de los teselados de Penrose. Estos
hallazgos revelan que los artistas islamicos alcanzaron configuraciones geométricas
equivalentes a patrones aperiodicos cinco siglos antes de su formulacién matematica.

Este logro, alcanzado mediante métodos constructivos, manipulacion de plantillas y
herramientas geométricas rudimentarias, da cuenta de una sofisticacién matematica notable,
sostenida por practicas artesanales sistematicas y una cosmovision profundamente ligada al
orden, la simetria y la infinitud, pilares fundamentales de la estética islamica.

2.4 Renacimiento y sistematizacion moderna

Durante el Renacimiento europeo, el dialogo entre arte, ciencia y matematica alcanzo
una de sus cuspides intelectuales, impulsado por figuras fundamentales como Leonardo da
Vinci y Albrecht Diirer. Este periodo marcé un renacer del pensamiento geométrico, con un
enfoque renovado hacia la proporcion, la perspectiva y la simetria. Albrecht Diirer, destacado
grabador, pintor y matematico aleman, desempefi6 un papel crucial en la difusion de ideas
geométricas a través de su obra Underweysung der Messung (1525), una guia de geometria
practica que abordaba, entre otros temas, el disefio de mosaicos regulares, las construcciones
con compas y regla, y el uso de transformaciones en patrones decorativos (Field, 2005; Diirer,
1525/1977).

Diirer incorpor6 conocimientos provenientes del mundo clasico, del arte isldmico y
de la geometria euclidiana, se puede sentar las bases para una comprension racional del disefio
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ornamental. Sus estudios anticiparon, de manera notable, los principios que mas tarde serian
formalizados en la teoria de simetria. Leonardo da Vinci, por su parte, explord patrones
geométricos en sus codices y dibujos, especialmente en relacion con la seccion aurea, la
arquitectura y los desarrollos proporcionales de figuras planas, aunque sin la sistematizacion
que alcanzaria Diirer (Pedoe, 1988).

Sin embargo, la formalizacién matematica rigurosa de los teselados no se consolido
hasta el siglo XIX, con el surgimiento de la teoria de grupos como marco algebraico para
describir las simetrias. Los aportes fundacionales de Evariste Galois sobre la estructura de los
grupos finitos abrieron un campo que seria posteriormente aplicado a la geometria del plano.
En el contexto de la cristalografia, matematicos como Auguste Bravais, Evgraf Fedorov,
Arthur Moritz Schonflies y otros desarrollaron la clasificacion exhaustiva de los 17 grupos de
simetria del plano (también llamados wallpaper groups), los cuales describen todas las
posibles formas en que un patrén puede repetirse periodicamente en dos dimensiones sin dejar
espacios ni superposiciones (Conway, Burgiel & Goodman-Strauss, 2008; Wells, 1991).

Esta clasificacion no solo se convirtié en un pilar de la geometria euclidiana, sino que
ademas tuvo profundas repercusiones en la fisica del estado so6lido, al proporcionar el lenguaje
formal para la descripcion de estructuras cristalinas y sus propiedades de simetria. Asi, la
articulacion entre arte, geometria y algebra, que habia germinado en el Renacimiento,
encontrd su sistematizacion definitiva en la confluencia de la matematica pura y las ciencias
fisicas.

2.5 Siglo XX: de la légica a la cuasiperiodicidad

El siglo XX trajo consigo una profunda transformacion en la comprension de los
patrones geométricos y su relacion con la logica formal, la computacion y la fisica de
materiales. La nocion clasica de periodicidad —base de la geometria euclidiana y la
cristalografia— fue progresivamente desafiada por desarrollos teodricos que revelaron la
posibilidad de orden sin repeticion periddica.

En 1961, el légico y matematico Hao Wang formul6é un problema fundamental en
teoria de mosaicos al proponer un conjunto de fichas cuadradas con marcas en sus bordes,
cuya colocacion debia regirse por reglas de apareamiento local. Su objetivo era investigar si
un algoritmo podia decidir la teselabilidad del plano con un conjunto dado de tales fichas
(Wang, 1961). Sin embargo, en 1966, su estudiante Robert Berger demostrd que existia un
conjunto finito de fichas de Wang que forzaban una cobertura del plano aperiodica, lo que
implicaba que el problema general de teselabilidad era indecidible, y se permite establecer asi
una sorprendente conexion entre geometria, l6gica matematica y teoria de la computabilidad
(Berger, 1966; Griinbaum & Shephard, 1987).

Este resultado introdujo el concepto de forzamiento de la aperiocidad mediante
restricciones locales, donde se puede abrir el camino a nuevas concepciones del orden
espacial. Inspirado por esta linea de pensamiento y por consideraciones estéticas, el fisico y
matematico Roger Penrose desarrolld durante la década de 1970 tres tipos de teselados
aperiodicos conocidos como P1 (cometas y dardos), P2 (rombos de 36°y 72°) y P3 (kites and
darts en configuracion kite-kite-dart), cuyas reglas de apareamiento impiden la repeticion
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traslacional, pero generan patrones globalmente ordenados con simetria rotacional de orden
cinco y propiedades cuasiperiodicas (Penrose, 1974; Penrose, 1979).

Aunque originalmente concebidos como construcciones matematicas con una belleza
geométrica intrinseca, los teselados de Penrose adquirieron posteriormente un valor fisico
inesperado cuando se descubrio que modelaban con gran fidelidad la estructura atomica de
ciertos materiales que exhibian orden sin periodicidad. Estos patrones fueron clave en la
interpretacién matematica de los cuasicristales descubiertos por Dan Shechtman en 1982, se
consolida asi el vinculo entre teoria geométrica, 16gica computacional y ciencia de materiales
(Senechal, 1995).

2.6 El vinculo con la fisica: cuasicristales y Premio Nobel

Uno de los episodios mas significativos en la conexion entre la matematica de los
teselados y la fisica del estado sélido ocurrié en 1982, cuando el cientifico israeli Dan
Shechtman observd experimentalmente una fase atdmica metalica con simetria icosaédrica
pero sin periodicidad traslacional en una aleacion de aluminio y manganeso. Este
descubrimiento desafié radicalmente el paradigma cristalografico imperante, segun el cual
toda estructura ordenada debia ser periddica. En sus propias palabras, Shechtman fue objeto
de escepticismo e incluso burlas dentro de su comunidad, ildado de “decir tonterias™ por
afirmar la existencia de un "cristal no peridédico" (Shechtman, 2013).

No obstante, tras analisis estructurales y difractométricos rigurosos, sus hallazgos
fueron validados y publicados en la revista Physical Review Letters (Shechtman et al., 1984),
lo que dio origen al concepto de cuasicristal. Estas estructuras exhiben orden a largo alcance
y difraccion puntual, pero sin simetria traslacional, lo que las distingue radicalmente de los
cristales convencionales. Sorprendentemente, los patrones geométricos que mejor modelan
estos arreglos atomicos son los teselados no periddicos de Penrose, introducidos una década
antes en el ambito de la matematica pura (Levine & Steinhardt, 1984).

Este hallazgo no solo valido una abstraccion matematica en un contexto fisico real,
sino que también establecio un puente epistemologico entre geometria, simetria y estructura
material. En reconocimiento a su descubrimiento, Dan Shechtman recibio el Premio Nobel
de Quimica en 2011, se destaca explicitamente la relacion entre el orden cuasiperiodico
observado y las matematicas de Penrose (The Nobel Foundation, 2011).

El caso de los cuasicristales ilustra con fuerza como una idea matematica abstracta
puede anticipar fenémenos naturales y transformar areas enteras del conocimiento cientifico.
Asi, se cierra un circulo fascinante entre el arte ornamental medieval, la teoria matematica de
los teselados y la fisica moderna de los materiales.

3. ABORDAJE METODOLOGICO
3.1. Enfoque y naturaleza de la investigacion

El estudio se desarrolla bajo un enfoque cualitativo de cardcter interpretativo,
orientado a comprender como los estudiantes construyen y resignifican el concepto de
teselacion en su transicion de lo periddico a lo cuasiperiodico. Este andlisis se sustenta en el
Enfoque Ontosemiotico del conocimiento y la instruccidon matematica, el cual reconoce el
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conocimiento matematico como una red de practicas, significados y representaciones que
emergen en contextos sociales, institucionales y cognitivos.

3.2. Diseiio metodolégico

Se aplico un estudio de caso didactico con estudiantes de la Licenciatura en la Ensefianza
de la Matematica y la Fisica. Para ello se disend una progresion de tareas geométricas
organizadas en tres bloques:

Teselados periddicos: construccion y andlisis de patrones regulares, primero de
manera manipulativa con piezas de foamy y luego en entornos digitales (GeoGebra).
Teselados aperiddicos: introduccion a fichas tipo Wang y elaboraciones manuales con
foamy que permiten comprender la ruptura de la periodicidad.

Teselados de Penrose: construccion de patrones con cometas y dardos elaborados en
foamy, donde se sigue reglas de apareamiento, donde se explora propiedades de la
proporcion aurea y la simetria no convencional.

El disefio de estas tareas se inscribe en configuraciones didacticas reflexivas, orientadas
a la interaccion entre accion, representacion, argumentacion y validacion matematica.

3.3 Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

La informacion se recopilé mediante:

Observacion participante del docente-investigador durante las sesiones.

Registros fotograficos de las producciones elaboradas en foamy y en GeoGebra.
Notas de campo enfocadas en identificar conflictos semidticos y reorganizaciones
conceptuales.

Producciones escritas y verbales de los estudiantes, obtenidas en discusiones y
argumentaciones colectivas.

3.4. Categorias de analisis

El analisis se estructurd en las dimensiones del EOS:

Epistémica: atributos de los objetos matematicos “teselado periddico”, “teselado
aperiodico” y “teselado cuasiperiodico de Penrose”.

Semidtica: procesos de tratamiento y conversion entre registros (manipulativo con
foamy, visual-digital, verbal y algebraico).

Cognitiva: reorganizaciones conceptuales frente a la introduccion de simetrias no
convencionales y cuasiperiodicidad.

Institucional: articulacion de significados personales construidos en la experiencia
con los institucionales del curriculo.

Afectiva y kinestésica: valoracion del impacto motivacional y del trabajo manual con
foamy como recurso didactico.
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3.5. Procedimiento

[u—

Exploracion inicial con teselados periodicos (foamy + GeoGebra).

2. Introduccién al reto: actividades con teselados aperiddicos que generaron conflictos
semioticos y nuevas reflexiones.

3. Profundizacion conceptual: andlisis y construccion de Penrose con foamy,
enfocandose en reglas de apareamiento y proporcion aurea.

4. Reflexion colectiva: discusion sobre las implicaciones matematicas, fisicas

(cuasicristales) y educativas de los patrones no periodicos.

3.6. Estrategia de validacion

Se aplico triangulacion interna de datos, donde se contrasta observaciones, registros
graficos y discursos de los estudiantes. Esta estrategia permitié garantizar consistencia
interpretativa y coherencia con los fundamentos del EOS.

Sintesis metodoldogica

En sintesis, la investigacion:

e Es cualitativa e interpretativa, enfocada en la experiencia didactica.

e Se basa en un disefio progresivo de tareas que avanza de lo periddico a lo
cuasiperiodico.

e Utiliza foamy y recursos digitales como soportes para la construccion de significados.

e Aplica categorias de analisis propias del EOS, donde se permite atender lo epistémico,
semiotico, cognitivo e institucional.

e Integra una validacion mediante triangulacion, se asegura rigor interpretativo.

4. RESULTADOS
4.1 Teselados periodicos: fundamentos y simetria

Los teselados periodicos son configuraciones geométricas que recubren
completamente el plano euclidiano mediante la repeticion exacta de una o varias figuras
basicas denominadas prototiles, sin solapamientos ni huecos, siguiendo una estructura de
periodicidad traslacional en dos direcciones linealmente independientes. Matematicamente,
se definen como subconjuntos del plano invariantes bajo un grupo discreto de traslaciones, es
decir, existe un patron que puede ser desplazado en multiples direcciones del plano para
cubrirlo sin alterar la disposicion relativa de sus componentes (Conway, Burgiel, & Goodman-
Strauss, 2008; Griinbaum & Shephard, 1987).

La clasificacion de estos teselados se fundamenta en la teoria de grupos de simetria
del plano, en particular, en los 17 grupos de simetria bidimensionales, también conocidos
como grupos de simetria del plano euclidiano E? o grupos de papel tapiz (wallpaper groups),
los cuales engloban todas las combinaciones posibles de las isometrias del plano (traslacion,
rotacion, reflexion y deslizamiento) que permiten construir recubrimientos periédicos. Cada
uno de estos grupos representa una clase de simetria distinta, identificada mediante notacion
de Hermann-Mauguin o notacion orbifold (Conway et al., 2008).
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Ademas de los grupos de mosaico, existen los grupos de frisos, que comprenden las
siete formas posibles de generar patrones unidimensionales repetitivos. Ambos conjuntos de
grupos revelan la estructura algebraica subyacente en los teselados periodicos, donde se
permite vincular la geometria con el algebra abstracta y la topologia.

Desde la perspectiva de la fisica matematica, los teselados periddicos reflejan las
simetrias espaciales de los cristales ideales, cuyas redes atomicas exhiben una organizacion
periddica en el espacio. Estas simetrias estdn directamente relacionadas con las leyes de
conservacion, en particular con los teoremas de Noether, que establecen que a cada simetria
continua del sistema fisico corresponde una cantidad conservada (Brading & Castellani,
2003). En el caso de los sistemas cristalinos, la periodicidad se traduce en conservacion del
momento cristalino y regularidad en los espectros de difraccion.

En la ensefianza de la geometria, los teselados periddicos permiten abordar con
profundidad conceptos clave como invarianza, congruencia, simetria y estructura algebraica,
donde se ofrece a los estudiantes un campo fértil para la visualizacion matematica, el
razonamiento deductivo y la conexidon con fendmenos fisicos reales, como la organizacion
estructural de materiales sélidos.

Figura 1. Actividad manual de construccion de teselados con prototiles de cartulina

Nota. En esta imagen se documenta una experiencia didactica en la que un estudiante
manipula prototiles triangulares de papel para construir un patrén de teselado periddico sobre
una superficie plana. La actividad forma parte del proceso de exploracion empirica y visual
de simetrias y recubrimientos del plano, desarrollada en el marco del Enfoque Ontosemiético
del conocimiento matematico. Fuente: Fotografia propia tomada durante sesion practica del
curso de Geometria (2025).

En el marco de la ensefianza de los teselados, se implementd una actividad practica en
la que los estudiantes disefiaron y construyeron patrones periddicos donde se utiliza
prototiles recortados en cartulina de colores (figura 1). Esta propuesta se inscribe
dentro de una estrategia didactica reflexiva, orientada desde el Enfoque
Ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematica, el cual reconoce la
centralidad de los sistemas de practicas y representaciones semiodticas en la
configuracion de objetos matematicos (Godino, Batanero y Font, 2007).
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La actividad fue disefiada y aplicada por Ruiz Castillo, quien ha investigado
previamente el impacto del EOS en la ensefianza de conceptos matematicos complejos y su
articulacion con herramientas manipulativas, digitales y semidticas (Ruiz Castillo, 2022). En
esta linea, se propuso una experiencia que integrara tanto la dimension epistémica como la
cognitiva y afectiva del aprendizaje matematico. La figura 1 muestra a un estudiante, haciendo
manipulacién fisicamente fichas triangulares para componer un patréon teselado que cubre el
plano sin superposiciones ni espacios vacios. El uso de herramientas geométricas como la
escuadra, asi como la organizacion visual de los poligonos, evidencia una actividad de
validacion empirica de la simetria y la regularidad. Esta experiencia posibilito el transito entre
representaciones concretas (materiales), visuales (estructuras emergentes) y conceptuales
(nociodn de periodicidad y simetria isométrica).

Desde la dimension epistémica, la actividad propicid una reconstruccion funcional
del objeto “teselado periddico”, desglosado en atributos como la cobertura total, la regularidad
espacial y la generacion por traslacion. Cognitivamente, se identificaron avances en la
articulacion de propiedades geométricas con lenguaje técnico, lo cual facilitdé procesos de
institucionalizacién progresiva. Semioticamente, se observaron procesos de tratamiento
(reorganizacion dentro del mismo registro visual) y conversion (paso al registro verbal y
simbolico), lo cual concuerda con lo sefialado por Duval (2006) sobre la importancia de operar
entre registros para consolidar la comprension conceptual. Estas actividades con materiales
manipulativos, ademas de estimular el pensamiento espacial y el razonamiento geométrico,
permitieron integrar dimensiones afectivas y kinestésicas en la experiencia matematica, y asi
favorecer un aprendizaje activo, situado y significativo.

Figura 2. Teselado periddico generado en software de geometria dinamica

Nota. Ejemplo de patrén periddico generado digitalmente en un entorno de geometria
dinamica. El disefio presenta una simetria traslacional vertical basada en un modulo repetitivo,
y evidencia el uso de transformaciones isométricas bdsicas. Actividad realizada con
estudiantes de la Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica y la Fisica. Fuente:
Elaboracion propia con GeoGebra (2025).

En el marco de la ensenanza de los teselados, se implement6 una actividad practica
en la que los estudiantes diseflaron y construyeron patrones periddicos donde se utiliza
prototiles recortados en cartulina de colores (véase figura 1). Esta propuesta se inscribe dentro
de una estrategia didactica reflexiva, orientada desde el Enfoque Ontosemiotico del
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conocimiento y la instruccion matematica, el cual reconoce la centralidad de los sistemas de
practicas y representaciones semioticas en la configuracion de objetos matematicos (Godino,
Batanero & Font, 2007; Ruiz Castillo, 2025).

La figura 2 muestra a un estudiante donde manipula fisicamente fichas triangulares
para componer un patréon teselado que cubre el plano sin superposiciones ni espacios vacios.
El uso de herramientas geométricas como la escuadra, asi como la organizacion visual de los
poligonos, evidencia una actividad de validacion empirica de la simetria y la regularidad. Esta
experiencia posibilitdo el transito entre representaciones concretas (materiales), visuales
(estructuras emergentes) y conceptuales (nocion de periodicidad y simetria isométrica).

Desde la dimension epistémica, la actividad propicid una reconstruccion funcional
del objeto “teselado periddico”, desglosado en atributos como la cobertura total, la regularidad
espacial y la generacioén por traslacion. Cognitivamente, se identificaron avances en la
articulacion de propiedades geométricas con lenguaje técnico, lo cual facilitdé procesos de
institucionalizacion progresiva. Semiodticamente, se observaron procesos de tratamiento
(reorganizacion dentro del mismo registro visual) y conversion (paso al registro verbal y
simbdlico), lo cual concuerda con lo sefialado por Duval (2006) sobre la importancia de operar
entre registros para consolidar la comprension conceptual. Tal como se ha documentado en
experiencias anteriores (Ruiz Castillo, 2025b), estas actividades con materiales
manipulativos, ademas de estimular el pensamiento espacial y el razonamiento geométrico,
permitieron integrar dimensiones afectivas y kinestésicas en la experiencia matematica, donde
se favorece un aprendizaje activo, situado y significativo.

Figura 3. Construccion radial simétrica con GeoGebra: ejemplo de estructura cuasiperiddica
= GeoGebra Suite Calculadora @ Geomeia ~

e

Circunferencias

¢ 0@

Poligonos

Transformacion

Imagen Texto

Nota. Representacion elaborada en GeoGebra con base en transformaciones de rotacion y
simetria radial, en la que se evidencia una disposicion ordenada de tridngulos y poligonos
sobre una malla circular. Esta construccion fue realizada como parte de una actividad
didactica orientada a explorar propiedades de cuasiperiodicidad y simetria no convencional
en patrones tipo Penrose.

Fuente: Elaboracion propia con GeoGebra (2025).
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En el marco de un laboratorio didactico orientado por el Enfoque Ontosemiotico del
conocimiento y la instruccion matematica, se desarrolld una experiencia de exploracion
estructural mediante la herramienta GeoGebra. En la figura 3 se observa una configuracion
circular construida con poligonos, radios y cuerdas simétricamente organizadas, donde
emergen patrones concéntricos que permiten identificar simetrias radiales de orden elevado.

Esta representacion fue disefiada por estudiantes de la Licenciatura en la Ensefianza
de la Matematica y la Fisica como parte de una actividad de modelizacion geométrica, cuyo
proposito fue reconocer la interaccion entre rotaciones, simetria central y axial, y su
implicacion en la generacion de patrones armoénicos. La figura 3 evidencia una disposicion
dodecagonal (aparente) y subdivisiones que posibilitan interpretaciones desde la geometria
euclidiana y la teoria de grupos.

Desde la dimension epistémica, el objeto matematico “estructura con simetria
rotacional” se desglosa en atributos como: invariancia bajo rotaciones, repeticion angular y
continuidad radial. Cognitivamente, se promovidé el transito entre el registro visual
(GeoGebra), el registro simbolico (nomenclatura angular y notacion algebraica de simetrias)
y el registro discursivo (justificaciones geométricas en lenguaje natural), en concordancia con
la teoria de registros de representacion de Duval (2006). Semidticamente, la actividad
permitié procesos de tratamiento (reorganizacion del registro geométrico para identificar
subestructuras simétricas) y conversion (vinculacion de elementos visuales con propiedades
algebraicas y narrativas). Esta experiencia favorecio la interiorizacion de la nocion de simetria
no solo como propiedad estatica, sino como resultado de una accion transformadora sobre el
plano, donde se dota de sentido los conceptos de rotacién, congruencia y equivalencia
geométrica, como ha sido argumentado en investigaciones previas sobre el uso del EOS en
contextos de ensefianza universitaria (Ruiz Castillo, 2025).

4.3 Teselados Aperiodicos: Ruptura del Orden Repetitivo

A diferencia de los teselados periodicos, los teselados aperiodicos son patrones que
cubren completamente el plano sin dejar espacios ni superposiciones, pero que carecen de
simetria traslacional. Esto significa que, aunque presentan una estructura globalmente
ordenada, no existe un patrén finito que pueda repetirse por traslacion para generar toda la
teselacion. Esta ruptura de la periodicidad representa un cambio paradigmatico tanto en
geometria como en fisica, ya que permite la existencia de orden sin repeticion, una
caracteristica fundamental en los cuasicristales.

Uno de los desarrollos mas significativos en la teoria de los teselados aperiodicos fue
la introduccion de los conjuntos de Wang, propuestos por Hao Wang en 1961. Estos consisten
en fichas cuadradas con marcas de colores o simbolos en los bordes, cuya colocacion debe
obedecer reglas de coincidencia entre bordes adyacentes. Sorprendentemente, Robert Berger
(1966) demostrd que existe un conjunto finito de fichas de Wang que puede teselar el plano,
pero unicamente de forma no periddica, para poder establecer asi la existencia de un conjunto
de prototiles aperiddicos (Berger, 1966). Este descubrimiento también mostrd una conexion
profunda entre la geometria y la teoria de la computabilidad, ya que probd que el problema
de decidir si un conjunto arbitrario de fichas de Wang puede teselar el plano es indecidible.
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Desde el punto de vista fisico, los teselados aperiddicos proporcionan modelos
adecuados para describir sistemas desordenados con orden local, en los que las simetrias
globales estan rotas, pero persisten regularidades estructurales. Este tipo de orden es
caracteristico en los cuasicristales, materiales descubiertos experimentalmente por Shechtman
et al. (1984), que presentan patrones de difraccion con simetrias no compatibles con la
periodicidad (como simetrias pentagonales), lo que demuestra que pueden tener orden a largo
alcance sin ser periodicos.

Los teselados aperiddicos, por tanto, abren un campo intermedio entre el caos y la
regularidad, dando lugar a formalizar modelos que desafian la dicotomia clasica entre lo
ordenado y lo aleatorio. Ademas, en el ambito educativo, estos patrones estimulan el
pensamiento logico, la percepcion geométrica avanzada y la comprension de estructuras no
convencionales, donde es una excelente antesala conceptual para la introducciéon de los
teselados de Penrose, cuya cuasiperiodicidad representa el caso mas elegante y conocido de
teselacion aperiodica con simetria rotacional de orden cinco.

Figura 4. Construccion geométrica de un patrén tipo Penrose con prototiles empiricos

Nota. Representacion manipulativa de un patrén cuasiperiodico con teselado de Penrose,
donde usa piezas tipo cometa y dardo, con marcas de coincidencia (reglas de apareamiento).
Esta figura fue elaborada manualmente por estudiantes en el marco de una actividad didactica
en la Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica y la Fisica. Fuente: Elaboracion propia
(2025).

La figura 4 presenta una actividad didactica desarrollada en el marco de un laboratorio
experimental de geometria, en la cual los estudiantes construyen teselados no regulares a partir
de figuras recortadas en cartulina de colores. En este caso particular, se observa un patron
estrellado generado mediante la yuxtaposicion de pentdgonos isdsceles que, al ensamblarse,
configuran una estrella verde de cinco puntas. Esta construccién se continia mediante la
adicion de figuras rosadas que completan el espacio sin superposiciones ni huecos evidentes,
lo cual sugiere un principio de recubrimiento parcial orientado hacia estructuras aperiodicas
o0 casi periddicas.
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La manipulacion fisica de los elementos geométricos permite al estudiante validar
empiricamente las propiedades angulares necesarias para el acoplamiento perfecto, asi como
explorar la continuidad espacial del patron. El uso de puntos de referencia marcados en los
vértices facilita una comparacion visual y sistematica de angulos, aristas y simetrias
involucradas.

Desde una perspectiva epistémica, se evidencia la construccion funcional del objeto
matematico “teselado estrellado por pentagonos isosceles”, que puede descomponerse en
propiedades como: (a) simetria rotacional local de orden cinco, (b) congruencia de lados para
la continuidad del patrén y (c) posibilidad de extension radial sin pérdida de regularidad local.
Cognitivamente, esta experiencia permite el transito entre los registros concretos y visuales,
donde se permite promover el desarrollo del pensamiento geométrico y la anticipacion de
configuraciones espaciales. Semidticamente, se producen procesos de tratamiento al
reorganizar las piezas dentro del mismo registro visual, asi como conversiones hacia registros
verbales y simbolicos, mediante la argumentacion de propiedades y la identificacion de
invariantes.

Esta propuesta, articulada desde el Enfoque Ontosemiotico del conocimiento
matematico, ha sido utilizada como estrategia de mediacion entre la intuicion espacial y la
formalizacidon conceptual (Ruiz Castillo, 2025¢), donde genera oportunidades para que los
estudiantes desarrollen estructuras de pensamiento geométrico a partir de la accion, la
observacion y la sistematizacion de patrones constructivos.

4.2 Teselados de Penrose: Geometria y Fisica Cuasiperiédica

Los teselados de Penrose constituyen uno de los ejemplos mas paradigmaticos y
elegantes de estructuras aperiddicas con orden geométrico no trivial. Introducidos por Roger
Penrose en la década de 1970, estos patrones desafiaron la nocién cléasica de periodicidad
como condicion necesaria para la regularidad estructural. Sus configuraciones permiten cubrir
el plano completamente, sin solapamientos ni huecos, pero sin admitir ninguna traslacion que
preserve la estructura global. A pesar de esta restriccion, exhiben una forma de orden
cuasiperiodico, caracterizada por la aparicion recurrente de motivos finitos en disposiciones
no repetitivas, pero con simetrias de largo alcance.

Penrose propuso diferentes versiones de sus teselados, conocidos comunmente como P1, P2
y P3. En el caso del modelo P1, se utilizan cometas (kites) y dardos (darts) con reglas
especificas de apareamiento que restringen su colocacion, de forma que se evita la
periodicidad. En la version P2, se emplean dos tipos de rombos (angosto y ancho) cuyas
diagonales estan en proporciones aureas, y en P3 se utilizan poligonos con segmentos curvos
que permiten una mayor continuidad visual. En todos los casos, las reglas de coincidencia
(matching rules) impiden una colocacion arbitraria de las piezas, donde se forza una estructura
cuasiperiodica global a partir de restricciones locales.
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Figura 5. Pentagono donde se puede observar patrones del P2

Nota. La figura 5 muestra una construccion geométrica realizada en GeoGebra, basada en
poligonos regulares y subdivisiones angulares caracteristicas de los teselados de Penrose. En
la imagen se representan triangulos y pentagonos unidos mediante angulos de 36°, 72°, 108°
y 144°, los cuales son fundamentales en la simetria no periddica que caracteriza a dichos
teselados. Este disefio constituye un punto de partida para analizar la estructura matematica
subyacente en los mosaicos aperiddicos y su potencial aplicacion en contextos educativos y
de investigacion en fisica matematica.

Figura 6. Soles y cometas P2

Nota: La figura 6 presenta dos construcciones geométricas elaboradas con materiales
didacticos en foamy, unidas mediante broches metalicos que permiten la movilidad de sus
partes. La primera figura, en color rosa, corresponde a un decagono regular formado por la
disposicion de diez tridngulos isosceles congruentes. La segunda figura, en color amarillo,
representa una estrella pentagonal o pentagrama, construida igualmente a partir de triangulos
isosceles que se articulan en un vértice comun.

Estas construcciones permiten visualizar propiedades geométricas relacionadas con
la simetria radial y la division angular del circulo en fracciones de 36° y 72°, las cuales son
fundamentales en el estudio de poligonos regulares, estrellas pitagéricas y en los teselados no
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perioddicos como los de Penrose. Asimismo, constituyen un recurso didactico util para la
ensefianza de la geometria en contextos escolares, pues favorecen la manipulacion, la
exploracion de invariantes y la comprension de conceptos de angulos, congruencia y simetria.

Figura 6. Media cometa

Figura: Generacion 0 o Axioma en la primera figura y generacion 1 en la segunda

Figura: Generacion 2 en la primera figura y generacion 3 en la segunda

Nota. La secuencia de imagenes ilustra el proceso de construccion iterativa de la figura de
media cometa, utilizada en los teselados de Penrose. En la primera figura (arriba a la
izquierda) se observa la generacion 0 o axioma, representada por un triangulo isésceles de
color rojo. En la segunda (arriba a la derecha) aparece la generacion 1, en la que se introduce
un tridngulo amarillo mas pequeiio, donde se mantiene la proporcion durea caracteristica de
este tipo de subdivisiones.

En la parte inferior, la tercera figura (abajo a la izquierda) muestra la generacion 2,
donde la figura inicial comienza a descomponerse en configuraciones mas complejas, donde
se incorpora varios triangulos amarillos que generan nuevas relaciones angulares. Finalmente,
en la cuarta imagen (abajo a la derecha) se observa la generacion 3, en la que la composicion
adquiere mayor riqueza estructural y simétrica, acercandose al patron aperiodico de los
teselados de Penrose. Este proceso evidencia como, a partir de un axioma simple, la aplicacion
de reglas de sustitucion geométrica permite construir configuraciones crecientemente
complejas, vinculadas al estudio de los sistemas dinamicos, la geometria no periddica y la
proporcion aurea. Ademads, constituye un recurso didactico para la ensefanza de la
recursividad y la autosimilitud, conceptos esenciales tanto en matematicas puras como en
fisica matematica.

@. BY _NC__ND CUADERNOS DE INVESTIGACION Y FORMACION EN EDUCACION MATEMATICA - Vol: 19 - N°.1-151-178 - 2026 - ISSN: 22-15-5627



Juan Carlos Ruiz Castillo

Figura 7. Media flecha

Figura: Generacion 0 o Axioma en la primera figura y generacion 1 en la segunda

Figura: Generacion 2 en la primera figura y generacion 3 en la segunda

Nota. Las imagenes presentan el proceso de construccion por generaciones de la figura dardo
utilizada en los teselados de Penrose. En la primera parte (arriba), se observa el axioma o
generacion 0 (triangulo amarillo isosceles) y la generacion 1, en la cual se afiade un tridngulo
rojo que respeta las proporciones establecidas por la razén aurea.

En la segunda parte (abajo), la figura de la izquierda muestra la generacion 2, donde
la descomposicion comienza a evidenciar un patron repetitivo con tridngulos amarillos y rojos
en disposicion alterna. La figura de la derecha corresponde a la generacion 3, donde se
conforma un entramado mas complejo y armoénico, que empieza a reflejar la estructura
aperiodica propia de los teselados de Penrose. Este procedimiento ilustra como, a través de
reglas de sustitucion recursivas, es posible pasar de un axioma elemental a configuraciones
de creciente complejidad que mantienen invariantes geométricos. La secuencia no solo revela
la autosimilitud fractal del patrén, sino también la importancia de la proporcion aurea y de la
descomposicion angular en multiplos de 36° y 72°. Ademads, constituye un recurso didactico
valioso para la ensefianza de geometria, recursividad y simetria no periddica, con aplicaciones
tanto en matematicas como en fisica matematica y teoria de sistemas dinamicos.

CUADERNOS DE INVESTIGACION Y FORMACION EN EDUCACION MATEMATICA - Vol: 19 - N°.1.151-178 - 2026 - ISSN: 22-15-5627 @' BY _NC__ND



DE LA PERIODICIDAD AL ORDEN NO REPETITIVO: UN ANAISIS FISICO-MATEMALICO

Figura 8. Estrellas

Figura: Generacion 0 o Axioma en la primera figura y generacion 1 en la segunda

Figura: Generacion 2 en la primera figura y generacion 3 en la segunda

Nota. La secuencia de imagenes representa el proceso de construccion iterativa de la estrella
pentagonal como parte de los teselados de Penrose. En la primera parte (arriba), la figura de
la izquierda corresponde a la generacion 0 o axioma, donde se observa una estrella amarilla
de cinco puntas construida a partir de tridngulos isosceles congruentes. A la derecha aparece
la generacion 1, en la cual se introduce un decagono regular de color rosa en el interior de la
estrella, donde se mantiene la simetria pentagonal y asi poder evidenciar la relacion con la
proporcion durea.

En la segunda parte (abajo), la figura de la izquierda muestra la generacion 2, en la
que la estructura se amplia con nuevas subdivisiones en colores amarillo y rosa, donde se
forma un entramado estelar mas complejo. La figura de la derecha corresponde a la generacion
3, donde el patrén alcanza un mayor nivel de complejidad y armonia, donde se destaca la
aparicion de estructuras concéntricas que refuerzan la simetria radial de orden cinco. Este
proceso evidencia la recursividad geométrica y la autosimilitud propias de los teselados
aperiodicos. A partir de un axioma simple (estrella inicial), se generan configuraciones cada
vez mas elaboradas que reflejan la riqueza matematica de la geometria no periédica. Ademas,
estas construcciones constituyen un recurso didactico valioso para la ensefianza de conceptos
de simetria, fractalidad y proporcion aurea, asi como para la exploracion de aplicaciones en
matematicas puras, fisica matematica y teoria de sistemas dinamicos.
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Figura 9. Sol

Figura: Generacion 0 o Axioma en la primera figura y generacion 1 en la segunda

Figura: Generacion 2 en la primera figura y generacion 3 en la segunda

Nota. Las imagenes muestran el proceso de generacion progresiva de un patréon derivado del
decagono regular, utilizado como axioma en la construccion de teselados de Penrose. En la
parte superior, la figura de la izquierda corresponde a la generacion 0 o axioma, representada
por un decagono rosa construido con triangulos isosceles congruentes. La figura de la derecha
muestra la generacion 1, donde se incorpora una estrella amarilla de diez puntas inscrita en el
interior del decagono, donde se destaca la simetria de orden diez y la relacion con la razén
aurea en las proporciones de los lados.

En la parte inferior, la figura de la izquierda representa la generacion 2, en la que
aparecen subdivisiones adicionales con triangulos amarillos y rosas, donde se configura un
patrén radial mas complejo. Finalmente, la figura de la derecha corresponde a la generacion
3, donde el disefio alcanza una mayor densidad estructural, y asi se puede mostrar estrellas
concéntricas y simetrias rotacionales que evocan la dindmica de los teselados no peridédicos
de Penrose. Este proceso ilustra como, a partir de un axioma elemental, la aplicacion de reglas
de sustitucion recursiva permite obtener configuraciones crecientemente complejas, donde se
conserva invariantes geométricas como la simetria y la proporcion aurea. Ademas, constituye
un recurso didactico de gran valor para el estudio de la geometria de poligonos regulares, la
recursividad y los sistemas dindmicos, con aplicaciones tanto en matematicas puras como en
fisica matematica.

Una propiedad notable de los teselados de Penrose es su simetria de orden cinco, la
cual no es compatible con la periodicidad euclidiana del plano. Esta caracteristica los hace
especialmente aptos para modelar cuasicristales, estructuras descubiertas empiricamente por
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Dan Shechtman en 1982, cuya organizacion atdmica muestra patrones de difraccion con picos
agudos —propios de estructuras ordenadas—, pero sin periodicidad traslacional (Shechtman
et al., 1984). El estudio teodrico previo de Penrose proporciono asi una base geométrica sélida
para interpretar este fendmeno fisico, donde permite demostrar que el orden cuasiperiddico
no es una anomalia, sino una alternativa estructural viable a la periodicidad cristalina clasica
(Levine & Steinhardt, 1984).

Desde la perspectiva de la fisica matematica, los teselados de Penrose han sido
estudiados mediante herramientas de teoria de grupos, algebra conmutativa, teoria de Galois
y analisis armoénico, dada su relacion con el grupo de simetria icosaédrica y con sistemas
dindmicos no lineales. Ademas, en términos pedagogicos, ofrecen un campo fértil para
explorar conexiones entre geometria, nimero aureo, fractales, invariancia y transformaciones
no convencionales, lo cual potencia una formacion matematica transversal e interdisciplinar.

El uso de estos patrones en la ensefianza permite ademas desarrollar competencias
semioticas superiores: el estudiante transita entre representaciones visuales, simbolicas y
estructurales, y construye significados que articulan la intuicién geométrica con el formalismo
matematico y las aplicaciones fisicas contemporaneas.

Figura 10. Representacion del P3

Nota. Las imagenes presentan la descomposicion geométrica de un pentagono regular, se
puede evidenciar las bases de las figuras denominadas cometa y dardo, fundamentales en los
teselados de Penrose.

En la figura de la izquierda se observa un pentdgono en el que se han trazado sus
diagonales, donde se destaca en amarillo un tridngulo isésceles con angulos de 36°, 36° y
108°. Esta construccion permite evidenciar como el pentagono regular se relaciona con la
razon durea a través de sus subdivisiones angulares y proporcionales.

En la figura de la derecha se ilustra otra subdivision del pentagono, en la que aparecen
triangulos isosceles con angulos de 36°, 72° y 72°. Al colorear una de estas configuraciones
en rojo, se forma la figura dardo, que junto con la cometa constituye la base del teselado no
peridodico de Penrose. Estas representaciones permiten comprender la transicion desde
poligonos regulares a configuraciones mas complejas mediante la descomposicion en
triangulos 4ureos. Ademds, ofrecen un recurso didactico valioso para el estudio de la
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geometria euclidiana, la simetria y la proporcion aurea, asi como para la exploracion de
aplicaciones en teselaciones, sistemas dinamicos y fisica matematica.

4.3. Implicaciones didacticas y epistemolégicas desde el Enfoque Ontosemiético

La ensefianza de los teselados periddicos, aperiodicos y de Penrose se llevo a cabo
con estudiantes de la Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica y la Fisica, donde se
aplica como marco teoérico el Enfoque Ontosemiotico del conocimiento y la instruccion
matematica, desarrollado por Juan D. Godino y colaboradores (Godino, Batanero & Font,
2007; Font, Godino & Gallardo, 2013). Este enfoque sostiene que el conocimiento
matematico no se reduce a objetos abstractos independientes del sujeto, sino que emerge como
una red de practicas, significados y representaciones inscritas en contextos sociales,
cognitivos y semidticos.

Desde esta perspectiva, los teselados fueron analizados no unicamente como
configuraciones geométricas, sino como objetos epistémicos complejos, cuya apropiacion
exige comprender la articulacion entre su génesis historica, sus propiedades formales y su
funcionalidad representacional. Asi, el EOS permitié una reconstruccion didactica rigurosa
de estos objetos matematicos, dando lugar a identificar no solo su estructura légica, sino los
sistemas de practicas institucionales y personales que les dan sentido dentro del aula.

En el plano pragmatico, se configurd un sistema de practicas matematicas en torno a
tareas de analisis, clasificacion, construccién y comparacion de patrones teselados, guiado por
criterios semidticos como la invariancia, la simetria, la cobertura sin solapamientos y las
reglas de apareamiento. Estas practicas fueron mediadas por registros de representacion
variados —geométrico, simbdlico, verbal y dinamico (por medio de simulaciones digitales)—
que permitieron a los estudiantes desarrollar procesos de conversion y tratamiento entre
representaciones (Duval, 2006), condicion fundamental para la comprension profunda de los
conceptos geométricos involucrados.

Desde el plano cognitivo, se observaron procesos de reorganizaciéon conceptual
especialmente relevantes al introducir los teselados aperiddicos y, en particular, los de
Penrose. Su caracter cuasiperidodico desafié las intuiciones geométricas previas de los
estudiantes, basadas en simetrias convencionales, y propicio la emergencia de conflictos
semidticos (Godino & Batanero, 1994) que fueron abordados a través de configuraciones
didacticas reflexivas, dando lugar a la construccion de nuevos significados compartidos y se
promueva la argumentacion matematica, el uso de contracjemplos y la validacion formal.

En el plano institucional, esta experiencia permitié analizar como se articulan los
significados personales construidos por los estudiantes con los significados institucionales
propuestos por el curriculum, y como el docente actiia como mediador entre estos sistemas de
practicas. Se hizo énfasis en la formacion de futuros docentes capaces de interpretar
situaciones matematicas no estandar, de integrar saberes geométricos con saberes didacticos,
y de reflexionar sobre su propia actividad como sujetos de conocimiento matematico.

En suma, esta experiencia reafirma el potencial del Enfoque Ontosemiotico para
interpretar, diseflar e intervenir en procesos de ensefianza-aprendizaje complejos desde una
mirada epistemoldgica, cognitiva, semidtica e institucional. Al trabajar con teselados desde
una légica de progresion conceptual —de lo periddico a lo aperiodico— se favorecio una
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comprension mas rica, critica y articulada de la geometria como disciplina viva, conectada
con la fisica contempordnea y con las practicas educativas reflexivas.

Figura 11. Representacion del P3

Nota. Las imagenes muestran diferentes configuraciones obtenidas con la disposicién de
losetas tipo cometa y dardo (P3 de Penrose) construidas en material didactico (foamy). En la
primera serie (arriba), la figura de la izquierda presenta una disposicion de cinco cometas
amarillas que conforman una estrella pentagonal incompleta, con un dardo rojo en la base. La
figura de la derecha muestra un rombo verde inscrito dentro de un pentagono formado por
losetas rojas, donde se permite ilustrar la relacion entre las formas basicas del teselado.

En la segunda serie (abajo), la figura de la izquierda evidencia una estrella con
alternancia de cometas amarillas y dardos rojos, mientras que la figura de la derecha
representa una estrella amarilla de cinco puntas ensamblada inicamente con cometas. En la
tercera serie (ultima fila), la figura de la izquierda muestra una composicion en la que dos
dardos rojos se integran con cometas amarillas donde se forma un disefio semejante a una flor,
mientras que la figura de la derecha presenta una configuracion en la que dardos y cometas se
entrelazan para producir una estructura estelar abierta.

Estas construcciones representan ejemplos del teselado P3 de Penrose, caracterizado
por la combinacion no periddica de cometas y dardos bajo reglas de ensamblaje que garantizan
la no repeticion traslacional y la presencia de simetrias locales de orden cinco. Ademas, estas
representaciones fisicas facilitan la comprension de la geometria aperiddica, la simetria
pentagonal y la relacion con la proporcion aurea, constituyendo un recurso pedagogico para
la enseflanza de teselaciones y de la matematica vinculada con la cristalografia cuasi-
periodica.
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4.4 Resultados de los estudiantes

La experiencia de trabajo con teselaciones no solo permitié que los estudiantes
ejercitaran habilidades de construccion geométrica, sino que ademas abrié un espacio para la
reflexion epistemologica y didactica sobre el papel de la matematica en la comprension del
mundo. Desde el punto de vista educativo-matematico, los resultados se pueden interpretar
como una manifestacion de como la geometria, a menudo reducida a un conjunto de
definiciones y teoremas abstractos, cobra sentido cuando se inserta en contextos de
exploracion y creacion.

Uno de los aportes mas relevantes observados fue la activacion del pensamiento
geométrico en distintos niveles de abstraccion. Los estudiantes transitaron de un nivel figural,
en el cual reconocian visualmente patrones de mosaicos, a un nivel conceptual, donde
analizaron las condiciones angulares y de simetria que permiten la repeticion en el plano. Esta
transicion ilustra el desarrollo de lo que Duval (1999) denomina coordinacion de registros
semioticos, ya que los estudiantes lograron pasar de la representacion grafica a la expresion
simbolica y verbal de las propiedades geométricas.

Asimismo, la experiencia mostré la importancia de la argumentacion matematica en
un ambiente educativo. Los estudiantes no se conformaron con elaborar mosaicos visualmente
atractivos; buscaron justificar por qué ciertas figuras cubren el plano y otras no, donde se
ejercita asi la dimension deductiva propia de la matematica. Este aspecto resulta fundamental
en la formacion docente, pues coloca a los futuros maestros en la posicion de constructores
de conocimiento, antes que simples transmisores de formulas.

En el caso particular de los teselados aperiddicos de Penrose, la dificultad inicial fue
superada gracias al trabajo colaborativo y la mediacién docente, lo que evidencia que la
construccion colectiva del conocimiento desempefia un papel decisivo en la comprension de
ideas complejas. Desde la perspectiva educativa, este hallazgo demuestra que los temas
avanzados de la matematica pueden ser abordados exitosamente en el aula si se plantean como
problemas abiertos que despierten curiosidad y permitan multiples caminos de exploracion.

Por otra parte, la actividad gener6 un enlace interdisciplinario que enriquece la vision
educativa de la matematica. Varios estudiantes asociaron las teselaciones con el arte isldmico
y mesoamericano, se reconoce que la matematica se entrelaza con la cultura y la historia. Este
reconocimiento rompe con la vision reduccionista de la matematica como disciplina aislada y
la muestra como un lenguaje de didlogo entre la ciencia, el arte y la sociedad. En términos
didacticos, esta transversalidad constituye un recurso valioso para promover la motivacion y
el sentido de pertenencia de los estudiantes hacia la matematica.

Finalmente, los resultados obtenidos permiten destacar que la experiencia con
teselaciones potencio tres dimensiones educativas clave:

1. La dimension cognitiva, al favorecer el razonamiento abstracto y la deduccion
logica.

2. La dimension semiotica, al exigir la traduccion entre registros visuales, verbales y
simbdlicos.

3. La dimension formativa, al fortalecer la vision de la mateméatica como una disciplina
cultural y cientifica, viva y en constante didlogo con otros campos.
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En conclusion, la profundizacién de estos resultados evidencia que las teselaciones, mas
alla de ser un recurso geométrico, se constituyen en una estrategia didactica poderosa para el
desarrollo del pensamiento matematico, la creatividad y la apreciacion cultural de las
matematicas. Esta experiencia muestra que, cuando se integran actividades de exploracion,
argumentacion y conexion interdisciplinaria, la ensefianza de la geometria se transforma en
un proceso significativo y humanizante, capaz de formar docentes con vision critica, rigurosa
y sensible a la riqueza de la matematica en contextos educativos y sociales.

S. CONCLUSIONES

El recorrido investigativo en torno a las teselaciones ha permitido constatar que estas
configuraciones geométricas no solo poseen un atractivo estético y una profunda riqueza
matematica, sino que ademas constituyen un recurso pedagogico de primer orden en la
formacién de competencias matematicas escolares y en la preparacion de futuros docentes.
La experiencia demostr6é que el estudio de patrones, simetrias y estructuras aperiodicas abre
un campo fértil para que los estudiantes desarrollen habilidades de razonamiento logico,
abstraccion, argumentacion formal y capacidad de conjeturar, aspectos que resultan esenciales
para una ensefianza de la matematica con sentido y trascendencia.

En el plano educativo, las teselaciones ofrecen un escenario privilegiado para articular
la teoria matematica con su dimension cultural e historica. Desde los mosaicos islamicos hasta
los aportes de Penrose y Shechtman, se evidencia como las configuraciones geométricas
trascienden los limites de lo puramente matematico para integrarse a la historia del arte, la
fisica de los materiales y la exploracion cientifica contemporanea. Este didlogo
interdisciplinar otorga a la ensefianza un caracter mas integral, en el que los estudiantes
reconocen que la matematica no es una disciplina aislada, sino un lenguaje universal que se
entrelaza con multiples formas de conocimiento y expresion.

Asimismo, la investigacion reveld que el uso de las teselaciones como recurso
didactico potencia la visualizaciéon matematica y facilita el transito entre representaciones
semidticas diversas —graficas, simbdlicas, geométricas y algebraicas—, lo cual fortalece la
comprension profunda de los conceptos y evita que el aprendizaje quede limitado a la
memorizacidn mecédnica de procedimientos. Se constatd, ademas, que el trabajo con
teselaciones fomenta la autonomia intelectual y la creatividad, al situar al estudiante en un rol
activo de explorador, constructor y comunicador de ideas matematicas.

En la formacion de docentes, este tipo de experiencias cobra especial relevancia: al
apropiarse de un recurso con tanto potencial explicativo y motivador, los futuros educadores
adquieren no solo herramientas metodoldgicas, sino también una vision renovada de la
matematica como disciplina viva, dindmica y vinculada con la cultura. De este modo, la
investigacion refuerza la necesidad de integrar propuestas innovadoras que promuevan en los
docentes en formacion la capacidad de disefiar ambientes de aprendizaje significativos,
sensibles a la diversidad de sus estudiantes y orientados a la construccion de un pensamiento
matematico critico.
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El estudio de las teselaciones trasciende la esfera del descubrimiento geométrico para
consolidarse como una estrategia educativa-matematica de alto valor formativo. Mas alla de
la belleza de sus patrones, las teselaciones permiten ejercitar el razonamiento abstracto, tender
puentes entre disciplinas, despertar el interés por la investigacion y formar sujetos capaces de
comprender la matematica como un lenguaje universal que armoniza el orden, la creatividad
y la capacidad humana de dar sentido al mundo. La presente investigacion, por tanto, reafirma
que el desafio de la educacion matematica contemporanea no es unicamente transmitir
conocimientos, sino ofrecer experiencias formativas que logren transformar la manera en que
los estudiantes se apropian, resignifican y proyectan la matematica en su vida académica,
cultural y social.
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