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El propésito de una investigacion en la enseflanza y aprendizaje de la matemética es
contribuir con sociedad, identificando problemas y proponiendo soluciones en € sistema
educativo. A nivel latinoamericano, es importante realizar y difundir investigaciones para
desarrollar € razonamiento l6gico, mgorar la formacién matematica, abordar deficiencias y
fundamentar politicas educativas, proporcionando un marco para € disefio de estudios y la
sistematizacion del conocimiento en €l campo.

En este nimero de Cuadernos, las personas investigadoras nos presentan los resultados
de su trabgo desde Argentina, Chile, Colombia, Costa Rica, Ecuador, Espafia y Guatemala
en aras de contribuir con nuevas metodologias y teorias para megjorar desde la ensefianza €
aprendizg e de nuestros y nuestras estudiantes. Entre los aportes se encuentran: la discrimi-
nacion de género en la docencia de mateméticas, la modelacion matemética, formacion de
profesores, aplicacion de representaciones semidticas, una descomposicion genética para €l
concepto de logaritmo como nimero real.

Ademas, en € area de las tecnologias digitales, se presentan tres investigaciones relacio-
nadas con € uso adaptativo de las tecnologias en la ensefianza de estudiantes con necesidades
especiales, lainteligencia artificial utilizada en € tema de series y sucesiones y € disefio e
implementacién de una intervencion formativa con Edpuzzle para promover € aprendizaje au-
ténomo en un curso universitario de matemética general.

La seccion “Mi formacion en EducMate” tiene como objetivo que las personas egresa-
das de alguna carrera relacionada con la formacion de profesores de matemética compartan y
analicen experiencias que vivieron durante su formacion. Un egresado comparte la experiencia
de disefiar e implementar un juego como estrategia didactica para la ensefianza de la probabi-
lidad frecuencial en un espacio muestral no equiprobable, otra persona comparte su experien-
ciay analiza e papel de cuento titulado: El relgj circunferencia como estrategia didéctica para
docentesy estudiantes de educacion primaria.

Agrademos a todas las personas investigadoras por sus contribuciones y a nuestros los
lectores que hacen posible nuestro objetivo: enriquecer la comunidad de Educacion Matemética
mediante la provisién de herramientas tedricas y metodoldgicas, para potenciar los quehaceres
dentro de esta gran comunidad, hacia e avance del conocimiento en todos los niveles educativos.

Dr. William Poveda Fernandez
Editor en jefe
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RESUMEN

Estearticulo tiene como proposito analizar |as categorias presentes en lainvestigacion acercade ladiscriminacion de
género en ladocencia de las mateméti cas con enfoque narrativo apartir de unarevision sistemética. Se presentauna
contextualizacion del problema de investigacion, algunos elementos tedricos y aspectos metodol dgicos de laforma
en que sesdleccionarony organizaron losarticulosy tesiselegidos usando el protocolo PRISMA. Luego se presentan
las categorias que engloban la mayoria de estas investigaciones: experiencia, representacion, trayectoriay posicio-
namiento. Ademas, se presenta un andlisis acerca de las perspectivas de género y enfogques narrativos presentes en
dichas fuentes. Se concluye con agunas recomendaciones sobre futuras investigaciones sobre e tema.

Palabras clave: Discriminacion de Género, Docencia de las Mateméticas, Investigacion Narrativa, Revision
Sistematica

ABSTRACT

The purpose of this article is to analyze the categories present in the research on gender discrimination in mathema:
tics teaching with a narrative approach based on a systematic review. It presents a contextualization of the research
problem, some theoretica elements, and methodol ogical aspects of the way in which the selected articles and theses
were selected and organized using the PRISMA protocol. Then, the categories that encompass most of these inves-
tigations are presented: experience, representation, trajectory and positioning. In addition, an anaysis of the gender
perspectives and narrative approaches present in these sources is presented. It concludes with some recommenda-
tions for future research on the topic.

Keywords: Gender Discrimination, Mathematics Teaching, Narrative Inquiry, Systematic Review.
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1 INTRODUCCION

Desde & comienzo del siglo XX se establecieron maneras de justificar y naturalizar
las diferencias cognitivas entre mujeres y hombres a través de estudios psicométricos que
incluyeron los siguientes: test de inteligencia general (Binet y Simon, 1904; Moebius, 1900),
estudios sobre las hormonas sexuales (Levy, 1969), andlisis factorial de lainteligencia (Thurs-
tone y Thurstone, 1941) y estudios sobre la lateralizacion cerebral (Gomez Rodriguez, 2014).
Estos estudios se basaron en la anatomia, neurologia y psicologia. En la década de los treinta
aparecieron en Estados Unidos los primeros estudios que intentaron evaluar las diferencias
de desempefio en pruebas de aritmética (Monroe y Engelhart, 1931), centradas en efectos mo-
tivadores a partir del €logio y la reprension. No es hasta finales de la década del setenta que
iniciaron los estudios sobre € desempefio de nifias y mujeres en pruebas de matematicas, dis-
tanciandose de los estudios clasicos de psicometriay centrandose en las actitudes que ponian
en juego nifas y nifios a resolver problemas de visualizacion espacial (Fennemay Sherman,
1976, 1977). En paralelo, comenzaron a desarrollarse otro tipo de estudios, centrados especi-
ficamente en los discursos de nifias y jévenes, para mostrar como € desempefio en clases de
mateméticas asociado a las nifias hacia parte de un artificio, que las hacia ver como incapaces
en comparacion con € desempefio de los nifios (Walkerdine, 1990, 1998).

Estas dos Ultimas tendencias han marcado e gran grueso de investigacién sobre lo que
se ha conocido como € problema del “género y las matematicas’ hasta la actualidad. La pri-
mera tendencia, que se apoya en estudios cuantitativos y a veces en modelos mixtos, se ocupa
de medir las diferencias del desempefio de nifias y nifios, ya no solo en actitudes, sino en un
rango mas amplio que incluye logros, desempefios, amenaza de estereotipos, efectos de géne-
ro, estilos cognitivos, ansiedad matematica, motivacion y razonamiento espacial. Esta tenden-
ciarecoge la mayor cantidad de literatura sobre € temay es posible encontrar, en la mayoria
de los paises, por lo menos un estudio que examine dichas diferencias de género usando como
referente resultados en pruebas censales de mateméticas. La segunda tendencia, que se ocupa
del discurso y ha sdo examinada en menor medida, ha tenido en cuenta aspectos relaciona-
dos con lainteraccién en € aula entre profesores y estudiantes a nivel escolar y universitario.
Asimismo, ha conllevado a investigaciones con enfoque narrativo que se preocupan por com-
prender y visibilizar las voces de nifias y mujeres que por muchos afios han sido silenciadas en
relacién con sus experiencias en los espacios mateméticos.

Un interés investigativo de esta segunda tendencia tiene que ver con € ingreso y parti-
cipacion de mujeres en la docencia de las mateméticas desde sus propias voces, con la para-
doja de encontrarse en un campo histéricamente masculinizado en una profesion feminizada
(Montoya Palacio, 2012). La presencia de estereotipos, prejuicios y actos discriminatorios han
influido en € ingreso y participacion de mujeres en la docencia de las mateméticas, lo cual se
suma alas dificultades encontradas para ingresar a carreras con un fuerte componente en ma-
tematicas disciplinares (Astorga Sandoval, 2016; Caro Céardenas, 2017; Montero Rojas et al.,
2021; Ursini, 2014). Para e caso de Colombia, este ingreso a la docencia de las mateméticas
se dio hasta la década del sesenta, a pesar de que entre la década del treintay cincuenta ya se
habian creado los primeros programas de licenciatura en mateméticas (Calvo, 2004; Gonzéa-
lez-Gutiérrez et al., 2018; Jménez, 2018; Sanchez B., 2017). Incluso, fue recién en la década
de los treinta cuando se les permitié a nifias y mujeres tanto estudiar secundaria como la po-
sihilidad de ingresar a la educacion superior (Congreso de Colombia, 1933). Al considerarse
el reciente ingreso y participacion de mujeres en la docencia de las matemé&ticas, se vuelve
relevante comprender los obstéculos y desafios que han debido superar para acceder a esta
profesion desde investigaciones en las que sus voces sean protagonicas. El objetivo principal
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de este estudio es analizar las tendencias, categorias y tensiones que existen alrededor de la
investigacion acerca de la discriminacion de género en la docencia de las mateméticas, desde
un enfoque narrativo y a partir de larevisén sistemética de articulos y tesis.

2. ABORDAJE METODOLOGICO

Esta revisién siguio los pasos del protocolo PRISMA (Moher et al., 2009; PRISMA,
2020; Sanchez-Serrano, et al., 2022). Paralograr obtener la mayor cantidad de estudios se de-
cidi6 escoger un rango abierto que abarcara hasta € 2024, lo que favorecié tener una mirada
general que pudieraincluir cambios en las tendencias investigativas.

21 Preguntade investigacion

Estarevision pretende responder |as siguientes preguntas:

¢QUuEé categorias enmarcan las investigaciones acerca de la discriminacion de género en
la docencia de las matematicas con enfoque narrativo?

¢Qué perspectivas de género y de enfoque narrativo sustentan las investigaciones sobre
la discriminacion de género en la docencia de las mateméticas?

2.2 Estrategia de busqueda

L as bases de datos escogidas fueron Scopus, Sagepub, Taylor y Francis, SpringerLink,
y Redalyc. Ademas, se realizaron blisquedas manuales en algunos repositorios que contienen
tesis de doctorado y maestria como NDLTD, BDTD, ERIC, asi como en Google Académico.
Por esta razén, se consolidaron los datos de blsqueda en € diagrama PRISMA (2020), referi-
do a nuevas revisiones sisteméticas que incluyen bases de datos y otros métodos de busqueda.
Las busguedas se realizaron en espariol e inglés, aunque arrojaron referencias también en por-
tugués. Las palabras claves usadas para la busqueda se afinaron con € tiempo, de tal forma
gue permitieran obtener informacion mas concisa sobre € tema. As, la cadena de palabras
clave elegida fue la siguiente: (TITLE-ABS-KEY ((gender OR (“gender discrimination”) OR
women) AND (math* OR “mathematics teachers’ OR mathematicians OR (*mathematics
education”)) AND (narrative* OR discourse) AND TITLE-ABS-KEY ((“higher education”
OR prospective OR graduate OR master OR doctorate OR phd))) AND NOT (STEM) y de
igual forma, en su respectiva traduccion en espafiol cuando fuese necesario.

2.3 Proceso de seleccion

L os resultados obtenidos se alojaron en € gestor bibliogréfico Zotero. Desde ali, se
realiz6 d proceso de cribado del protocolo PRISMA. Cabe aclarar que en ningln momento
se empled algun tipo de inteligencia artificial, de forma directa o indirecta. La Tabla 1 con-
tiene los criterios de inclusiéon y exclusién que se definieron. A partir de la lectura de titulos
y restimenes, se excluyeron aquellos documentos que estaban relacionados con otros temas.
En los criterios de exclusion fue relevante degjar por fuera aguellas investigaciones cuya temé-
tica abordara € campo STEM, debido a la inclusion de probleméticas que ocurren en otras
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disciplinas (fisica, quimica, ciencias, ingenieria) en las que, s bien las mateméticas discipli-
nares aparecen como un componente relacional, reportan otros horizontes de investigacion
especificos. Otros casos de exclusion tuvieron que ver con investigaciones que se enfocan en
examinar experiencias de profesoras de primaria ensefiando matematicas, debido a las condi-
ciones ocupacionales y contextuales especificas de la educacion preescolar y primaria. Ade-
mas, algunas investigaciones incluian en la poblacién a profesores masculinos que podrian
enfatizar diferencias de género; uno de los propdsitos |gjanos a esta investigacion.

En los criterios de inclusién se favorecieron investigaciones cuya poblacion fueran es-
tudiantes de pregrado de licenciatura en mateméticas o matematica pura, debido a que estas
pueden incidir en la comprension de las trayectorias académicas y profesionales en la docen-
cia de las matematicas, ademés de ser fuente para comprender la discriminacion de género.
Ademas, también se tuvieron en cuenta documentos que incluyeran una perspectiva de género
y que fueran del campo de la educacién. De los 225 archivos revisados en bases de datos 'y re-
gistros, 51 pasaron al proceso de cribado, luego de proceder a la lectura de titulos y descartar
archivos repetidos. En € proceso de cribado, 13 fueron excluidos tras leer € resumen. De los
38 archivos restantes se descartaron 11 archivos, por tratarse en su mayoria de investigaciones
con profesoras de primaria. En la Tabla 1 se presenta € proceso de seleccion donde se resume
€l proceso para llegar alos 25 archivos elegidos para esta revision. De estos 25 documentos,
16 corresponden a articulos de investigacion, 5 a tesis doctorales y 4 a tesis de maestria. Se
decidi6 incluir unatesis doctoral que se recuperd en libro impreso (Gonzélez Gutiérrez, 2020),
por tratarse de una investigacion especifica sobre €l temaen el contexto colombiano.

Tabla1- Criterios de inclusién y exclusion de documentos.

Criteriosdeinclusion Criterios de exclusion

¢ Investigaciones cuya poblacién incluya li-
cenciadas en mateméaticas o matemética pura e |nvestigaciones que incluyeran poblacion de areas
(incluso estudiantes de pregrado en ambos STEM (ciencias, tecnologia, ingenieriay mateméticas)
€asos). escolar o universitaria.

¢ Investigaciones con perspectiva de género e |nvestigaciones que incluyeran experiencias de en-
definida o estudios sobre mujeres. sefianza de matematicas de profesoras de preescolar o
basica primaria.
 Investigaciones con enfoque narrativo.
« |nvestigaciones queincluyeran profesores de mateméti-
« Poblacién de profesoras de mateméticas que cas de género masculino.
ensefian mateméticas en bachillerato o uni-
versidad (En adelante se hablara de “mujeres  |nvestigaciones que incluyeran estudiantes de primaria
matematicas’ para referirse alos criterios in- 0 secundaria.
cluidos en esta tabla).

Fuente: Elaboracién propia.
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Figura1- Protocolo PRISMA para revision sistematica.

Fuente: Elaboracién propia a partir de PRISMA (2020).

3. RESULTADOS/DISCUSIONES

A continuacion, se presenta un listado de los estudios incluidos para la revisiéon siguien-
do los criterios de busgueda. Para cada referencia se incluye una sintesis de la poblacion obje-
to de estudio, los métodos empleados y |os principales resultados.

e (Stagey Maple, 1996). Siete licenciadas en matemaéticas estudiantes de doctorado en
educacion. Enfoque narrativo y analisis de contenido. Participacion en matematicas
influenciada por sus padres; desafio entre elegir un doctorado en mateméaticas o uno en
educacién matemética debido a las posibilidades profesionales futuras.

*  (Anderson, 2001). Seis mujeres con doctorado en mateméticas o estudiantes de
PHD en matematicas. Historias de vida, andlisis de contenido. Influencia temprana
de familiares y profesores; autopercepciones identitarias positivas como factores
determinantes.
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*  (Herzig, 2004). Seis mujeres estudiantes de doctorado en mateméticas. Conversaciones
abiertas con entrevistas semiestructuradas. Sentirse invisibles y no reconocidas, falta
de apoyo moral en particular de sus profesores de doctorado.

*  (Roddy Bartholomew, 2006). Cinco estudiantes de mateméticas de pregrado. Enfoque
narrativo, entrevista narrativa, teoria fundamentada. Considerarse especiales por estu-
diar matematicas, influencia de educacion escolar; adaptacion a través de estereotipos
femeninos.

e (Fernandes, 2006). Cinco profesoras de mateméticas de secundaria. Enfoque narrativo,
entrevista semiestructurada, andlisis de contenido. Experiencias diferenciadas entre
profesoras de diferentes generaciones, necesidad de crear redes de solidaridad.

e (De Freitas, 2008). Historia ficticia de una estudiante de mateméticas universitarias.
Narrativa ficcional. Normas opresivas sobre € género y las matematicas pueden vol-
verse contingentes al ser contadas de otra forma.

e (Toney, 2008). Nueve mujeres graduadas de un doctorado en mateméticas. Induccion
analitica, entrevistas semiestructuradas. Tres nuevas categorias de experiencia: € “yo”
como académico; mi “ensefianza’ y € “yo” futuro posible.

*  (Herzig, 2010). Doce mujeres graduadas de tres departamentos de mateméticas. Etno-
grafiainstitucional, entrevistas semiestructuradas. Tres temas sobre la experiencia: im-
portancia de ser y tener modelos a seguir; resistencia contra estereotipos, incapacidad
para centrarse en mateméticas.

e (Leavitt, 2010). Una profesora negra de secundaria. Contrahistoria desde la Teoria
Critica de la Raza. Necesidad de conceptualizar un docente integral que reconozca la
humanidad colectiva que cada uno experimenta de forma diferente.

*  (Solomon, 2012). Dos estudiantes de licenciatura en mateméticas. Autonarracion hete-
roglésica. Individualismo, competitividad y agrupacion de hombres pueden confrontar
el ingreso de mujeres en las carreras de mateméticas, 10 que genera nuevos espacios de
identidad.

e (Braathe y Solomon, 2014). Una estudiante de master en educacién matematica. Au-
tonarracion heteroglésica. La identidad y la agencia como elementos centrales en la
€eleccion de una carrera de mateméticas.

*  (Sumpter, 2014). Cuatro mujeres que finalizaron su PhD en mateméticas. Entrevista es-
tructurada, narrativa colectiva. Trayectoria profesional ligada a experiencia académica
desde la escuelg; limitacion de opciones luego de terminar una carrera de matematicas,
penalidad por maternidad como factor decisivo para ascender.

e (Piatek-Jimenez, 2015). Doce mujeres estudiantes de pregrado en matematicas. | nduc-
cién analitica. Estimulo individual y reconocimiento por parte de los demas funda-
mentales para que las mujeres persistan en una carrera de mateméticas.
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e (Carrasco y Sanchez, 2016). Veinte mujeres estudiantes de licenciatura en mateméti-
cas. Andlisis de contenido, entrevistas semiestructuradas. Factores que influyen para
elegir estudiar una licenciatura en mateméticas. gusto por las mateméticas, apoyo de
sus familiasy lainfluencia de sus profesores.

* (Hall y Suurtamm, 2018). Una estudiante de méaster en mateméticas. Entrevista se-
miestructurada, andlisis de contenido. Para una mujer ser exitosa en matematicas
implica sobrellevar una carga de ansiedad, miedo y desconfianza sobre sus propias
capacidades.

e (Johnson, 2018). Tres profesoras de matematicas de secundaria. Contrahistoria desde
el Feminismo Critico de la Raza. A pesar de la falta de modelos femeninos negros en
matemadticas, las profesoras destacan lo siguiente: actitud positiva hacia las mateméti-
cas, entornos educativos diversosy lainfluencia de profesoresy familias.

e (Castario Giraldo, 2019). Tres profesoras universitarias: dos en licenciaturay la otraen
matematicas. Estudio de casos multiples. Posibilidades de gercer la docencia hacen
evidentes jerarquias en las organizaciones académicas con las mateméticas, las muje-
res son marginadas de algunas funciones.

e (Gonzalez Gutiérrez, 2020). Dos mujeres mateméaticas y una licenciada en mateméti-
cas. Historia de vida, entrevista semiestructurada. La comunidad matemética colom-
bianainvisibilizalalabor cientifica de las mujeres mateméticas; e agotamiento laboral
no permite su proyeccion cientifica

* (Ataide Pinheiro, 2021). Seis mujeres estudiantes de doctorado en mateméticas. His-
toria de vida, Teoria del Oprimido de Freire. Las mujeres en las mateméticas deben
pasar por un momento de transformacion (“piel gruesa’) para no abandonar la carrera
0 no sufrir mucho. Es més fécil paralos hombres crear grupos alrededor de las mate-
maéticas, situacion que hace dificil lavida paralas mujeres.

*  (Aminadab Santos Brito, 2021). Cuatro profesoras de educacion matemética. Carto-
grafia. El mundo de las matematicas constituye un régimen de verdad que provoca un
desequilibrio entre hombres y mujeres, que involucra la construccion de identidades
femeninas en mateméticas.

*  (Audilia de Santi, 2021). Ocho profesoras de mateméticas. Historia Oral. El campo de
la Educacién Matemética es un espacio propicio para (de)construir las ideas de femi-
nidad; paratransgredir y que las mujeres puedan ocupar lugares privilegiados en posi-
ciones jerarquizadas.

*  (Alves de Almeida et al., 2022). Cinco profesoras de mateméticas universitarias. His-
toria Oral. Influencia positiva de familias y profesores, las mateméticas de educacion
superior No son un espacio exento de comentarios sexistas, penalidad por maternidad
al aspirar a estudios mas especializados.

* (Mkhize, 2022). Diez mujeres negras estudiantes de doctorado en mateméticas. In-
vestigacion cualitativa, teoria de la interseccionalidad. Sistemas interconectados de
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opresion siguen influyendo en € ingreso, retencion y progreso de mujeres en las mate-
maticas disciplinares.

e (Toaillier, 2022). Una profesora de mateméticas. Historia Oral, narrativa biogréfica. La
reconstruccion de la biografia de una educadora matematica influyente permite visi-
bilizar a su vez como se fue construyendo € campo de la educacién matemética en su
contexto local.

*  (Sumpter, 2023). Nueve mujeres matematicas que finalizaron un PhD. Andlisis narra-
tivo colectivo. Lucha con la autoidentidad en una estructura de género que incluia el
poder implicito; ser positivas, a pesar de la exposicion a la discriminacion, gracias al
deseo de trabgjar con mateméticas aplicadas.

La investigacion sobre la discriminacion de género en la docencia de las mateméticas
Se sustenta en cuatro categorias recurrentes en todos los documentos revisados, aunque las
cuatro se entrelazan en las narrativas reportadas en estas investigaciones. A continuacion, se
realiza una exposicion de las ideas general es detectadas para cada una.

31 Experiencia

Es la categoria que mas se manifiesta en todos los documentos. Son recurrentes las
descripciones que se han reportado en la literatura relacionadas con la persistencia o el
abandono por parte de mujeres mateméticas en alguno de los estudios para ser matemética
o licenciada en mateméticas, o en estudios posgraduales. Estas descripciones se clasifican
en 1) influencia de la comunidad, familia, compafieros de estudio o trabgo (Anderson, 2001,
Ataide Pinheiro, 2021; Carrasco y Sanchez, 2016; Fernandes, 2006; Solomon, 2012; Taillier,
2022); 2) visibilidad y orientacion (Braathe y Solomon, 2014; Herzig, 2004; Rodd y Bartholo-
mew, 2006; Sumpter, 2023); 3) apoyo moral y estimulo (De Freitas, 2008; Herzig, 2004; Pia-
tek-Jimenez, 2015); 4) tutoria'y modelos a seguir (Johnson, 2018); 5) calidad de la ensefianza
recibida (Gonzédlez Gutiérrez, 2020; Sumpter, 2014); 6) equilibrio de roles (Aminadab Santos
Brito, 2021; Leavitt, 2010) y 7) capacidad intelectual (Hall y Suurtamm, 2018; Stage y Maple,
1996). También se vuelven relevantes las descripciones que estan relacionadas con la propia
experiencia de ser estudiantes de un posgrado pero, al mismo tiempo, trabgjar en proyectos de
investigacion, lo que propiciainclinarse hacia la investigacion independiente; asimismo, la sa-
tisfaccion de poder ensefiar a otros sus aprendizajes, sin mencionar s € salario justificaba sus
esfuerzos y, finalmente e equilibrio entre los futuros potenciales alrededor de la carrera que
digierony susroles en lavida cotidiana (Herzig, 2010; Audilia de Santi, 2021; Toney, 2008).

En algunas investigaciones se hacen menciones explicitas a actos discriminatorios
recibidos en sus lugares de estudio o de trabgo, algunos de estos son los siguientes. discri-
minacion por ser una mujer negra en una universidad con profesores blancos (Mkhize, 2022),
sin posibilidades de gercer 0 de ascender a mejores puestos, y la experiencia de una profesora
negra en un vecindario blanco histéricamente racista (L eavitt, 2010). Se reporta malestar a
partir de insinuaciones sexuales no deseadas por parte del profesorado, comentarios sexistas
publicos sumados a afirmaciones que cuestionan su inteligencia (Herzig, 2010), asi como
sospechas y rumores de que sus comparieros hombres opinan cosas negativas sobre sus des-
empefios pero nunca lo expresan en publico (Fernandes, 2006). Por otro lado, |a negativa pre-
juiciosa a aceptar a mujeres en clases de mateméticas por tener € prguicio de que al final de
semestre entregan los trabgjos tarde y ruegan para que las aprueben (Piatek-Jimenez, 2015),
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y las dificultades para ascender en mejores puestos en la jerarquia de una organizacion en
matematicas (Castario Giraldo, 2019). La edad también se presenta como un factor que puede
ser mativo de burlas entre los estudiantes o limitar oportunidades laborales (Fernandes, 2006;
Mkhize, 2022), asi como € pais de procedencia puede influir en €l estatus de las mateméticas
aprendidas (Anderson, 2001). Por ultimo, y también en la categoria de experiencia, es recu-
rrente que las mujeres matematicas tengan que demostrar sus capacidades constantemente,
contrario alo que pueden experimentar los hombres.

3.2 Representacion

Las cuestiones identitarias y las formas en que las mujeres matematicas se representan
a sl mismas varian de acuerdo con e contexto del estudio. Cuando la investigacion traté con
profesoras negras, [os estudios indican que estas mujeres reportaron la presencia de estereoti-
posy prejuicios de género a calificarlas como no aptas para las matematicas (Mkhize, 2022),
asi como una doble subrepresentacion: como mujeres en un mundo dominado por hombres, y
como personas negras en una disciplina blanca (Herzig, 2010). Caso diferente cuando se trato
de mujeres caucasicas y estadounidenses, para quienes se reporta una fuerte identidad ma-
tematica visible en cinco aspectos. fuerte motivacion académica, autosuficiencia, naturaleza
competitiva, ir contra la corriente y no identificarse con estereotipos de género (Piatek-Jime-
nez, 2015). Aunado a esto, algunas mujeres matematicas indicaron su resistencia a los estereo-
tipos, aspirando a ser reconocidas como hermosas al igual que inteligentes (Anderson, 2001);
se identifican como luchadoras en e campo de las mateméticas, con un “cerebro masculino”
gue encga en un mundo dominado por hombres (Solomon, 2012) o, s mplemente, como muje-
res muy inteligentes (Herzig, 2010).

Otro aspecto que se destaca acerca de la representacion tiene que ver con las compa
raciones propias de participar en un mundo masculinizado. Algunas mujeres mateméticas se
autoidentifican con patrones que las distancian de lo que para €ellas caracteriza € modo de ser
de los hombres en matematicas. Por esta razdn, algunas aspiran a identificarse como menos
racionales, menos exactas (Alves de Almeida et al., 2022), nada arrogantes, mas solidarias,
con més disposicion a escuchar —a diferencia de los compafieros masculinos— (Fernan-
des, 2006), todo esto en un mundo rodeado de una gran coleccion de “fendmenos’ (Herzig,
2010), en € que los mateméticos son vistos como personas locas que tienen dificultades para
desenvolverse por si mismos (Carrasco y Sanchez, 2016). Otras manifestaciones identitarias
tienen que ver con las inseguridades al hablar en publico, por temor de equivocarse (De Frei-
tas, 2008); se consideran personas ansiosas y perfeccionistas, al tiempo que las personas mas
tontas de las clases (Hall y Suurtamm, 2018), o bien seres especiales pero invisibles (Rodd y
Bartholomew, 2006). Por dltimo, es relevante lo que comunican las mujeres sobre la forma
en gue sobrellevan maltiples roles. como mujer, madre, esposa, profesora, estudiante, 1o que
aparece en muchas autoidentificaciones al estar estrechamente relacionado con sus alcances
académicosy profesionales.

3.3 Trayectoria

Debido a la inclusién de investigaciones con estudiantes de pregrado, las trayectorias
académicay profesional se encuentran conectadas frente a las posibilidades o no de desarro-
Ilar una trayectoria esperada o idealizada. En relacion con la trayectoria académica, son rele-
vantes las historias de vida de las mujeres mateméticas desde su infancia, para conocer como
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comenzd su gusto por las matemaéticas, que en algunos casos no siempre lo tuvieron definido
desde que eran muy nifias, sino que fue una decision que aparecio en sus estudios de secun-
daria. Sobre lainfluencia familiar se destaca s contaron o no con € apoyo de sus padres, en
especial s ellos también se desempefiaban como profesores o en carreras afines a las mate-
maticas. En algunos casos fueron presionadas para continuar la profesidon que gercieron sus
padres (Ataide Pinheiro, 2021). También se da cuenta de los grupos que conformaban en sus
estudios universitarios, s se adaptaban a grupos de hombres o s decidian conformar grupos
de mujeres para sobrellevar la carga de estudiar una carrera masculinizada.

En relacion con la eleccidn de la carrera, algunas mujeres narraron la importancia que
tenia en sus vidas dedicarse a una profesién que les permitiera ayudar a las personas, donde
e contacto humano fueraimportante. Asi, este aspecto fue determinante a la hora de elegir la
licenciatura en matemaéticas por encima de la carrera de matematicas (Piatek-Jimenez, 2015).
Sobre esta eleccion, las investigaciones se diferencian entre educacion matematica (incluiria
primariay secundaria, y en la universidad a nivel de licenciatura); docente de mateméticas en
un departamento de matematicas, e investigadoras de matematicas. Algunas de ellas narraron
la poca informacion disponible acerca de las opciones laborales después de graduarse, 1o que
hizo que se resignaran ala docencia

En @ caso de las mujeres matematicas que cursaban un doctorado, se reportaron los
desafios que enfrentaron entre seguir una linea de investigacion en mateméticas, por las pocas
posibilidades de ingreso en un campo dominado por hombres, y la educacion matematica,
que implicaria una pérdida de estatus (Toney, 2008). La penalidad por maternidad en algunos
casos les dificultd la asistencia a eventos y congresos de mateméticas o educacion matema-
tica, lo que pudo influir en continuar la trayectoria idealizada. Ante las pocas posibilidades
de ingreso a la investigacién en mateméticas, algunas decidieron continuar especializandose
en mateméticas aplicadas o estadistica, campos que hoy en dia se comienzan a considerar
feminizados (Solomon, 2012). Las diferencias en relacidn con € estatus son marcadas entre
desempefiarse en la docencia escolar, la docencia universitariay la investigacion en matemati-
cas. En otros casos se reporto la estrategia de poder trabgar en la misma institucion donde se
graduaron debido a la practicidad de conocer alos futuros compafieros docentes, asi como €
ambiente laboral.

3.4 Posicionamiento

Las formas de afrontar la discriminacion de género en la docencia de las mateméticas
reportadas en estas investigaciones pueden ubicarse desde € posicionamiento discursivo (Fou-
cault, 2010); es decir, por las posiciones que a las mujeres mateméticas les es posible ocupar
en este dominio. Los mecanismos de afrontamiento reportados en algunas investigaciones se
narran a través del uso de metaforas. como tener que desarrollar una “piel gruesa’ para ma-
ngar la opresion y protegerse de los grupos cerrados de hombres que estudian mateméticas
(Ataide Pinheiro, 2021; De Freitas, 2008); o volverse “invisibles y especiales’ como forma
de protegerse de las miradas, refugiandose en los estereotipos femeninos para no ser cues-
tionadas o intimidadas, a pesar de ser mujeres mateméticas exitosas (Rodd y Bartholomew,
2006; Solomon, 2012). En otros casos, las mujeres matematicas se han tenido que desempefiar
como ayudantes o secretarias en los departamentos de mateméticas (Castario Giraldo, 2019), o
guardar silencio ante los rumores de acoso 0 maltrato entre profesores masculinos y otras es-
tudiantes de doctorado (Sumpter, 2014). También, se reporta € aidamiento como mecanismo
de proteccién ante la competitividad de otros comparieros que desean obtener una respuesta
satisfactoria al resolver problemas mateméticos (Solomon, 2012).
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Otraforma de posicionamiento discursivo tiene que ver con la consolidacion de grupos,
en especial de mujeres, para estudiar y hacer frente a la competitividad de grupos conforma-
dos por hombres. Son las mujeres quienes se caracterizan por organizar y colaborar en estos
grupos, 1o que las posiciona como personas mas sociables, aunque esto tenga consecuencias
de estatus al llegar a ser consideradas menos competentes (Ataide Pinheiro, 2021; Solomon,
2012). En otro, las mujeres matematicas se alegran de no ser tomadas en cuenta para ocupar
un cargo laboral mientras estudiaban su doctorado, porque pudieron sacar provecho de esta
exclusién y dedicarle més tiempo al estudio (Mkhize, 2022).

3.5 Sobre feminismoy género

En estas investigaciones se presentan varias perspectivas de género que se podrian
agrupar en seis tendencias. Primera, la ética del cuidado feminista desarrollada por autoras
como Carol Gilligan y Nel Noddings, que defiende las diferencias morales y psicoldgicas
entre hombres y mujeres, y pone a las mujeres en un lugar de privilegio para desarrollar ac-
titudes ligadas al cuidado con respecto a los demés. En este caso, hay investigaciones que se
centran en las diferencias de los juicios entre hombres y mujeres, y que influyen en e desem-
pefio de las mujeres mateméticas (Stage y Maple, 1996). Asimismo, se plantea un modelo de
cuidado que se esperaria que las mujeres matematicas experimentaran en sus trayectorias aca-
démicasy profesionales (Herzig, 2004, 2010; L eavitt, 2010; Toney, 2008).

Segunda, se observa una influencia del feminismo marxista de autoras como Nancy
Hartsock y Heleieth Saffioti, € cual persigue laigualdad de derechosy se posiciona desde las
voces de los oprimidos, |0 que genera que las mujeres tengan una experiencia privilegiada. S
bien tienen en cuenta que la dominacion es comun, esto no hace que se universalicen o unifi-
guen las experiencias. Al considerar que las mujeres mateméaticas se encuentran en un domi-
nio patriarcal, sus voces y puntos de vista se vuelven privilegiados para evaluar la inequidad
(Anderson, 2001), o denunciar las desigualdades histéricas de acceso a la educacion entre
nifias y nifios (Fernandes, 2006).

Tercera, se presenta una tendencia hacia el feminismo de la diferencia mediante €
desarrollo de la teoria de la interseccionalidad en aquellas investigaciones en las que € gé-
nero se cruza con categorias como la clase o la raza, teniendo como referencias a Kimberle
Crenshaw, Patricia Hill Collins, incluido & Feminismo Critico de la Raza con autoras como
Theodorea Berry y Audrey Thompson. El feminismo de la diferencia persigue otros modos
de estar en el mundo, por eso aparecen propuestas que procuran un sujeto docente de mate-
maticas diferente, solidario, atento a escuchar; un profesor como ser humano (L eavitt, 2010;
Toney, 2008). Como cuarta tendencia, se rescata la historiografia feminista de Joan Scott en
investigaciones donde las biografias de mujeres mateméticas tienen relevancia como sujetos
histéricos y permiten su visibilizacion. Esta tendencia tiene gran repercusion en estos estudios
realizados en Brasil (Aminadab Santos Brito, 2021; Fernandes, 2006; Gonzéalez Gutiérrez,
2020; Audilia de Santi, 2021; Toillier, 2022). Quinta, una perspectiva que considera el género
como una construccion social y que da cabida a la configuracion de relaciones sociales, que
funcionan para e andlisis de organizaciones y la participacion de sus integrantes. En ella se
tiene como referencia a las autoras Raewyn Connell y Bjerrum Nielsen; y se examina € caso
de mujeres mateméticas al cursar un doctorado (Sumpter, 2014, 2023).

Por Ultimo, la perspectiva del género como construccién social performativa ha sido
trabgjada por Judith Butler, una de las autoras més citadas en € area. Igualmente, se refe-
rencia la pedagogia queer de Deborah Britzman, que propone dar sentido a la diferencia sin
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subsumir lo diferente, asi como algjarse de la imitacion del modelo masculino. No obstante,
las referencias a la teoria de la performatividad de género son limitadas, y no se evidencia
sobre ella un desarrollo significativo. A pesar de la variedad de perspectivas de género, todas
se enmarcan en un modelo binario, y en ninguno de los documentos se menciond lainfluencia
de la orientacion sexual en la discriminacion de género en la docencia de las mateméticas.

3.6 Narrativa

La mayoria de las investigaciones se basan en entrevistas semiestructuradas o conver-
saciones abiertas que luego son examinadas por andlisis de contenido (Carrasco y Sanchez,
2016; Castario Giraldo, 2019; Fernandes, 2006; Hall y Suurtamm, 2018; Johnson, 2018;
Mkhize, 2022; Piatek-Jimenez, 2015), y algunas se complementan con narrativas colectivas
(Sumpter, 2014, 2023) o cartografia (Aminadab Santos Brito, 2021). Otras tomaron como
metodologia la Historia oral, pues realizaron entrevistas a profundidad que les permitieron
centrarse en la subjetividad de las mujeres mateméticas (Alves de Almeida et al., 2022; Atai-
de Pinheiro, 2021; Audilia de Santi, 2021). También se empled esta misma metodologia, pero
sustentada en Kathryn Anderson y Dana Jack, quienes profundizan la entrevista sobre las
experiencias de las mujeres en sus propias palabras (Herzig, 2004). Dos investigaciones desa-
rrollaron un gercicio biografico de mujeres mateméticas exitosas en ambitos locales en Co-
lombia (Gonzélez Gutiérrez, 2020) y Brasil (Taillier, 2022). Las otras dos investigaciones que
presentan similitudes en su enfoque narrativo se sustentaron en el espacio dialdgico de Bajtin,
en e que las entrevistadas recurren a significados pasados, presentes y futuros en un espacio
de laentrevista polifénico y heterogldsico (Braathe y Solomon, 2014; Solomon, 2012).

Cada una de las deméas investigaciones presenta un enfoque narrativo sustentado en
autores reconocidos en € campo, de la siguiente manera: € andlisis narrativo de Donald Pol-
kinghorne, que parte de las narrativas de las participantes y progresa hacia temas comunes a
través de las narrativas (Anderson, 2001), y combinado con la contrahistoria desde la Teoria
Critica de la raza (L eavitt, 2010). La propuesta de andlisis tridimensional de Jean Clandinin
y Michael Conndly se enfoca en las dimensiones temporal, social y espacial (Toney, 2008),
y esta asociada a la auto etnografia y la memoria autobiografica. La perspectiva de Jerome
Bruner —donde € tiempo narrativo fusiona elementos como la historia, la idea, € agente 'y
la ética— crea aperturas hermenéuticas para € lector y € narrador (De Freitas, 2008; Stage y
Maple, 1996).

También aparece la etnografia ingtitucional que presta atencion a como se organiza €
entorno organizacional y cémo lo conocen sus participantes, basada en los planteamientos
de Marie Campbell, Frances Gregor y Dorothy Smith (Herzig, 2010). El énfasis en las inver-
siones psiquicas de un individuo en posiciones de sujetos particulares, que permiten ubicar
posiciones vulnerables de si mismos en los hablantes a través de las entrevistas, desde los
planteamientos de Wendy Hollway y Tony Jefferson (Rodd y Bartholomew, 2006). Por Gltimo,
la narrativa ficcional como forma de narrativa que permite imaginarnos a nosotros mismos y
alos demas de otra manera, basada en Homi Bhabha (De Freitas, 2008).

4. CONCLUSIONES/ REFLEXIONES / CONSIDERACIONES FINALES

Esta revisén sistematica involucrd 25 investigaciones acerca de la discriminacion de
género en la docencia de las matematicas con enfoque narrativo. Los resultados y la discu-
sién arrojan que se pueden establecer cuatro categorias que engloban estas investigaciones:
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experiencia, representacion, trayectoriay posicionamiento. La articulacion de estas categorias
da cuenta de los obstaculos que desafian las mujeres mateméticas en diferentes momentos de
su trayectoria académica o profesional. Debido a que estas investigaciones fueron realizadas
en un lapso de cas 30 afios, esto sugiere que la discriminacion de género en la docencia de
las mateméticas contindia siendo un tema que requiere especial atencion por parte de la aca
demia. Como se reportd en cada categoria, 1os actos discriminatorios junto con la presencia
de estereotipos y prguicios continlian estando presentes en € camino que deben atravesar las
mujeres mateméticas, no solo en sus procesos de formacion, sino también en € gercicio de la
docencia. Vishilizar los obstaculos que enfrentan estas mujeres exhibe prguicios y conductas
que la sociedad debe erradicar para promover una verdadera igualdad entre géneros. Se espera
gue se continten produciendo textos en este tema, tanto dentro como fuera de la academia,
para reducir las probabilidades de que futuras profesionales sufran esa misma alienacion en
las aulas de mateméticas

Las investigaciones reportadas en este articulo dan cuenta de los procesos de discri-
minacion en la docencia de las mateméticas que se engloban en la subrepresentacion de las
mujeres en un campo histéricamente masculinizado, solo por € hecho de ser mujeres. Las
narrativas de estas mujeres dan cuenta de actos discriminatorios y que atentan contra sus
derechos fundamentales, como insinuaciones sexuales no deseadas y comentarios sexistas
por parte de sus colegas masculinos. En sus voces hay evidencia de que para ellas es comin
percibir conductas que apuntan a opiniones negativas sobre sus competencias de parte de
hombres en su entorno laboral; opiniones que se “guardan’ para espacios privados, pero son
lo suficientemente evidentes como para causar malestar a quienes lo viven. También se hacen
evidentes las dificultades de acceso a mejores puestos en las jerarquias mateméticas, donde
influyen e pais de procedencia y la constante demanda por demostrar sus capacidades ante
sus comparieros hombres. Cada uno de estos aspectos requieren futuras investigaciones en
los paises de Latinoamérica para conocer de cerca cOmo viven y experimentan las mujeres
matematicas los ambientes docentes e investigativos a nivel local y regional. Esto permitiria
fortalecer las redes que puedan contribuir a erradicar la discriminacion de género en esta
profesion. Ademés, invita ainvestigar distintos ambitos de desempefio de las mujeres matemé
ticas anivel escolar, universitario e investigativo en conexion con categorias como laclase o la
raza, como se hainvestigado principal mente en Estados Unidos o Brasil.

Es de notar que lariqueza de perspectivas de género que sustentan estas investigaciones
da cuenta de lainfluencia que los movimientos feministas y de género han tenido sobre lain-
vestigacion en la docencia de las mateméticas. Las perspectivas de género presentes pasan por
la ética del cuidado feminista, € feminismo marxista, de la diferencia, la historiografia femi-
nista, y € género como construccion social y performativo; todas el las enmarcadas en un mo-
delo binario. En relacion con e enfoque narrativo presente en estas investigaciones, la mayoria
de dlas usd € analisis de contenido, y también se observaron varias tendencias dentro de la
investigacién narrativa, tales como la Historia oral, los estudios (auto)biogréaficos, € espacio
dialogico, las narrativas ficcionales, la autoetnografia, la contrahistoria desde la Teoria Critica
de larazay la etnografia institucional. Todos estos enfoques desde la investigacion narrativa
dan cuenta de las multiples formas en que se han venido explorando las voces de mujeres
mateméticas.

Se consideran cuatro recomendaciones para futuras investigaciones sobre e tema. Pri-
mera, considerar un énfasis sobre € posicionamiento narrativo que supere laidea de identidad
fijay se centre en e andlisis ddl discurso, méas que en un gercicio expositivo sobre € lugar
gue les es posible ocupar a las mujeres matematicas desde € posicionamiento discursivo. Se-
gunda, explorar aspectos relacionados con la teoria de la performatividad de género (Buitler,
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1988, 2006) podria of recer exdmenes mas rigurosos sobre las normas de género y formas en
las que nos encarnan y nos hacen actuar; dado que no ha sido tan abordada, favoreceria vincu-
lar la perspectiva de género con lainvestigacion biogréfico-narrativa desde e posicionamiento
narrativo. Tercera, explorar otro tipo de discursos como las redes sociales, la television, la
prensa, € cine, entre otros, donde las mujeres matematicas sean protagonistas y permitan
develar formas de representacion y condiciones y posibilidades de accién en otros espacios
diferentes a los considerados en estas investigaciones. Cuarto, se hace necesario explorar s la
orientacion sexual es un componente que contribuye a la discriminacion de género en la do-
cencia de las mateméticas y, de ser asi, estudiar de qué forma se manifiesta discursivamente.
Ninguna de las 25 investigaciones utilizadas reportainformacion al respecto.

Por ultimo, esta revision sistematica incita a personas investigadoras en educacion
matematica de Latinoamérica a centrar la mirada sobre los procesos de discriminacion de
género; y no solo en la docencia de las matematicas, sino también a vincular € volumen de
investigacion que se ha realizado sobre € tema en la escuela y la universidad a nivel regional
y mundial. Asi, se invita a superar € sesgo que genera centrarse exclusivamente en los resul-
tados cuantitativos en relacion con lallamada “ brecha de género” en matematicas, en favor de
las voces de nifias, nifios, jovenes y docentes, para comprender desde alli como viven y expe-
rimentan & mundo de las mateméticas.
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RESUMEN

Este estudio presenta unasituacion de aprendizaj e disefiada para superar obstécul os en laensefianzadeladerivadaen
la educacion secundaria. Basada en e experimento del plano inclinado de Gdlileo, la propuestacombinaél ciclo de
modelacion de Borromeo (2010) y las fases de situaciones de aprendizaje de Balda (2022), integrando herramientas
de inteligencia artificial generativa (IAG). La implementacién incluyé actividades experimentales y tecnoldgicas
que ayudaron alos estudiantes a conectar fendmenos fisicos con conceptos mateméticos, como la tasa de cambio 'y
la pendiente de la tangente. Los resultados mostraron avances significativos en la comprensién conceptual de la de-
rivaday € desarrollo de habilidades del pensamiento computacional como la abstraccion. No obstante, persistieron
desafios en la transicion entre representaciones gréficas y analiticas, lo que resalta la importancia de equilibrar el uso
de la IAG con estrategias que promuevan la autonomia y el pensamiento critico.
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RESUMO

Este estudo apresenta uma situacdo de aprendizagem projetada para superar os obstaculos no ensino da derivadano
ensino médio. Baseada no experimento do plano inclinado de Galileu, a proposta combina o ciclo de modelagem de
Borromeo (2010) e as fases das situagdes de aprendizagem de Balda (2022), integrando ferramentas de inteligéncia
artificial generativa (IAG). A implementagdo incluiu atividades experimentais e tecnoldgicas que ajudaram os estu-
dantes a conectar fendmenos fisicos a conceitos mateméticos, como a taxa de variagdo e a inclinagéo da tangente.
Os resultados mostraram avancos significativos na compreensio conceitual da derivada e no desenvolvimento de
habilidades do pensamento computacional como a abstracdo. No entanto, persistiram desafios na transi¢do entre
representacdes gréficas e analiticas, o que destaca a importancia de equilibrar o uso da IAG com estratégias que
promovam a autonomiae 0 pensamento critico.

Palavras-chave: Derivada, Modelagem matematica, Inteligéncia artificial generativa, Situagdes de aprendiza-
gem, Obstéacul os.

1. INTRODUCCION

El aprendizaje del calculo escolar en la educacion secundaria chilena enfrenta desa-
fios complejos que afectan tanto a estudiantes como a docentes. Incorporado como parte del
programa diferenciado de educacion secundaria en los dos ultimos afios, el electivo “Limites,
Derivadas e Integrales” busca promover una comprension sélida de conceptos fundamentales
dd célculo mediante € uso de tecnologias digitales, g emplos contextualizados y actividades
colaborativas (MINEDUC, 2019, 2021). Sin embargo, la ensefianza de tépicos como la deriva-
da contintia presentando barreras significativas que dificultan su aprendizgje.

11  Obstaculos en la enseilanza y aprendizaje del célculo

La investigacion en educacién matemética ha documentado numerosos problemas en el
aprendizge del calculo, particularmente en torno al concepto de derivada. Este tépico requie-
re la integracion de diversas perspectivas. grafica, como la pendiente de una tangente a una
curva; analitica, como € limite del cociente incremental; y puntual, en términos de cambios
en intervalos especificos (Sanchez et al., 2008). Aunque muchos estudiantes logran aplicar re-
glas de derivacion, su comprensién del concepto sigue siendo limitada (Mercapide, 2018). Este
fendmeno evidencia una brecha entre la capacidad operativay e entendimiento conceptual, lo
cual genera dificultades para conectar la derivada con su significado geométrico y su defini-
cién analitica (Sdnchez et al., 2008).

Los principales obstdculos asociados al aprendizaje del cédlculo incluyen la dificultad
para comprender la derivada como razon de cambio, la abstraccion requerida para su concep-
tualizacién a partir del limite, y las barreras en la operacién y simplificacién de expresiones
algebraicas (Gutiérrez et al., 2017). Asimismo, muchos estudiantes carecen de flexibilidad
para adaptar estrategias y enfrentar problemas que involucran la interpretacion gréfica o la
tabulacién de funciones. Estas dificultades son reflgjo de un problema méas amplio: € reto de
integrar herramientas mateméticas avanzadas en € curriculo de ensefianza secundaria.

En Chile, € programa diferenciado busca superar estas barreras mediante una progre-
sion estructurada en cuatro unidades. Inicialmente, los estudiantes trabajan con funciones
como herramientas para modelar situaciones de cambio, 1o que permite explorar su compo-
sicion y reversibilidad. Posteriormente, abordan e concepto de limite a través de patrones y
regularidades, lo que facilita una aproximacion intuitiva. En la tercera unidad, se introduce la
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derivada como razén de cambio y pendiente de la tangente, aplicandola en contextos geomé-
tricos, econdémicos y cientificos. Finalmente, la integral se presenta como € proceso inverso
de la derivada, con énfasis en aplicaciones practicas, como e célculo de areas bgo curvas
(MINEDUC, 2019, 2021).

1.2 Lamodelacién matematica como metodologia de enseiianza

La modelacién matematica ha demostrado ser una metodologia efectiva para abordar
conceptos abstractos como los presentes en e célculo, ya que vincula € conocimiento mate-
matico con fendmenos reales. Este enfoque no solo facilita la contextualizacion de los concep-
tos, sino que también promueve competencias criticas y préacticas en los estudiantes (Mgjia et
al., 2022). A través de etapas como la contextualizacion, la matematizacion y la interpretacion
de resultados, la modelacién permite a los estudiantes construir modelos mateméticos relevan-
tes para su entorno profesional y personal (Molina, 2017).

La implementacién de tareas contextualizadas incrementa la motivacién y el rendi-
miento académico al evidenciar la aplicabilidad de la matematica en la vida cotidiana (Bravo
y Rodriguez, 2020). Ademds, estudios en contextos de ingenieria y arquitectura han destacado
que la modelacion fortalece e aprendizge significativo al conectar los contenidos programa-
ticos con problemas reales de las disciplinas (Pefiay Morales, 2016). Este enfoque fomenta €
desarrollo de competencias sociales y € trabgo colaborativo, asi como la capacidad de tomar
decisiones informadas en situaciones complgas.

Megjia et al. (2022) destacan que la modelacion matemética promueve un desarrollo
equitativo de habilidades en areas como la interaccion, la resolucién de problemas y la inter-
pretacion de resultados. Estos beneficios subrayan la necesidad de un cambio gradual en las
concepciones pedagogicas de los docentes y |os estudiantes, hacia un enfoque mas participati-
vo y contextualizado. Para que la modelacion sea efectiva, es crucial que los docentes experi-
menten este proceso durante su formacion, de forma que identifiquen dificultades comunes y
oportunidades paraintegrar tecnologias educativas (Zaldivar Rojas et al., 2017)

1.3 Inteligencia artificial generativa en la educacion matematica

La integracion de la Inteligencia Artificial Generativa (IAG) en la educacion matemati-
ca abre nuevas oportunidades para superar los desafios en el aprendizaje del cdlculo. La TAG,
definida como un subcampo de la Inteligencia Artificial (IA) que genera contenido nuevo a
partir de datos existentes, ha demostrado su utilidad en contextos educativos a personalizar
e aprendizaje, proporcionar retroalimentacion inmediata y generar g emplos adaptados a las
necesidades de los estudiantes (Garcia et al., 2024). Estas herramientas pueden facilitar la
comprension de conceptos compleos, como limitesy derivadas, al ofrecer explicaciones deta-
lladas y g emplos préacticos (Wardat et al., 2023).

Experiencias previas han mostrado que la IAG puede abordar problemas matemadti-
cos de diversa indole, desde € célculo de éreas hasta la resolucion de ecuaciones y teoremas
(Borba y Balbino, 2023). Sin embargo, estas tecnologias no estdn exentas de limitaciones. Si
bien la IAG puede acelerar el aprendizaje, existe el riesgo de que los estudiantes dependan
excesivamente de estas herramientas, y, por tanto, se reduzca su esfuerzo cognitivo (Santos €t
al., 2023). Ademas, su eficacia en la resolucion de problemas complejos atin estd en desarro-
Ilo, lo que resaltala necesidad de unaimplementacion cuidadosay complementaria.
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A pesar de estas limitaciones, la IAG tiene un gran potencial para enriquecer la ense-
fanza del célculo. Puede complementar la modelacion matemética al ofrecer recursos perso-
nalizados y dinamicos que facilitan latransicion entre las distintas etapas del aprendizgje.

1.4 Problematicay objetivo de la investigacion

En vista de los obstéculos documentados en el aprendizge del calculo escolar, esta in-
vestigacion propone disefiar una situacion de aprendizaje que aborde estas barreras desde un
enfoque innovador. La propuesta combina la modelacién matemadtica como metodologia cen-
tral con herramientas de IAG, aprovechando sus capacidades para personalizar y enriquecer
el aprendizge El objetivo es desarrollar una experiencia educativa que permita superar las
dificultades conceptuales y operativas en torno a la derivada, a tiempo que fomente compe-
tencias criticas y préacticas en los estudiantes.

La problematica de esta investigacion radica en como disefiar una situacién de apren-
dizge que integre estos enfoques y herramientas para responder a las necesidades del calculo
escolar en € contexto chileno. Este disefio buscara no solo facilitar la comprension de concep-
tos abstractos, sino también conectar la matematica con aplicaciones reales y relevantes para
los estudiantes, para contribuir a una formacion mas integral y significativa

2. ELEMENTOS TEéR'ICOS/ ELEMENTOS CONCEPTUALES/
ELEMENTOS HISTORICOS

21 Lamodelacién matematica como enfoque metodolégico

La modelacién matemadtica es un proceso bidireccional que conecta el mundo real con
las mateméticas, pues permite traducir fendmenos no necesariamente matematicos a conoci-
miento matemético. Este enfoque ha demostrado ser una herramienta didactica y metodol 6gi-
ca eficaz en la construccion del conoci miento, ya que promueve aprendizges significativos al
relacionar los conceptos mateméticos con larealidad del estudiante (Huincahue et al., 2018).

En @ aula la modeacion se interpreta de diversas formas. desde una estrategia para
enseflar conceptos especificos hasta un catalizador de construccién colectiva del conoci-
miento matemadtico. Segiin Huincahue et al. (2018), este proceso busca orientar € aprendizge
desde la realidad del estudiante hacia la comprension de nociones fundamentales. Alvarez et
al. (2024) proponen un esguema de modelacidn en cinco fases. planteamiento de situaciones
del mundo real, problematizacién e interpretacion, disefio de un modelo matemético, resolu-
cion matematica y validacion de resultados, y finalmente, la comunicacion del proceso y los
hallazgos.

Existen multiples perspectivas relacionadas con la modelacion en contextos educativos.
Villarreal y Mina (2013) describen enfoques como €l uso de problemas reales para motivar €
aprendizgje, e desarrollo de proyectos seleccionados por la persona docente o los estudian-
tes, y la resolucién de problemas disefiados colectivamente. Por otro lado, Kaiser y Sriraman
(2006) presentan una clasificacion que incluye perspectivas realistas, contextuales, educativas,
sociocriticas, epistemoldgicas y cognitivas, cada una con un énfasis particular en los objetivos
de aprendizagjey lainteraccion entre las matematicasy € contexto.
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Borromeo (2010) desarroll6é un ciclo de modeacion que detalla las etapas cognitivas
implicadas, desde |a representacion mental inicial de una situacion real hasta la interpretacion
y validacion de resultados mateméticos. Este ciclo enfatiza la importancia de la matemati-
zacion como puente entre el conocimiento extramatematico y el desarrollo de un modelo
matemético, y destaca la relevancia de validar los resultados en e contexto original. El ciclo
de modelacidn considera un desarrollo extramatematico y matematico, asi como la transicion
entre estos. La autora propone los siguientes procesos:

e Entender la tarea: transicién de una situacion real a una representacion mental de la
Situacion.

e Simplificacion y estructuracién de la tarea: transicion de una representacion mental de
la situacion aun modelo real.

*  Matematizacion: transicion de un modelo real a un modelo matemético.
*  Trabao matemético: transicion de un modelo matemético a resultados mateméticos.
e Interpretacién: transicion de los resultados matemadticos a resultados reales.

e Validacion: transicidn de los resultados reales a una representacion mental 0 un mode-
loreal.

Es importante destacar que € ciclo de modelacion puede experimentarse de manera
flexible, sin necesidad de seguir estrictamente la secuencia presentada.

Figura 1- Ciclo de modelacion con base en la perspectiva cognitiva.

Fuente. Adaptado de Borromeo (2010, p. 104)

Este enfoque no solo mgora la comprension matemética, sSino que también promueve
habilidades criticas como € andlisis, la toma de decisiones y la comunicacion efectiva de
resultados. Asi, la modelacién matemadtica se posiciona como una metodologia esencial para
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abordar problemas educativos y preparar a los estudiantes para enfrentar retos compleos de
maneraintegral.

2.2 Inteligencia artificial generativa como herramienta del pensamiento
computacional

El pensamiento computacional (PC) es un enfoque estructurado que permite abordar
problemas complgjos mediante habilidades como la abstraccion, descomposicion, identifica
cién de patrones y disefio de algoritmos (Iglesias y Bordignon, 2020). Estas-competencias—
esenciales en el mundo digital— son pilares del desarrollo de habilidades del siglo XXI, dado
que fomentan interacciones creativas y sistematicas con tecnologias avanzadas, incluida la
TAG (Roberts, 2019).

La IAG, subcampo de la IA, emplea modelos entrenados con datos previos para generar
contenido adaptado a diversas situaciones. Herramientas como ChatGPT procesan texto y
generan respuestas contextuales y coherentes, maximizan la capacidad de las maquinas para
procesar informacion de manerarépiday precisa (Garcia et al., 2024). En €l ambito educativo,
la IAG facilita la personalizacién del aprendizaje al proporcionar explicaciones detalladas,
gemplos adaptados y retroalimentacion inmediata, por lo que fortalece habilidades como la
visualizacién y la conexion entre conceptos abstractos y concretos (Wardat et al., 2023).

El vinculo entre la IAG y el PC se manifiesta en la forma en que ambas potencian ha-
bilidades como la resolucién de problemas y el disefio algoritmico. Segin Curi et al. (2024),
la interaccién con herramientas generativas requiere estrategias como la ingenieria rapida o
prompt engineering, que fomenta habilidades clave del PC, como la abstraccion y la anticipa
cion de resultados. Ademads, la IAG amplifica el alcance del PC al facilitar la transicion entre
diferentes representaciones y formatos de informacion, particularmente Util para abordar con-
ceptos complejos como la derivada.

Sin embargo, su implementacién en el aula debe ser cuidadosa para evitar dependencias
gue limiten & pensamiento critico y la autonomia de los estudiantes (Borba y Balbino, 2023).
Integrada reflexivamente, la IAG complementa metodologias como la modelacién matemati-
ca; setratade un recurso educativo valioso y adaptado alos desafios del mundo actual.

2.3 Situaciones de aprendizaje y una estructura para su disefo.

Las situaciones de aprendizaje son actividades disefiadas para empoderar a los estu-
diantes en la construccién auténomay responsable de competencias genéricas y especificas,
dentro de un entorno colaborativo y comunicativo. En este enfoque, € estudiante es recono-
cido como un sujeto activo y protagonista de su aprendizaje, capaz de investigar, proponer
soluciones, aceptar desafios y trabgar en equipo de manera creativa. El rol del profesor, en
cambio, se centra en actuar como mediador del conocimiento, guiando y facilitando € pro-
ceso en un marco flexible y adaptado a las necesidades del estudiante. Estas situaciones fo-
mentan la discusién y construccion de saberes, y promueven € aprendizge significativo y €
desarrollo de competencias que responden al disefio curricular (Feo Mora, 2018).

En & contexto de la educacién matemética, las situaciones de aprendizae adquieren
relevancia a articular estrategias didécticas que promueven la participacion activay € apren-
dizge significativo. Balda (2022) establece que d disefio de estas situaciones debe partir de
la problematizacién del saber y destaca su importancia como punto inicial en € desarrollo de
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propuestas pedagdgicas. Este enfoque reconoce la necesidad de estructurar las situaciones en
fases que guien € proceso de aprendizag e de manera progresivay significativa

2.4 Fases de una situacion de aprendizaje

La estructura propuesta por Balda (2022) comprende cinco fases fundamentales para
construir e conocimiento matemético de manera efectiva (ver Figura 1). Estas fases aseguran
un proceso progresivo que integra contextos significativos, fomenta la interaccion y garantiza
lainteriorizacion del conocimiento.

e Introduccién: Reconstruir un contexto significativo para conectar un objeto matema-
tico con larealidad del estudiante, mediante la seleccion de insumos y preguntas que
despierten su interés.

»  Exploracion: Facilitar que e estudiante manipule, clasifique y organice informacion,
fomentando discusionesy reflexiones que amplien su comprension.

e Procedimental: Integrar los conocimientos previos del estudiante, razonamientos
y condiciones del entorno en la formulacién de hipétesis y propuestas iniciales de
solucion.

e Consolidacion: Evaluar y validar las construcciones realizadas, asegurando que € co-
nocimiento se institucionalice en un marco colectivo, para promover la reflexion sobre
las soluciones 'y su aplicabilidad.

e Ejercitacion: Interiorizar reglas, procedimientos y algoritmos mediante su aplicacion
de formasignificativay préctica en diversos contextos.

2.5 Articulacién, modelacion, inteligencia artificial y situacién de aprendizaje

La integracién de la modelaciéon matemadtica, la IAG y las situaciones de aprendizaje
ofrece un enfoque pedagdgico integral para abordar la ensefianza de conceptos mateméaticos
complejos. Basandonos en € ciclo de modelacion de Borromeo (2010), nuestro disefio adop-
tara un proceso que conecta fendmenos del mundo real con € conocimiento matemético, por
lo que facilita transiciones flexibles entre etapas como la matematizacion, la interpretacion y
lavalidacion. Este enfoque permitira alos estudiantes desarrollar habilidades criticas como la
resolucion de problemas y la abstraccion.

Asimismo, incorporaremos las fases estructuradas propuestas por Balda (2022) para
situaciones de aprendizgje: introduccion, exploracion, procedimental, consolidacion y gercita
cion. Estas fases garantizaran un aprendizae progresivo, contextualizado y colaborativo para
e estudiante, mediante la conexion de su realidad con los conceptos mateméticos.

La IAG se integrard como una herramienta del PC, proporcionando ejemplos personali-
zados, visualizaciones dindmicas y retroalimentacion inmediata. Esto enriquecerd las fases de
exploracion y consolidacion, donde los estudiantes podran analizar datos y validar resultados
de manerainteractivay adaptada
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En sintesis, diseflaremos una situacion de aprendizaje de modelacion matemética que
combine la estructura de las fases de Balda (2022) con las etapas del ciclo de Borromeo
(2010). Este disefio integrard actividades con herramientas de IAG, de forma que potenciard
la comprension matematica y promovera € aprendizaje significativo en un entorno flexible y
tecnol 6gicamente avanzado. El desarrollo metodolégico de esta propuesta se abordara en de-
talle en @ siguiente apartado.

3. ABORDAJE METODOLOGICO

La presente investigacion se desarrollard bajo un enfoque cualitativo utilizando la
metodologia de investigacion-accion, con € objetivo de disefiar e implementar una situacion
de aprendizaje que integre herramientas de [AG para abordar los obstdculos en la ensefianza
de la derivada. Segiin Pérez van Leenden (2019), la investigacidn-accion permite articular la
préctica profesional con la reflexion critica en un proceso iterativo que busca transformar €
entorno educativo. Este enfoque es particularmente adecuado para e contexto educativo, ya
que facilita la megjora de précticas a través de ciclos de planificacién, accién, observacion y
reflexion (Pérez y Salazar, 2024).

31 Metodologia cualitativa

La investigacion adoptard un enfoque cualitativo que permitird comprender en profun-
didad las experiencias y perspectivas de los estudiantes. Este enfoque se centrara en interpre-
tar cdmo los participantes interactlian con la situacién de aprendizaje disefiada, sin manipular
artificialmente e entorno, lo cual permitira realizar un analisis holistico de las interacciones
y los significados que emerjan (Hernandez et al., 2006). Ademds, se recopilardn datos sobre
como los estudiantes experimentan y conceptualizan los fendmenos abordados en la actividad
(Sénchez, 2005).

3.2 Investigacién-accién

La investigacion-accion se implementard como un proceso iterativo que combinard la
planificacion, accion, observacion y reflexidn, para disefiar y evaluar una situacion de apren-
dizge innovadora. Este enfoque permitira integrar herramientas tecnoldgicas y fundamentos
pedagdgicos para transformar las practicas educativas en torno al cdlculo escolar (Pérez y Sa-
lazar, 2024). Se seleccionard una actividad discursiva del curriculo escolar, basada en el expe-
rimento del plano inclinado de Galileo Galilel, que sera adaptada a un enfoque experimental
para explorar conceptos como velocidad, aceleracion y derivada. A partir de esta adaptacion,
se disefiara una situacion de aprendizg e estructurada que sera posteriormente implementada y
analizada

3.3 Diseno del instrumento

La situacién de aprendizaje constard de cuatro actividades basadas en el experimento
del plano inclinado de Galileo, siguiendo los principios del ciclo de modelacion de Borromeo
(2010) y las fases propuestas por Balda (2022) para situaciones de aprendizaje. Cada actividad
estara diseflada para fomentar e aprendizaje progresivo de la derivada, conectando conceptos
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fisicos y mateméticos mediante herramientas tecnoldgicas como e software Tracker y Chat-
GPT (ver Tabla 1).

Tabla 1. Resumen de actividades de la situacién de aprendizaje.

Actividad Objetivo Pregunta

Actividad 1 Comprender el experimento del pla- ¢En qué consiste el experimento del plano
no inclinado de Galileo Galilei y sus inclinado de Galileo Galilei? ¢Cudles son
conclusiones. sus conclusiones?

Actividad 2 Recrear e experimento del plano in- ¢Como recrear el experimento del plano
clinado y andizar el fenébmeno con inclinado? ¢Qué conclusiones se obtienen
base en sus modelos. con base en el experimento y sus modelos?

Actividad 3 Relacionar la velocidad instantéanea ¢Como se relaciona la velocidad instanté
con laderivada de |a posicion respec- nea de la bola con la derivada de su posi-
to a tiempo en el contexto del expe- cion respecto a tiempo?
rimento.

Actividad 4 Resolver problemas que involucren ¢Como se aplica la derivada para resolver
laderivada problemas que involucren objetos en mo-

vimiento?

Fuente: Elaboracioén propia.

3.4 Implementaciony recoleccién de datos

La implementacion de la situacién de aprendizaje se llevard a cabo en un curso de ter-
cer aflo de ensefianza media, especificamente en el electivo “Limites, Derivadas e Integrales”.
La muestra estard compuesta por estudiantes del curso completo, quienes trabajardn en equi-
pos durante las actividades propuestas. El proceso de implementacion se desarrollara en tres
sesiones consecutivas de 90 minutos cada una, distribuidas de la siguiente manera:

Primera sesion: Andlisis tedrico y recreacion del experimento del plano inclinado (acti-
vidades 1y parte dela2).

Segunda sesién: Andlisis prictico del experimento mediante modelacién matemaética
(actividades 2 y parte dela 3).

Tercera sesion; Relacion entre la derivada y € experimento, y resolucion de problemas
aplicados (actividades 3y 4).
Durante la implementacion se recopilarén datos del curso, incluyendo registros escritos

de las respuestas de los estudiantes, observaciones en notas de campo y reflexiones obtenidas
mediante interacciones informales.

En este articulo, se emplea un enfoque diferenciado para € andlisis de los resultados.
En el apartado “Resultados de implementacion de situacion de aprendizaje”, se consideran
las observaciones y aprendizges recopilados de todos los grupos participantes. Por otro lado,
en los apartados “Andlisis de la situacién de aprendizaje con base en el ciclo de modelacion
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propuesto por Borromeo (2010)” y “Andlisis de la situacién de aprendizaje con base en la
superacion de obstdculos y la incorporacion de la IAG como herramienta del pensamiento
computacional”, dicho andlisis se enfoca exclusivamente en un grupo de trabajo seleccionado.
Este enfoque responde a la necesidad de realizar un andlisis més detallado y profundo, obser-
vando como dicho grupo vivié y transité por € ciclo de modelacién de Borromeo, asi como
su experiencia frente a los obstdculos del aprendizaje de la derivada y el uso de la IAG como
herramienta complementaria.

3.5 Anadlisis de los datos

El andliss se centrard en las respuestas de un grupo especifico de estudiantes, evaluan-
do su capacidad para conectar € plano inclinado con conceptos matematicos como veloci-
dad, aceleracion y derivada. Se analizardn la precisién y coherencia de las representaciones
mateméticas y fisicas generadas, asi como la transferencia de estos conceptos a problemas
aplicados, destacando cémo integran la teoria en contextos reales o simulados. Ademds, se
incorporaran observaciones de las actividades, notas de campo y las interacciones entre estu-
diantesy facilitador, para ofrecer unavisién integral del proceso de aprendizagje'y sus avances.

4. RESULTADOS

41 Resultados de implementacion de situacion de aprendizaje

Actividad 1: Comprensioén del Experimento de Galileo. La primera actividad introdujo
e experimento de Galileo, donde los estudiantes reflexionaron sobre la relacion entre distan-
ciay tiempo en un plano inclinado. Esta fase inicial buscaba activar conocimientos previos y
conectar los conceptos matemadticos con el fendmeno fisico. Las respuestas indicaron que tres
grupos reconocieron que “si el tiempo o la distancia aumenta, la otra también debe aumentar”,
aungue de manera limitada, ya que no lograron interpretar completamente la proporcionalidad
cuadrética entre las variables. Otros grupos representaron la relacion como lineal o incluso
exponencial, lo cual reflgja confusiones conceptuales.

Un gemplo clave de estas confusiones es que cinco grupos utilizaron una funcion lineal
para representar la relacion entre distancia 'y tiempo, mientras que dos optaron por una fun-
cion exponencial. Este hallazgo evidencia que, aunque la mayoria de los estudiantes logré es-
tablecer relaciones entre las variables, solo unos pocos identificaron correctamente el carécter
cuadrético del movimiento en e plano inclinado (ver Figura 2).
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Figura 2-Respuestas de los estudiantes a la actividad 1.

Fuente: Evidencia de los estudiantes.

Actividad 2: Reproduccion y Modelacion del Experimento. En esta actividad, los es-
tudiantes reprodujeron e experimento de Galileo, recolectaron datos utilizando € software
Tracker y exploraron representaciones gréficas y algebraicas generadas con ChatGPT. Todos
los grupos lograron predecir correctamente la distancia recorrida en un tiempo especifico,
utilizando las funciones cuadréticas generadas. Este logro reflgja un avance significativo en la
comprension del fendmeno y en la capacidad de los estudiantes de aplicar model os matemati-
cos a andlisis del movimiento (ver Figura 3).

Figura 3-Resultados de la experimentacion de la situacion de aprendizaje.

Fuente: Evidencia de los estudiantes.

Respecto ala utilidad de las representaciones, cuatro grupos destacaron que las gréficas
facilitaron su comprension del experimento, debido a su claridad visual y su capacidad para
representar tendencias. Otros dos grupos sefialaron que la representacion algebraica les per-
miti6 calcular de manera precisa valores especificos, lo cual demuestra una transicion hacia
un pensamiento més analitico. Un grupo indicé que ambas representaciones (graficay alge-
braica) son complementarias, mostrando una integraciéon méas completa de las herramientas
matematicas (ver Figura 4).
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Figura 4-Respuestas de los estudiantes a la actividad 2.

Fuente: Evidencia de los estudiantes.

Actividad 3: Relacién entre Velocidad y Derivada. En esta etapa, los estudiantes abor-
daron € concepto de velocidad instantdnea como derivada de la posicion respecto al tiempo.
A través del célculo de velocidades promedio en intervalos cada vez mds pequefios, los estu-
diantes se aproximaron al concepto de limite y derivada. Sin embargo, surgieron dificultades
en la conexion entre las graficas y la interpretacion conceptual. Aunque todos los grupos re-
conocieron que la velocidad aumenta con € tiempo, algunos tuvieron problemas para asociar
lavelocidad instantanea con la pendiente de la tangente en la gréfica de posicion-tiempo.

Las respuestas a la pregunta sobre como se representa la velocidad instantdnea mostraron
que cuatro grupos entendieron correctamente que, en la gréfica de posicion-tiempo, la tangente
representa la velocidad en un punto dado. Sin embargo, otros grupos ofrecieron respuestas impreci-
sas, por gemplo, identificar la velocidad instantanea Uinicamente como un valor numérico o repre-
sentarla como una recta completa en lugar de una tangente (ver Figura 5).
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Figura 5-Respuestas de los estudiantes a la actividad 3.

Fuente: Evidencia de los estudiantes.

Actividad 4: Conceptualizacion de la Derivada. La dltima actividad se centr6 en la de-
finicién del concepto de derivada, basada en las experiencias previas y € uso del modelo del
plano inclinado. Las respuestas de los estudiantes reflejan diferentes niveles de comprension.
Asf, dos grupos definieron la derivada como la tasa de cambio, mientras que otros dos la aso-
ciaron con la pendiente de la tangente a una curva. Estas respuestas demuestran una compren-
sion adecuada del concepto desde perspectivas clave: cambio instantaneo y representacion
gréfica (ver Figura6).

Figura 6-Respuestas del grupo de interés a la actividad 4.

Fuente: Evidencia de los estudiantes.

Sin embargo, otros grupos ofrecieron definiciones menos precisas o desconectadas
del fendmeno estudiado. Por gemplo, un grupo describié la derivada como “los puntos de la
variable en la grifica”, mientras que otro la consideré “un conjunto de herramientas mate-
mdticas”. Aunque estas respuestas muestran una interpretacién parcial, también reflejan una
dificultad paraintegrar las experiencias practicas con los conceptos abstractos (ver Figura 7).
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Figura 7-Respuestas de los estudiantes a la actividad 4.

Fuente: Evidencia de los estudiantes.

Los resultados obtenidos de la implementacién de la situacién de aprendizaje reflejan
avances significativos en la comprension de conceptos matematicos y fisicos por parte de los
estudiantes, aunque también evidencian desafios conceptuales. A través de las cuatro acti-
vidades, los estudiantes fueron capaces de conectar fendmenos fisicos con representaciones
matematicas, utilizando herramientas tecnoldgicas para modelar, analizar y predecir resulta-
dos. Sin embargo, las dificultades observadas —como la confusién en la interpretacion de re-
laciones cuadréticas, la representacion de la velocidad instantanea y la conceptualizacion de la
derivada— indican que atin es necesario fortalecer la integracién entre las experiencias prac-
ticas y los conceptos tedricos. Estos hallazgos destacan e potencial de las estrategias de mo-
delacién para promover un aprendizgje significativo, al tiempo que subrayan laimportancia de
guiar y acompafiar a los estudiantes en la transicion hacia una comprension méas profunda de
las mateméticas aplicadas.

4.2 Andlisis de la situacion de aprendizaje con base en el ciclo de modelacién
propuesto por Borromeo (2010)

El andlisis de la situacion de aprendizge se realiza considerando las tareas completadas
por un equipo de trabgo que llevo a cabo las actividades 1, 2 y 3 en su totalidad, junto con la
Ultima pregunta de la actividad 4. Este andlisis se fundamenta en € ciclo de modelacion de
Borromeo (2010), presentado en la Figura 1. A partir de las respuestas de los estudiantes y las
observaciones realizadas, se mapean estas fases en € desarrollo de cada actividad, con € fin
de ofrecer una perspectivaintegral del ciclo de modelacién como marco tedrico para la ense-
flanza de conceptos matematicos aplicados.

Durante la Actividad 1, los estudiantes transitaron desde una situacion real, represen-
tada por € contexto histérico del experimento de Galileo en € plano inclinado, hacia una re-
presentacion mental de la situacion, donde imaginaron como las variables distancia y tiempo
interactUan con € fendmeno. Este proceso inicial es consistente con la primera fase del ciclo
de modelacion de Borromeo (2010), en € que los estudiantes comienzan a construir una com-
prension conceptual del problema basada en sus conocimientos previos y las instrucciones
proporcionadas.
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A medida que se entregd nueva informacién y se plantearon preguntas guiadas, los
estudiantes oscilaron entre la representacion mental y la construccion de un modelo real sm-
plificado, como la idea de un plano inclinado con caracteristicas esenciales. Segtin Borromeo
(2010), este tipo de iteraciones son clave en la fase de smplificacion y estructuracion, ya que
permiten a los estudiantes identificar los elementos relevantes del problemay omitir los irre-
levantes, lo que facilita la transicién hacia un modelo que capture la esencia del fenébmeno sin
perder su aplicabilidad.

En las respuestas finales de esta actividad, los estudiantes lograron transitar desde el
modelo real hacia un modelo matematico, representando gréaficamente y mediante funciones
la relacion entre la distancia recorrida y e tiempo transcurrido. Este paso marca € inicio de
la formalizacién del problema en términos matematicos, y corresponde a la matematizacion
en el ciclo de Borromeo (2010). Aunque algunos estudiantes mostraron confusiones al inter-
pretar la proporcionalidad cuadrética como lineal 0 exponencial, estas respuestas iniciales son
esperables dentro del proceso iterativo de modelacion, donde las ideas se refinan a través del
trabgjo matemético y la validacién en fases posteriores (ver Figura 8).

Figura 8-Analisis actividad 1 con base en ciclo de modelacién de Borromeo
(2010).

Fuente: Adaptado de Borromeo (2010, p. 104).

Parala actividad 2, los estudiantes transitaron desde una situacion real hacia resultados
reales a través de la experimentacion directa 'y la recoleccion de datos utilizando € software
Tracker. Este proceso es un gemplo claro de cémo, segin Borromeo (2010), la modelacion
matematica no sigue un proceso estrictamente lineal, sino que implica interacciones dinami-
cas entre diferentes fases ddl ciclo, permitiendo a los estudiantes construir y gustar su com-
prension del fendbmeno en tiempo real.

Gracias a usode ChatGPT, los estudiantes lograron avanzar desde los resultados reales
hacia la construccion de un modelo matemético, traduciendo los datos experimentales en repre-
sentaciones algebraicas y gréficas. Esta etapa reflga la importancia de la matematizacion en €
ciclo de modéacion, que, seglin Borromeo (2010), permite conectar € fendmeno observado con
estructuras matematicas formales que lo describen. Al generar resultados matematicos a partir
de este modelo, los estudiantes realizaron interpretaciones de estos resultados, proceso que, de
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acuerdo con la autora, es fundamental para cerrar e ciclo al traducir las abstracciones mate-
madticas nuevamente en informacion relevante sobre la realidad estudiada (ver Figura 9).

De formaiterativa, los estudiantes utilizaron las representaciones proporcionadas por la
IA para crear nuevas representaciones mentales y ajustar sus modelos reales, lo que ejempli-
fica el carécter no lineal y reiterativo del ciclo de modelacion descrito por Borromeo (2010).
Este enfoque les permiti6 refinar su comprension del fenébmeno y avanzar hacia una represen-
tacion mas completa 'y coherente del mismo, lo cual destaca € rol central de las herramientas
tecnolégicas en la exploracion y validacion de conceptos matemaéticos aplicados.

Figura 9-Analisis de la actividad 2 con base en el ciclo de modelacién de
Borromeo (2010).

Fuente: Adaptado de Borromeo (2010, p. 104).

Para la actividad 3, los estudiantes trabgjaron a partir de modelos mateméticos previa-
mente generados y resultados mateméticos iniciales, los cuales interpretaron y gustaron para
desarrollar una nueva representacion mental y un modelo real mas refinado del fenébmeno
estudiado. Este proceso es consistente con € ciclo de modelacién de Borromeo (2010), quien
destaca la naturaleza iterativay no lineal de la modelacidn, en la que los estudiantes revisan y
reestructuran sus modelos conforme obtienen nuevos datos o resultados.

En esta actividad, los estudiantes transitaron nuevamente por las fases de matematiza-
cioén, trabgo matemético e interpretacion, utilizando herramientas como ChatGPT para apo-
yar sus célculos y andlisis. La matematizacion permitié a los estudiantes traducir el modelo
real gustado a términos matematicos, y su andlisis se vio facilitado a partir de funciones y
gréficas. Segiin Borromeo (2010), esta fase es crucial porque conecta directamente el fend-
meno observado con € lengugie matemético formal, y habilita € desarrollo de inferencias y
predicciones (ver figura 10).

El trabgo matemético realizado con los model os generados les permitid a los estudian-
tes derivar resultados mateméticos mas detallados, como velocidades promedio e instanta-
neas. Estos resultados fueron interpretados para extraer conclusiones significativas sobre la
relacion entre tiempo y velocidad, y gemplifican la transicion desde los resultados mateméa
ticos a los reales, fase central en e ciclo de modelacion segiin Borromeo (2010), como se ha
mencionado. Finalmente, los estudiantes validaron sus interpretaciones al compararlas con €
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fendmeno fisico representado, regresando asi a los resultados reales en un esfuerzo por alinear
sus modelos con larealidad observada.

Este andlisis demuestra como los estudiantes no solo aplicaron, sino que también re-
configuraron sus representaciones mentales y modelos en respuesta a los datos obtenidos y las
herramientas tecnoldgicas utilizadas. Se evidencia, por tanto, la flexibilidad y adaptabilidad
inherentes al ciclo de modelacion propuesto por Borromeo (2010).

Figura 10-Anadlisis de la actividad 3 con base en el ciclo de modelaciéon de
Borromeo (2010).

Fuente: Adaptado de Borromeo (2010, p. 104).

Para responder la pregunta final de la actividad 4, los estudiantes recurrieron tanto a
resultados mateméticos como a resultados reales para construir una representacion mental del
concepto de derivada. Este proceso ilustra la transicion desde representaciones formales hacia
una comprensién conceptual mas abstracta, y se alinea con la fase de interpretacion descrita
en d ciclo de modelacion de Borromeo (2010) (ver Figura 11).

La derivada —presentada como la tasa de cambio o la pendiente de la tangente— per-
miti6é a los estudiantes establecer conexiones significativas entre los datos recolectados, los
modelos matematicos trabagados previamente y las propiedades de movimiento en € plano
inclinado. Segin Borromeo (2010), la interpretacién es una fase critica porque traduce los
resultados obtenidos en ideas concretas y aplicables, de manera que fomenta una comprension
mas profunda de los conceptos mateméticos.

Ademds, este proceso llevd a los estudiantes a validar su comprension, mediante el
contraste de sus representaciones mentales con los fendmenos fisicos y las herramientas tec-
noldgicas empleadas. Esta fase de validacion, tal como sefiala Borromeo (2010), es clave para
garantizar que las abstracciones matematicas sean coherentes con la realidad estudiada, pues
cierra € ciclo de modelacion. En este caso, los estudiantes no solo utilizaron los resultados
previos para definir la derivada, sino que también consolidaron su significado en € contexto
del experimento, integrando teoriay practicaen su aprendizge.
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Figura 11-Analisis de actividad 4 con base en el ciclo de modelacién de
Borromeo (2010).

Fuente: Adaptado de Borromeo (2010, p. 104).

En sintesis, las cuatro actividades disefiadas en la situacion de aprendizgje reflgan una
implementacion integral del ciclo de modelacion de Borromeo (2010), destacando la interac-
cion dinamica entre las diferentes fases y transiciones del proceso. Desde la comprension
inicial de la tarea, basada en € contexto histérico del plano inclinado de Galileo, hasta la
conceptualizacion abstracta de la derivada, los estudiantes transitaron por fases de simplifi-
cacion, matematizacion, trabgjo matematico, interpretacion y validacion. Estas actividades
no solo permitieron a los estudiantes conectar fendmenos fisicos con modelos mateméticos,
sino también iterar y refinar sus representaciones mentales y reales a medida que avanzaban
en el andlisis. Segin Borromeo (2010), este cardcter no lineal y reiterativo es fundamental
para fomentar una comprension profunda, ya que permite a los estudiantes construir y gustar
continuamente sus modelos a través de la integracion de la teoria matemética con aplicacio-
nes practicas y herramientas tecnolégicas. De este modo, € ciclo de modelacién se conso-
lidé como un marco tedrico eficaz para guiar y evaluar € aprendizge en contextos reales y
experimentales.

4.3 Andlisis de la situacion de aprendizaje con base en la superacion de
obstaculos y la incorporacion de la IAG como herramienta del pensamiento
computacional.

Sobre la superacién de obstdculos. La experiencia de modelacién matemadtica combina-
da con la integracion de la IAG permiti6 a los estudiantes superar diversos obstdculos concep-
tuales asociados a la derivada, abordando su aprendizae desde enfoques intuitivos, visuales
y analiticos. Uno de los aspectos més destacados fue € uso de representaciones gréaficas para
facilitar la comprension de la relacion entre distanciay tiempo. Por g emplo, en la actividad 2
los estudiantes utilizaron la herramienta Tracker para generar una gréfica que evidencié una
relacion cuadrética entre ambas variables.

Esta representacion grafica permitié observar de manera visual la tasa de cambio y
ayudo, asi, a superar barreras iniciales de abstraccion. Un estudiante destacd que “la represen-
tacion gréfica permite una clara representacion de los datos, siendo mas facil de entender y
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comprender”, comentario que evidencia como la visualizacién gréfica apoy6 la construccion
de un entendimiento més intuitivo (ver Figura3y 12).

Figura 12-Respuestas del grupo de interés a la actividad 2.

Fuente: Evidencia de los estudiantes.

En la actividad 3, la IAG desempefi6 un papel crucial al facilitar la conexién entre la
derivada y la pendiente de la tangente en un punto especifico. Los estudiantes utilizaron Chat-
GPT para calcular la pendiente en diferentes puntos de una curva, y lograron asociarla correc-
tamente con la velocidad instantanea. Este andlisis permitid superar obstaculos relacionados
con la interpretacion grafica'y matematica de la derivada, conectando la abstraccidn tedrica
con aplicaciones practicas (ver Figura 13).

Figura 13-Respuestas del grupo de interés a la actividad 3, pregunta 3.

Fuente: Evidencia de los estudiantes.

Como gemplo, un estudiante explicod que “en la cuadrética parabdlica la tangente re-
presenta la velocidad instantanea, y en la grafica de velocidad la tangente la aceleracion cons-
tante”; otra evidencia de como las herramientas tecnoldgicas facilitaron la transicién entre las
diferentes representaciones de la derivada (ver Figura 14).
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Figura 14-Respuestas del grupo de interés a la actividad 3, pregunta d.

Fuente: Evidencia de los estudiantes.

Otro avance significativo fue la interpretacion de resultados matematicos complejos,
como € calculo dd [imite en intervalos cada vez menores, también realizado en la actividad
3. Este gercicio permitié a los estudiantes comprender como la velocidad promedio se trans-
forma en velocidad instantanea, un paso critico para entender e concepto de derivada. Con la
guia de ChatGPT lograron conectar € andlisis matematico con e fenémeno fisico y describir
que “representa la velocidad instantdnea”. Esto evidencia como la interaccién con la IAG
ayudo a superar la desconexion entre e lenguaje matemético y su aplicacion en € mundo real.

Finalmente, en la definicién del concepto de derivada, la actividad 4 evidencié que los
estudiantes lograron integrar elementos clave tales como € limite, la tangente, la aceleracion
y € tiempo; esta consolidacion de saberes conllevé a una comprension mas holistica del tema.
En su respuesta final, un estudiante sefial6 que “la derivada, al asociarlas por g emplo, con una
tangente, seria @ conjunto de elementos que permita unir los elementos vistos en e experi-
mento de Galileo”. Esta definicion refleja cémo la IAG permitié superar obstdculos iniciales
en laabstraccion del concepto al fomentar la conexion entre las representaciones visuales, ma-
tematicas y fenomenolégicas (ver Figura 6).

En conjunto, estas evidencias muestran cdmo la experiencia de modelacién y la incor-
poracion de la IAG permitieron superar barreras conceptuales, y promovieron un aprendizaje
significativo y préactico de la derivada. No obstante, el uso estratégico de estas herramientas
resulta clave para evitar una dependencia excesivay fomentar € pensamiento critico en € pro-
ceso de aprendizage.

Incorporacién de la IAG como herramienta del PC. La integraciéon de la IAG en la
situacion de aprendizaje no solo facilito la superacion de obstaculos conceptuales, sino que
también actu6 como una herramienta clave para desarrollar habilidades propias del PC. Este
enfoque estructurado permitio a los estudiantes abordar problemas complegos relacionados
con la derivada a través de procesos como la abstraccion, la identificacion de patronesy €
disefio de algoritmos. Herramientas como ChatGPT, al procesar y contextualizar las respues-
tas en tiempo real, proporcionaron una plataforma adaptativa que fomento la transicion entre
representaciones gréaficas, tabulares y algebraicas. Esto no solo mejoré la comprension de
conceptos abstractos, como la pendiente de la tangente y € limite, sino que también alentd
a los estudiantes a conectar estas representaciones con fendmenos fisicos observados en €
experimento.

El uso de la IAG reforzé las competencias del PC al facilitar la formulacion de pregun-
tas especificas mediante estrategias de prompt engineering, proceso que Curi et al. (2024)
seflalan como esencial para optimizar la interaccién con herramientas generativas. Los estu-
diantes aprendieron a estructurar instrucciones claras y precisas para obtener respuestas que
les ayudaran aresolver problemas de manera eficiente, o que foment6 habilidades de descom-
posicién y anticipacién de resultados. Ademads, la IAG ampli6 el alcance del PC al permitir a
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los estudiantes experimentar con multiples representaciones del concepto de derivada, adap-
tadas a sus necesidades. Esto es especial mente relevante en e aprendizaje de conceptos mate-
maticos complegos, donde la visualizacion y la personalizacion de explicaciones desempefian
un papel crucial.

En este contexto, la IAG se posiciona como una herramienta educativa que no solo
proporciona soluciones inmediatas, sino que también promueve € desarrollo de competencias
del siglo XXI, como el andlisis critico y la resolucién creativa de problemas. Sin embargo, su
implementacion requiere un enfogque estratégico que equilibre su uso con actividades que fo-
menten la reflexion y € pensamiento autonomo. Este equilibrio es necesario para garantizar
que los estudiantes no solo dependan de las respuestas generadas, sino que también interio-
ricen los procesos detrds de ellas. En sintesis, la IAG, cuando se integra de manera reflexiva
y estructurada, actlia como un puente entre la tecnologiay € PC que potencia e aprendizge
significativo y adaptado alos retos del mundo digital actual.

5. CONCLUSIONES / REFLEXIONES / CONSIDERACIONES FINALES

Disefio de una situacion de aprendizaje innovadora. La situacién de aprendizaje
disefiada demostré ser efectiva para abordar los desafios conceptuales y operativos asociados
al aprendizge de la derivada. Basada en e experimento del plano inclinado de Galileo, esta
propuesta permitié a los estudiantes transitar por diversas representaciones —gréficas, tabula-
res y algebraicas— mientras conectaban fendmenos fisicos con conceptos matematicos clave,
como latasa de cambio y la pendiente de la tangente. Este enfoque no solo superd las limita-
ciones dedl curriculo tradicional, enfocado en procedimientos algoritmicos, sino que también
promovid una comprension mas significativay contextualizada del concepto de derivada.

Impacto de la implementacién en € aprendizaje de los estudiantes. La implemen-
tacion de la situacion de aprendizgje revel6 avances significativos en la comprension de los
conceptos asociados a la derivada. Los estudiantes lograron interpretar y analizar la relacion
cuadrética entre distancia y tiempo, comprender la derivada como velocidad instantanea y
consolidar su significado como tasa de cambio. Sin embargo, también surgieron desafios en
la conexion entre representaciones graficas y analiticas, 1o que subraya la necesidad de seguir
fortaleciendo estas transiciones en futuros disefios pedagdgicos.

LalAG como herramienta para superar obstaculos conceptuales. La integracion de
herramientas de IAG, como ChatGPT, fue clave para superar barreras relacionadas con la abs-
traccion y la transicion entre diferentes representaciones matematicas. La TAG permiti6 a los
estudiantes visualizar conceptos complgos, recibir retroalimentacion inmediata y construir
representaciones personalizadas. Esto facilitd la comprensién de elementos abstractos, como
e limite y la pendiente de la tangente, lo cual favorecié una aproximacion més précticay di-
namicaal aprendizgje de laderivada

Desarrollo de competencias del pensamiento computacional. El uso de la IAG no
solo enriquecio € aprendizaje matematico, sino que también potencié habilidades clave del
PC, como la abstraccion, la identificacion de patrones y la formulacion de algoritmos me-
diante estrategias de prompt engineering. Esto permitié a los estudiantes abordar problemas
complejos con mayor autonomia y eficacia, y evidenci6 el potencial de la IAG como una he-
rramienta educativa que fomenta competencias del siglo XXI.

Retos y oportunidades para futuras investigaciones. Si bien los resultados reflejan
un impacto positivo en el aprendizaje, se identificé el riesgo de dependencia hacia la IAG,
lo que podria limitar € desarrollo del pensamiento critico y la autonomia de los estudiantes.
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Esto resalta la importancia de disefiar estrategias pedagégicas que equilibren € uso de herra-
mientas tecnoldgicas con actividades que promuevan lareflexion, la autoevaluacion y € andli-
siscritico.
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RESUMEN

Seandlizan y caracterizan procesos mateméticos en practicas realizadas por estudiantes del profesorado en Matemé&
ticay FisicadelaUniversdad Nacional del Chaco Austral de Presidencia Roque Séenz Pefia, Chaco, Argentina. El
marco tedrico adoptado es la “Teoria de las Configuraciones Didécticas” perteneciente al Enfoque Ontosemi6tico
del Conocimiento y la Instruccion Matemética. Se elabord un programa de investigacion de tipo cuasiexperimental,
con un disefio transeccional descriptivo, desarrollando un estudio de casos e indagando sobre procesos mateméticos
a momento de resolver problemas al gebrai cos con ecuaciones de primer grado con unaincdgnita, asi como sistemas
lineales de dos ecuaciones con dos incdgnitas. Se siguieron |os pasos principales de lainvestigacion basada en dise-
fio. Se confecciond un instrumento deindagacidn, congtituido por cinco situaciones-problemay seredizo un andisis
a priori del mismo, empleando como herramienta la “configuracion ontosemidtica de préacticas, objetos y procesos”.
También, se andizaron las précticas de los estudiantes a quienes se les suministré e instrumento, por medio de la
herramienta mencionada.

Palabras clave: procesos matemédticos, resolucion de ecuaciones lineales, resolucion de sistemas lineales,
configuracién ontosemidtica, practicas matemadticas.

ABSTRACT

Mathematical processes are analyzed and characterized within practices carried out by students from the Mathema-

ticsand Physics Teacher Training Program at the Nationa University of Chaco Austral, located in PresidenciaRoque

Séenz Pefia, Chaco, Argentina. The theoretical framework adopted is the “Theory of Didactic Configurations,” which

belongs to the Ontosemiotic Approach to Mathematical Knowledge and Instruction. A quasi-experimental research
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program was devel oped with a descriptive cross-sectiona design, involving a case study and focusing on mathema:
tical processes during the resolution of algebraic problems involving first-degree equations with one unknown, as
well as systems of two linear equationswith two unknowns. The main steps of design-based research were followed.
An inquiry instrument was developed, consisting of five problem-solving situations, and a priori analysis was con-
ducted using the “ontosemiotic configuration of practices, objects, and processes” as an analytical tool. Furthermore,
the students’ practices—after being given the instrument—were a so analyzed using the sametool.

Keywords: mathematical processes, solving linear equations, solving linear systems, ontosemiotic configura-
tion of practices, objects and processes, mathematical practices.

1. INTRODUCCION

Este trabajo forma parte de una tesis doctoral, la cual se centra en el estudio de los pro-
cesos matematicos desarrollados por estudiantes/ingresantes a las diferentes carreras de grado
delaUniversidad Nacional del Chaco Austral (UNCAUS).

Exponemos aqui los resultados de una prueba piloto realizada con cinco estudiantes de
4° afio de las carreras de los profesorados en Mateméticay en Fisica, con € fin de evaluar €
instrumento de recoleccion de informacion y estudiar los resultados obtenidos, tanto de los
procesos matematicos que quedan al descubierto como del funcionamiento del propio instru-
mento. Se desarroll6 una investigacion cualitativa, a través de un estudio de casos, empleando
los pasos de la investigacion basada en disefio (IBD), para identificar y caracterizar procesos
mateméticos.

Existe una dificultad marcada en alumnos de diferentes instituciones educativas en la
resolucién de problemas algebraicos. Las estadisticas y resultados de evaluaciones sobre la
enseflanza de las matemadticas (Direcciéon Nacional de Evaluacién, Informacion y Estadistica
Educativa, 2022; NCTM, 2000; NCTM, 2002) indican que la resolucion de problemas mate-
maticos y los procedimientos resolutorios son focos de conflicto preocupantes en los niveles
medio y superior. A partir de las evidentes dificultades, vemos necesario profundizar sobre
los procesos mateméticos implicados en la resolucion de problemas, lo cual puede contribuir a
la mejora educativa.

En este sentido, el enfoque ontosemidtico (EOS) sefiala la existencia de objetos y pro-
cesos matematicos (Font et al., 2008). El andlisis de la resolucién de problemas algebraicos
desde dicho enfoque nos permitira evidenciar aquellos procesos que se presentan en la resolu-
cién de una situacion-problema.

En este trabajo se utiliz6 la herramienta denominada configuracién ontosemidtica de
précticas, objetos y procesos para analizar las précticas de los estudiantes.

Por lo tanto, se planted € problema de investigacion de la siguiente manera: ¢Qué/
cuales procesos matematicos elaboran los estudiantes de los profesorados en Matemética y
Fisica de la Universidad Nacional del Chaco Austral (UNCAus), al momento de resolver pro-
blemas algebraicos?

El objetivo perseguido se dirige a identificar y caracterizar tales procesos desde el EOS.

2. ELEMENTOS TEORICOS

El EOS es un sistema tedrico que articula diferentes modelos en la educacién mate-
mdtica. Este modelo epistémico y cognitivo resignifica constructos como objeto matematico,
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significado y comprension, y destaca los procesos de comunicacion, interpretacion y variedad
de objetos en las précticas matemadticas.

El EOS combina elementos ontoldgicos y semidticos para analizar y comprender los
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matemadticas. Se centra en como los significados
matematicos se construyen y se comunican en e aula, tanto desde lo que se espera que apren-
dan institucionalmente, como desde |o que pueden construir de manera personal (Espinoza,
2020; Godino, 2022).

Para el EOS existen objetos primarios y objetos a los que denominaremos secundarios
(Godino et al., 2009; Godino et al., 2020; Godino, 2024). Los objetos primarios son situa-
ciones-problema, elementos linglisticos, conceptos, procedimientos, proposiciones y argu-
mentos. De ellos surgen o se encuentran apareados procesos primarios como los siguientes:
problematizacion, comunicacidn, definicion, algoritmizacion, enunciacion y argumentacion.

Los objetos secundarios se presentan de manera dual: personal/institucional, ostensivo/
no ostensivo, expresién/contenido, extensivo/intensivo, unitario/sistémico. De ellos surgen o
se encuentran apareados procesos secundarios de personalizacion/institucionalizacion, ma-
terializacion/idealizacion, representacion/significacion, particularizacion/generalizacion y
unitari zacion/descomposicidn.

Los objetos primarios pueden ser analizados o contemplados desde las cinco dua-
lidades presentadas antes, a modo de andlisis complementario y con € fin de obtener un
despliegue profundo de la actividad matemética al momento del desarrollo de una préctica
matemética (Godino et al., 2009; Godino, 2024). Es decir, las dualidades son atributos contex-
tuales aplicables a los distintos objetos primarios.

Para este trabajo se utilizé la herramienta “configuracién ontosemidtica de practicas,
objetos y procesos” para realizar un andlisis microscépico de la complejidad de la actividad
matematica; o sea, de las préacticas matematicas de estudiantes al momento de resolver situa-
ciones-problemas. Llamaremos configuracion ontosemidtica epistémica al analisis a priori
realizado por € investigador como referencia para posteriores estudios de préacticas de alum-
nos. Mientras que llamaremos configuracidn ontosemidtica cognitiva, al analisis de las prac-
ticas de los estudiantes (Burgos et al., 2021; Godino et al., 2020; Font et al., 2010).

21 Objetos/procesos primarios

Los objetos matematicos primarios surgen o son emergentes de los sistemas de prac-
ticas como fendmeno complejo, a modo de objetos emergentes de las practicas matemadticas.
En un primer nivel de andlisis propuesto por el EOS, surgen objetos matemdticos observables
denominados primarios. Segtin Godino et al. (20099 y Aké, (2014) los objetos primarios son
los siguientes:

e Stuaciones-problema: son situaciones mateméticas, problemas, aplicaciones extra-
-matematicas o intra-matemadticas, tareas, actividades y ejercicios que inducen a la
actividad matemética

e Elementos linguisticos como términos y expresiones mateméticas, notaciones, repre-

sentaciones graficas en sus diferentes tipos de registro como € escrito, € oral, € ges-
tual, etc.
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e Conceptos entidades mateméticas para las cuales se puede formular una definicién.
Son introducidos a través de descripciones. Ejemplos: recta, punto, ecuacion, funcion,
etc.

e Procedimientos: técnicas de calculo como algoritmos y operaciones. Son aquellos
pasos por seguir para resolver un problema matematico; es el proceder de un re-
solutor para lograr su fin, sobre la base de ciertos argumentos que avalan dichos
procedimientos.

»  Proposiciones son enunciados matematicos o sobre conceptos, que necesitan ser vali-
dados. Son propuestas de resolucion que necesitan ser demostradas.

e Argumentos enunciados utilizados paravalidar o explicar las proposicionesy procedi-
mientos, las deducciones, inducciones u otros.

Si consideramos como ejemplo plantear y resolver un sistema de ecuaciones lineales
con dos incégnitas, entonces aparecen conceptos, procedimientos y proposiciones, los cuales
pueden generar argumentos, en el contexto del lenguaje matemadtico correspondiente, todo lo
cual se enfoca en la resolucién de un problema. Existe una determinada configuracién (rela
ciones interconectadas) entre dichos objetos primarios, como lo representa la Figura 1.

Figura 1 - Configuracién de objetos primarios.

Fuente: Font, et al. (2010).

En e caso concreto del andlisis de la resolucidn de un problema (intra o extramatemé&
tico), estos seis objetos primarios se interrelacionan y forman configuraciones epistémicas o
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cognitivas que se construyen a partir del planteamiento y resolucion de una situacién-proble-
ma (Godino et al., 2009).

2.2 Objetos/procesos secundarios

La realidad actual nos muestra que la investigacién en educacion matemética y los
curriculos oficiales advierten tres caracteristicas interesantes. @ existe una diversidad de
conceptualizaciones del término proceso matemético, b) un determinado proceso puede ser
descompuesto en otros procesos més simples o basicos, y ¢) existe una diversidad de procesos
y términos para nombrarlos (Font y Rubio, 2017).

A pesar de la diversidad de conceptualizaciones del término, en el marco tedrico del EOS

se considera que un proceso mateméatico es lo que podemosinferir que ha cau-
sado una cierta respuesta a una demanda dada. Es una secuencia de acciones que es
activada o desarrollada, durante un cierto tiempo, para conseguir un objetivo, gene-
ralmente una respuesta (salida) ante la propuesta de una tarea matematica (entrada).
(Font y Rubio, 2017 p.2)

Por lo tanto, los objetos matemadticos pueden ser analizados o contemplados mediante
ciertas dimensiones duales que intervienen en las practicas, a modo de procesos considerados
para el EOS como relevantes para la actividad matematica (Espinoza, 2020; Gallo et al., 2017,
Font et al., 2010; Godino et al., 2009; Godino, 2024). Estos objetos, a los que denominamos
secundarios, generan procesos secundarios que se describen a continuacion.

e Personal - Institucional: el EOS atribuye a las practicas matemadticas un doble ca-
récter, esto es, personal (o individual) e institucional (o social). Es decir, pueden ser
propias de un individuo o compartidas en € seno de una comunidad de préctica. Las
personas estdn sujetas a formas de practicas matemadticas, compartidas y provenientes
de las comunidades a las que pertenecen. A su vez, los individuos aportan alas insti-
tuciones propuestas particulares y creativas, maneras de hacer matematica creadas por
dichas personas. Es asi como se articulan las dimensiones psicoldgica o cognitiva con
la epistemoldgica o socioldgica. Hablamos de objetos personales cuando los sistemas
de précticas son especificos de una persona, e ingtitucionales cuando son compartidos
en el seno de una institucion. Los procesos que aparecen aqui, como dualidad, son la
personalizacion y lainstitucionalizacion.

e Ostensivo - No ostensivo: son objetos ostensivos cuando son publicos y pueden ser
mostrados a otros, o sea, elementos concretos; por ejemplo, gestos, notaciones, sim-
bolos, representaciones graficas, diagramas, bloques o figuras geométricas, artefactos
materiales, objetos reales o concretos. Se trata de objetos matemadticos que son per-
ceptibles y materiales, por o que pueden ser observados y manipulados de manera
directa. La funcién de los objetos ostensivos es permitir a los estudiantes interactuar
directamente con el objeto matemadtico, lo que facilita su comprensién mediante la
percepcién sensorial. En cambio, son no ostensivos aquellos objetos considerados
como constructos o creaciones discursivas de la actividad humana y no perceptibles
por si mismos, considerados ideales o mentales; es decir, aquellos pensados o imagi-
nados por alguien. Por ejemplo, las ideas de nimero, funciones, teoremas, conceptos,
proposiciones, procedimientos, argumentos, relaciones mateméticas, todas las cuales
se comprenden mediante € razonamiento y la l6gica, pero no se pueden observar
fisicamente. Un objeto ostensivo es usado para representar o visualizar un objeto no
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ostensivo. Por lo tanto, los objetos no ostensivos requieren de un determinado nivel de
abstraccién para su comprension, para lo cual recibe la ayuda de los objetos ostensivos.
La creacion de objetos no ostensivos da lugar al proceso de idealizacion, y la creacion
de objetos ostensivos que materializan los no ostensivos da lugar al proceso de mate-
rializacion. Los procesos que aparecen aqui -como dualidad- son la materializacion y
laidealizacion.

e Expresion - Contenido: estan vinculadas con las correspondencias o relaciones de de-
pendencia existentes entre e antecedente (0 significante) y € consecuente (o significa-
do), dadas por una persona o institucion. Es la expresion concreta a través de simbolos
y su correspondencia con € contenido o significado de dicha expresion. La expresion
hace referencia a la forma de representacion mediante simbolos de los diferentes ob-
jetos matematicos. La funcién que cumple la expresion es permitir la visualizacién y
manipulacién de conceptos matematicos. Por ejemplo, una funcién matematica puede
ser expresada mediante una ecuacion, un grafico o una tabla de valores numéricos. El
contenido hace referencia al significado o ala comprension que una persona desarrolla
sobre un objeto matemadtico. Como tal, es el resultado del proceso cognitivo que per-
mite a dicha persona relacionar las diferentes expresiones de un objeto matematico con
sus conocimientos previos y experiencias. Un ejemplo puede ser el de la funcién ()
= X2, expresion cuyo significado puede implicar la relacion cuadrética entre variables
independiente y dependiente, 0 € comportamiento de un pardmetro en un problema
particular de aplicacién (contenido). Otro ejemplo puede ser la ecuacién 2X + 3 = 7,
expresion de la que se puede deducir que debe encontrase un valor numérico que sa-
tisfaga la igualdad, 1o que implica comprender € concepto de solucién de ecuaciones
(contenido). Los procesos que aparecen aqui, como dualidad, son la representacion y
lasignificacion.

* Extensivo - Intensivo: @ momento de realizar un andlisis de la actividad matemética,
€S necesario tener en cuenta ciertos procesos como los de particularizacion y genera-
lizacién. Las dimensiones duales extensivo e intensivo (o ejemplar y tipo) refiere a un
caso particular y su correspondiente expresion general que representa a todos los casos
particulares considerados. Por ejemplo, una funcién lineal como y = x + 3 (extensivo) y
su formageneral dey = ax + b (intensivo). O sea, es extensivo un ejemplo particular de
una clase generalizada (intensivo) de ese ejemplo. El proceso de generalizacion se basa
en identificar un patrén o una regularidad sobre la base de ciertos casos particulares.
Por su parte, € proceso de particularizacion consiste en identificar, indicar o mostrar
casos particulares que pertenecen a un determinado patrén. L os procesos que aparecen
aqui, como dualidad, son la particularizaciony la generalizacion.

e Unitario — Sistémico: un objeto matematico puede ser considerado de manera ele-
mental o unitaria, sin la consideracion de las relaciones con otros, sin embargo, para
ciertos fines, puede estudiarse el mismo desde el sistema de objetos en el que aparece
compuesto y estructurado. Por ejemplo, para el estudio de la adicién en cursos altos
de instruccién, el objeto matemadtico “sistema de numeracion decimal” (unidades,
decenas, centenas, etc.) es considerado como algo conocido, como una entidad unita-
ria. Es decir, no es necesario desglosarlo en entidades més elementales, sino que se
sintetiza ese objeto matemdtico para poder abordar el nuevo objeto que es la adicion.
Pero en cursos mds bajos de instruccion, el mismo sistema de numeracién decimal
necesariamente debe ser considerado de manera sistémica; debe poder descomponerse
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0 analizarse en sus elementos més simples para poder comprenderlos, estudiarlos y
aprenderlos. Tanto las configuraciones ontosemidticas como los objetos matematicos
pueden analizarse desde sus dos perspectivas. unitaria 'y sistémica, dependiendo del
tipo de estudio que se realice. La unitarizacion (también denominada reificacion) es
el proceso que realiza una sintesis a partir de toda la informacion disponible sobre
un objeto matemadtico; mientras que la descomposicion realiza el andlisis de los com-
ponentes de un sistema. Es decir, podemos considerar un problema general o global
(sistémico) que puede descomponerse en problemas elementales 0 méas smples. Luego,
los conceptos y propiedades analizados pueden ser reificados o unitarizados, o sea,
comprendidos como objetos unitarios a fin de aplicarlos a nuevos problemas. En la
practica, podemos descomponer un problema principal en sub-problemas y tratar a
estos Ultimos como una unidad para luego plantearse una mirada integral sobre e pri-
mero. Podemos decir que € proceso de unitarizacion se inicia a partir del andlisis de
una entidad matematica sistémicay que, alos fines de eficiencia operativay discursiva
(o ahorro de energia), posteriormente se lo considera como una nueva entidad unitaria,
que podriamos denominar proceso de objetivacién. Mds sencillamente, la unitariza-
cién consiste en el proceso de colecciones de objetos a un solo objeto. El proceso de
descomposicion sera € contrario al anterior. L0os procesos que aparecen aqui, como
dualidad, son launitarizacion y la descomposicion.

En la Figura 2 se visualizan las relaciones entre los objetos primarios, los objetos se-
cundariosy los procesos detallados antes, a modo de esquema 0 modelo ontosemidtico para e
andlisis de préacticas matemaéticas.

Figura 2

- Configuraciéon ontosemioética de practicas, objetos y procesos.

Fuente: CGCodino (2024).
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3. ABORDAJE METODOLOGICO

31 Paradigma de investigacion

El paradigma cualitativo en investigacion educativa se enfoca en la comprension de los
procesos educativos desde una perspectiva subjetiva y contextualizada. Se basa en la interpre-
tacion de los datos y la construccion de significados a partir de dlos, y se centraen e disefio
y exploracion de innovaciones educativas a través de la construccion de instrumentos para tal
fin (Bell, 2004; Herndndez Sampieri et al., 2006; Mufioz, 2017; Quintero Saavedra, 2016).

Dicho paradigma apunta a la comprension de los procesos educativos y a la exploracion
de las experiencias y percepciones de los individuos involucrados en estos procesos. Algunas
de las caracteristicas del paradigma cualitativo en investigacion educativa son: € enfoque sub-
jetivo, la contextualizacion, la flexibilidad ante procesos educativos y la interpretacion de los
datos. Esto se evidencio a través de la intervencion del investigador para comprender e inter-
pretar los datos recolectados durante € proceso de indagacion.

Paraidentificar y caracterizar los procesos mateméticos que los estudiantes desarrollan
al momento de resolver problemas algebraicos, son necesarios € analisis en profundidad, la
contextualizacion de las situaciones-problema, la flexibilidad ante la obtencion de respuestas
disimilesy lainterpretacion de los datos parala posterior construccion de significados.

Se trabaj6 con la poblacién de estudiantes de los profesorados en Matemdtica y Fisica
de laUNCAus. En € presente estudio se presentan resultados de cinco estudiantes. El papel
dd investigador fue de participante; es decir, realiz0 interacciones escolares con sus alumnos.
Dichas intervenciones se pudieron concretar sabiendo que la contextualizacion y la flexibili-
dad son caracteristicas de los procesos educativos, |os cuales fueron considerados en favor de
los objetivos de la investigacion.

3.2 Encuadre metodolégico

Se desarrollé una investigacion de tipo cuasi-experimental con un disefio transeccional
descriptivo, trabajando a través de un estudio de casos y desde una perspectiva etnografica,
indagando sobre procesos matematicos al momento de resolver problemas algebraicos con
ecuaciones de primer grado con una incognitay sistemas lineales de dos ecuaciones con dos
incognitas.

La investigacion basada en disefio se diferencia de la experimentacion de corte clési-
co-positivista porque se realiza en contextos reales, no en laboratorios. Se inicia con un plan
general y con materiales no necesariamente determinados de manera definitiva en susinicios,
sino que se van ajustando durante el proceso investigativo. No estd orientado a demostrar una
hipétesis, sino al desarrollo de un perfil que caracterice la practica (Kelly et al., 2008; Brown,
1992; DBRC, 2003).

Ademés, dentro de las herramientas tedricas de analisis de las practicas mateméticas
del EOS, nos centramos en la identificacion y caracterizacién de objetos y procesos matemati-
cos al momento de resolver problemas algebraicos.
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3.3 Investigacion basada en diseiio (IBD)

La IBD se presenta como cierto tipo de aproximaciones metodoldgicas cuyo objetivo es
el estudio del aprendizaje en contexto. Implica una interdependencia entre un posible disefio
instruccional que se pueda elaborar para un fin determinado, y € proceso de investigacion o
indagacion sobre la propia situacion. Lateoria, € disefio metodoldgico y la experimentacion
en un contexto escolar o aulico son componentes de un mismo camino de indagacién.

La IBD trata de distanciarse y diferenciarse de la investigacién empirica, cuantitativa
0 bésica. Mas bhien se concentra en la articulacion entre investigacion, disefio, desarrollo y
préctica, con e enfoque en la resolucion de problemas practicos y en la implicacion de todos
los actores institucionales al momento de indagar sobre una situaciéon (De Benito et al., 2016).

Segtin Molina et al. (2011), la IBD establece el desarrollo de tres fases al momento de
realizar un experimento de disefio: fase 1, preparacion del experimento; fase 2, experimenta-
cion; y fase 3, analisis retrospectivo. Se detallan a continuacion cada una de €ellas, asi como
Sus pasos correspondientes.

Lafase 1 corresponde a unainstancia previa alarealizacion del experimento. Se deben
considerar aspectos como la indagacion de los fines instruccionales (aunque estén marcados
de antemano por los disefios curriculares), los conocimientos previos de los estudiantes y sus
limitaciones, la delimitacion de la propuesta que se esta realizando, asi como todo lo que im-
plica la implementacién del experimento, y e contexto tedrico y metodoldgico en € cua se
sitla la experiencia. Esta primera fase de disefio implica pensar en todos los pasos a seguir
para indagar sobre € problema, analizar la documentacion existente, recabar informacion,
disefiar y aplicar @ instrumento de recoleccion de datos. La fase 2 corresponde a la experi-
mentacion o trabajo de campo y la fase 3 consiste en situar los datos recogidos en un contexto
tedrico mas amplio, realizar € andlisis de los datos y realizar una reconstruccion instructiva
delateoria

3.4 Trabajo de campo

Dentro de la fase 1 (preparacién del experimento), como primer paso se realizé un
andliss de toda la documentacion existente y vinculada con la ensefianza de los temas “ecua
ciones” y “sistemas de ecuaciones”, tanto en el nivel secundario como universitario. Ademds,
se indagd acerca de las metodologias de ensefianza que of icialmente se aplican en las carreras
universitarias de la UNCAus. Es decir, se realizaron los siguientes procesos.

e Lecturay analisis de los disefios curriculares: tanto del nivel secundario como de las
diferentes carreras universitarias. En general es documentacion que se encuentra dis-
ponible en las instituciones educativas, incluso al alcance viainternet en sus diferentes
sitios. Para el nivel secundario estdn disponibles los disefios curriculares jurisdicciona-
les de la provincia del Chaco. En este caso se analizaron tres orientaciones, por ser las
maés frecuentes en el dmbito educativo del nivel: orientacion en Economiay Adminis-
tracién; orientacion en Ciencias Naturales, orientacion en Informética. Se indagd sobre
la propuesta de formacion del nivel y del ciclo orientado. Para e caso de las carreras
de grado universitario, se analiz6 d disefio curricular de cada carrera que ofrece la
UNCAus.
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e Andlisis de propdsitos y objetivos instruccionales. a partir de lalectura de programas,
planificacionesy disefios curriculares.

e Analisis de las orientaciones metodoldgicas y didacticas: indagando las utiliza-
das por los docentes como intencién declarativa desde la documentacion disponible
oficialmente.

* Andlisis de programas y planificaciones: tanto del ultimo afio del nivel secundario
como del primer afio universitario. Se analizaron proyectos aulicos del nivel secun-
dario y programas y planificaciones de las carreras de los profesorados y de otras
carreras universitarias, a modo de comparacion. Se analizaron especialmente los
contenidos o saberes que figuran en dicha documentacion, con el fin de tomar co-
nocimiento de estos y seleccionarlos para elaborar, posteriormente, €l instrumento
de recoleccion de datos.

e Sdeccidn de contenidos, problemas, saberes se realizd una primera lista o seleccion
de temas para ser organizados e incorporados como material para € instrumento de
recoleccién. Se contrastaron los contenidos del nivel secundario y del primer afio
universitario.

Como segundo paso, a través de la elaboracion propia y contando con la informacion
recabada en la etapa anterior, serealizd lo siguiente.

e Pre-seleccion de problemas. se seleccionaron una serie de situaciones-problema (entre
veinte y veinticinco) para analizar sus formas de resolucion y los diferentes pasos o
procedimientos matematicos y metodoldgicos, con € fin de lograr una diversidad y un
desarrollo amplio en € espectro de caminos resolutorios. Esta primera seleccién per-
mite al investigador profundizar en las técnicas mateméticas y en los pasos que pueden
aplicarse paralaresolucién.

e Elaboracién del instrumento de recoleccién: a partir del andlisis anterior, se confec-
ciond e instrumento de recoleccion de datos, teniendo en cuenta el marco tedrico, €
buceo bibliografico y la revision de la documentacion. Ademas, se elaboré una matriz
de desempefio con € fin de registrar € tipo de resolucion que los diferentes estudiantes
podian realizar al momento de resolver los problemas propuestos. Se confecciond €
instrumento con un total de cinco situaciones-problema para que los estudiantes pudie-
ran resolverlas.

Dentro de la fase 2 (experimentacion) se realizd la aplicacion del instrumento de re-
coleccion de datos a un grupo de cuatro estudiantes del profesorado en Matematica y un
estudiante del profesorado en Fisica de la UNCAus, que se encontraban cursando € 4° afio
de dichas carreras. Se decidi6 trabajar con ellos para probar el instrumento con alumnos que
cuenten con experiencia en el pasaje por la formacion universitaria, a modo de reaseguro para
posteriores aplicaciones con ingresantes, en e marco de latesis doctoral en desarrollo.

En la fase 3 (de andlisis retrospectivo) se realizd e andlisis de las producciones reali-
zadas por los estudiantes, a partir del marco tedrico y de la observacion realizada durante la
aplicacion del instrumento, tomando como referencia la configuracion ontosemidtica episté-
mica, realizada con anterioridad ala aplicacion ddl instrumento.
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3.5 Instrumento de recolecciéon

Uno de los propésitos de la presente experiencia fue poner a prueba € instrumento de
recoleccion y establecer s es cientificamente valido o s requiere modificaciones. Esto facilitd
advertir sus aspectos positivos y posteriores mejoras, Utiles tanto para el desarrollo de la tesis
doctoral mencionada al inicio como para futuras investigaciones.

Retomando la preseleccion de problemas y la elaboracion del instrumento de recolec-
cién (Fase 1), este se confecciond a partir de una exhaustiva revision de disefios curriculares y
Niicleos de Aprendizaje Prioritarios (NAP), la consulta de libros de texto impresos y digitales,
apuntes de cétedra y stios de Internet. Ademés, se tomo referencia de entidades matematicas
como la Unién Matemadtica Argentina (UMA) y la Olimpiada Matemdtica Argentina (OMA),
asi como los sitios web de diversas universidades argentinas. El instrumento de recoleccion
quedo conformado de la siguiente manera:

ProblemaN°1: Resolver y verificar si € resultado es correcto:
7.wW-3)=9. w+1)-34
Problema N°2: Resolver:

Problema N°3: Tres socios forman una sociedad. El primero aporta las 2/5 partes del
capital; el segundo 1/3 del capital y el tercero $2.000.000. Hallar € capital social y lo que
aporta cada uno.

Problema N°4: En un examen tipo test de 30 preguntas se obtienen 0,75 puntos por
cada respuesta correcta y se restan 0,25 por cada error. S un alumno ha sacado 10,5 puntos
¢Cuéantos aciertos y cuantos errores ha cometido?

Problema N°5: Una gasolinera vende gasolina regular a 2,2 délares cada galon y ga-
solina premium a 3 délares € galon. Al final de un dia de trabajo se vendieron 280 galones
de gasolinay serecibieron un total de 680 ddlares. ¢Cuantos galones de cada tipo de gasoli-
na se vendieron?

Es importante mencionar que se realizaron varias modificaciones y mejoras a partir
del instrumento original. En principio, se pensd en agregar solo problemas extra-matematicos,
luego se advirtio la importancia de conformarlo con situaciones-problema intra 'y extrama
tematicos. La decision se justifica desde la concepcion que Godino (2023) establece sobre la
matematica educativa y la importancia de abordar problemas vinculados con la matematica
puray aplicada; es decir, abordar problemas del mundo extra-matemético como intra-matemé&
tico: “el objetivo/motivo de la matemdtica educativa es el estudio de las relaciones dialécticas
entre la matemética puray aplicada, entre los procesos de creacion y aplicacion de los conoci-
mientos matemadticos, en cuanto deben ser objeto de ensefianza y aprendizaje” (p. 6).

Luego, se organizaron los cinco problemas, iniciando con los méas simples de resolver,
para continuar con los mds complejos, con el objetivo de estudiar de manera progresiva y
sistemdtica los procesos que surjan en todos ellos. El grado de complejidad de cada problema
estuvo determinado por la estructura de los objetos y procesos, estudiados con anterioridad a
través de la configuracién ontosemiética epistémica (Figura 2).

Para futuras modificaciones del instrumento, se puede evaluar la posibilidad de que los
cinco problemas tengan una vinculacion en sus enunciados, en lugar de ser presentados como
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situaciones inconexas. Ademéas, evaluar s € problema 5 puede adaptarse a los parametros de
mediciones del contexto (litros por galones y pesos por délares, por ejemplo).

Si bien esta version del instrumento no esta corregida en funcion de las apreciaciones
de pares expertos, ya fue enviada para su andlisis y valoracion a docentes e investigadores es-
pecialistas en latemética, de Argentinay del exterior.

3.6 Configuracion ontosemiética de practicas, objetos y procesos

Hemos elaborado una configuracién ontosemiética epistémica (ver Figura 2) por cada
problema, a fin de comprender y sostener tedricamente las posibles resoluciones de los estu-
diantes implicados en lainvestigacion.

La elaboracién de la configuracion ontosemidtica de practicas, objetos y procesos en
el EOS implica una detallada y analitica construccién de los elementos matemadticos y cog-
nitivos involucrados en una situacion especifica. Este proceso se enfoca en identificar y des-
cribir tanto los objetos como los procesos matematicos que intervienen al abordar una tarea
matematica particular. La configuracion ontosemidtica epistémica se convierte en un marco
tedrico que posibilita el andlisis y comprensién de la estructura y relacién entre los objetos
matematicos, |os procesos y las estrategias utilizadas por los estudiantes al enfrentarse a una
tarea matemética especifica. Este andlisis minucioso proporciona informacion valiosa sobre
las dificultades, los conflictos semidticos potenciales y las formas de resolucién que los estu-
diantes pueden emplear. Dicha configuracion no solo representa una herramienta tedrica para
la presente investigacion, sino que guiay ordena e andliss.

La aplicacién del instrumento de recoleccion se realizé en la primera semana de junio
de 2024, con cuatro estudiantes del 4° afio del profesorado en Mateméticay un estudiante del
profesorado en Fisica, todos de la UNCAus. Previamente, se les explico que seibaaredizar la
aplicacién de un dispositivo, en € marco de unainvestigacion relacionada con la resolucion de
problemas con ecuacionesy sistemas lineales.

Se les indic6 que resolvieran los problemas y dejaran registrados en la hoja los desar-
rollos o procedimientos matematicos. Recibieron e instrumento con los cinco problemas, los
fueron resolviendo y, conforme finalizaron, se les entregd una segunda hoja con tres preguntas
por problema para que respondieran acerca de cémo lo hicieron. Las respuestas complementa
ron el andlisis de las resoluciones y nos brindaron informacion acerca de los procesos desple-
gados en |las resoluciones.

El tiempo para resolver los problemas fue de aproximadamente una hora'y media, y
utilizaron veinte minutos para responder las preguntas posteriores. Solo una de las estudiantes
tardd mas tiempo parala resolucion de todos los problemas. Se elaboraron las configuraciones
de practicas, objetos y procesos personal, para cada uno de los estudiantes y de los problemas
planteados en € instrumento.

4. RESULTADOS

Como resultado de la aplicacién del instrumento, obtuvimos una resolucién por cada
estudiante. Cada uno resolvié en su mayoria los cinco problemas propuestos, a partir de lo
cual se gener? el andlisis de los objetos y procesos matematicos implicados. El estudiante E2
pertenece al profesorado en Fisicay los demas al profesorado en Matemética.
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Como se advierte, € volumen del andlisis general fue significativo; demandd tiempo y
profundizacion en e estudio de las précticas resolutorias de cada uno de los alumnos. A con-
tinuacion, representamos en un cuadro las dimensiones del andlisis realizado, con el objetivo
deilustrar la tarea investigativa general, que no pretende sistematizar datos cuantitativos. La
marcacion con “X” significa que no se encontraron evidencias del proceso que corresponde
a su columna en cuestion. La marcacion con “  ” significa que se encontraron evidencias del
proceso en laresolucion del problemay del estudiante correspondiente.
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Tabla1- Sintesis del estudio de las configuraciones de practicas, objetosy
procesos.

Procesos primarios Procesos secundarios

Algoritmizacion
Argumentacion
Institucionalizacion
Particularizacion
Descomposicién

Generalizacion
Unitarizacion

Problematizacion
Comunicacion
Definicién
Enunciacion
Materializacion
Idealizacion
Representacion
Significacién

Problema 1
Problema 2
Problema3 ' X X X X | X
Problema 4
Problema5 | X | X | X | X | X
Problema 1

X | X | X | personadizacion

Estudiante E,
X

Problema 2
Problema 3
Problema4 ' X X | X X | X | X
Problema5 X (X (X X X X
Problema 1

Estudiante E,
X | X | X | X | X | X X X
X
X
X
X
X
X
X
X
X

Problema 2
Problema 3 X | X X X
Problema 4

Estudiante E,

Problema5
Problema 1
Problema 2
Problema 3
Problema 4

Estudiante E,

Problema5
Problema 1
Problema 2
Problema 3

Problema 4

X | X | X X X X X X X X | X X

Estudiante E;

Problema 5

Fuente: Elaboracion propia.
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Se observa que € estudiante E, solo logro resolver los primeros tres problemas, ya que
en los problemas 4 y 5 no hubo escritura o registro de précticas mateméticas. En cambio, los
egtudiantes E,, E, y E, pertenecientes al profesorado en Matemética lograron realizar desar-
rollos resolutorios de todos los problemas. El estudiante E1 logro realizar desarrollos resoluto-
riosdelos problemas 1, 2, 3y 4.

A continuacion, en la Figura 3 presentamos la resolucion del problema 5 del estudiante
E.. Luego, en la Tabla 2 se expone € andlisis de dicha resolucion, representando primero los
objetos/procesos primarios y luego los objetos/procesos secundarios identificados. Se decidié
incorporar e analisis/resolucion del estudiante E; por tratarse de uno de los mas completos en
cuanto alas précticas resolutorias y las descripciones realizadas en € instrumento.

Figura 3 - Resolucion del estudiante E

Fuente: Elaboraciéon propia.
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Tabla 2 - Configuracion ontosemiética de objetos y procesos: estudiante E...

Problema 5
Una gasolinera vende gasolina regular a 2,2 dolares cada galén y gasolina premium a 3 dolares el
galon. Al final de un dia de trabajo se vendieron 280 galones de gasolina
y se recibieron un total de 680 délares. ¢ Cuantos galones de cada tipo de gasolina se vendieron?

Objetos/Procesos Estudiante E;

Se evidencia €l proceso de problematizacion cuando € estudiante plantea
Problemal un sistema lineal para modelizar €l problemay resolverlo. También cuando
Problematizacion selecciona un método de resolucion, 1o aplica siguiendo ciertos pasos 'y, por
ultimo, responde a la pregunta que plantea el problema.

Términosy expresiones:

e Gasolina regular (x) a USD 2.2 c/galén.

¢ Gasolina premium (x) a USD 3 c/galén.

¢ Resolvemos aplicando método de Igualacion, despejando una variable de cada

ecuacion.

¢ Resuelvo algebraicamente hasta llegar al valor de la variable “x”.

» Reemplazo en laecuacion original para encontrar la variable fatante.

» Se vendieron 200 galones de gasolina regular y 80 galones de tipo gasolina
Lenguajes/ premium.
Comunicacion

Notaciones:

¢ Operaciones matemadticas bdsicas con nimeros reales: adicion, sustraccion,
multiplicacion, division.

e Operaciones con términos semejantes.

» Propiedad uniforme.

e “Igualo ambas expresiones, y =y ...” (ecuaciones de ler grado con dos in-

Concentos/ cognitas).
Defi ep e “Resolvemos aplicando el método de igualacién” (sistema de ecuaciones li-
chniciones neales de 2x2).

» “lgualo ambas expresiones y resuelvo algebraicamente hastallegar a valor de
la variable” (método de Igualacion).

“Reemplazo en la ecuacién original para encontrar la variable faltante” (pro-
cedimiento de verificacion para sistemas de ecuaciones).
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1. Leer el problemay establecer datos e incognitas.

2. Conformar un sistemalineal de 2x2 que modelice el problema.
3. Resolver el sistema mediante el método de igualacion.

4. Realizar la verificacion del conjunto solucién hallado.

Procedi mientos/ e De 1,2y 3, calcular los valores de “x” e “y”, que representan la cantidad de
Algoritmizacién gaones de cada tipo de gasolina que se vendieron, a través del método de
Igualacién.

De 3y 4, evaluar el resultado obtenido, segin €l propio enunciado del pro-
blema.

* Propiedad distributiva, aplicada para obtener el valor numérico de “x”.
* Propiedad reflexiva, para igualar valores como y =Y.

Proposiciones/  Propiedad conmutativa, para hallar los valores de las incognitas.
Enunciacion e Propiedad transitiva, al igualar los valores de “y” de ambas ecuaciones del
sistema.

e Propiedad uniforme, al despejar las incognitas del sistema de ecuaciones.

A partir de lalectura del enunciado del problema, el estudiante advierte que
puede ser expresado mediante un sistema de ecuaciones lineales de 2x2, y
Argumentos/ resuelto a través del método de igualacion, donde las incognitas representan
Argumentacion los galones de gasolinaregular y premium que se vendieron. Utilizalos con-
ceptos, propiedades y procedimientos detallados, para hallar los valores de
lasincognitas'y dar respuesta al problema.

Personalizacion/ Se advierte el proceso de institucionalizacion en el procedimiento de reso-
Institucionalizacion lucién del problema, por ser tipico de la ensefianza en la escolaridad formal.

La escritura de nimeros, letras, notaciones, simbolos y palabras que des-
criben los pasos a seguir en la resolucion, comprende la parte material u
ostensivaque evocalarelacion existente entre la cantidad total de galonesde
gasolinay los dos tipos de gasolina disponibles para vender, que conforman
los constructos (no ostensivaos).

Laescritura de cada una de | as dos ecuaciones de 1° grado con unaincognita
y del sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas del problema es la
parte material u ostensiva que evocan los constructos (no ostensivos) del
proceso de conformacion de una ecuacion de primer grado con unaincognita
y de un sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas.

Materializacion/
ldealizacion

La escritura de los precios de venta de cada tipo de gasolinay €l total de
ddlares recibidos por una venta es la parte material u ostensiva que evocan
los constructos (no ostensivos) delarelacién entre la cantidad total de dinero
recibido en una ventay los dos tipos de precios de cada gasolina (regular y
premium).
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L as funciones semidticas entre dos elementos, uno antecedente'y el otro con-
secuente, que se evidencian en la resolucién, son:

Laexpresion“ x + y= 280" (antecedente), remite al contenido que establece
que los 280 galones de gasolina son el resultado de la suma de los tipos de
gasolina (consecuente).

Representacion/ Laexpresion “2,2x + 3y = 680" (antecedente), remite al contenido que es-
Significacion tablece que los 680 délares son el resultado del producto de cada tipo de
gasolina por su valor por galon (consecuente).

Laexpresion “igualo ambas expresiones: y = y” (antecedente), remite al con-
tenido que establece que la igualacién de ambas incdgnitas de “y” implica
laiigualacion de sus segundos miembros, con lo cual puede hallarse el valor
de “x” (consecuente).

Formas particul arizadas:

Particul arizacion/
Generalizacion

Se pueden identificar dos formas generalizadas: la cantidad total de galones
vendidos es igua a la suma de galones de gasolina regular y premium; la
cantidad total de dinero recibido es resultado de la sumatoria entre las mul-
tiplicaciones de cada cantidad de galones del tipo de gasolina por su precio
por galén.

Se descompone el problema en la venta de 280 galones de gasolina (entre
regular y premium), y el monto de dinero obtenido en una venta particular,

D sEa S de los dos tipos de gasolina.

Unitarizacion Al dar respuesta a problema, hallando los galones de cada tipo de gasolina,
se advierte el proceso de unitarizacion que el estudiante realizo, que le per-

miti6 una comprension reificada del problema.

Fuente: Elaboracién propia.

Ahora, en laFigura 4 presentamos € desarrollo resolutorio y € analisis del problema 4,
del estudiante E1, consignando Unicamente |os procesos secundarios. Se incluy6 la resolucion
de dicho estudiante por ser una préactica matemética inconclusay con errores en los argumen-
tos matematicos, lo que nos permite contrastar procesos con € estudiante E5.

CUADERNOS DE INVESTIGACION Y FORMACION EN EDUCACION MATEMATICA - Vol: 18 - N°. 2 - 49-71 - 2025 - ISSN: 22-15-5627 @' BY _NC__ND



PROCESOS MATEMATICOS EN PRACTICAS DE ESTUDIANTES DE PROFESORADO EN MATEMATICA..

Figura 4 - Resolucién del estudiante E,.

Fuente: Evidencia de los estudiantes
El andlisis de |los procesos secundarios se expone en la Tabla 3.

Tabla 3 - Configuracién ontosemiética de objetos y procesos secundarios:
estudiante E,

Problema 4
En un examen tipo test de 30 preguntas se obtienen 0,75 puntos por cada respuesta correcta y se restan
0,25 por cada error. S un alumno ha sacado 10,5 puntos
¢Cuantos aciertos y cuantos errores ha cometido?

Procesos Estudiante E,

El estudiante E1 evidencia el proceso de institucionalizacion al momento de
deducir los “datos” que contiene el problema y asignarle letras: “preguntas:
Personalizacion/ 30; puntos sacados: 10,5; errores 'y aciertos: ¢?; puntos por respuestas cor-
Institucionalizacion rectas: 0,75; por cada error: 0,25.” El proceso de personalizacion se puede
identificar al observar que supone: 10,5=C;0,75=Ay 0,25 = B, y modeliza
mediante |as ecuaciones: A + B =C; A+ B =30; A+ B = 30.

Laexpresion A + B = C es la parte material (ostensiva) que evoca el cons-
tructo (no ostensivo) de la relacién de igualdad entre los puntajes por res-
puestas correctas e incorrectas, y el puntaje obtenido por un estudiante en
particular, através de una ecuacion de primer grado.

Materializacion/
Idealizacion Laexpresion A + B = 30 es la parte materia (ostensiva) que evoca el cons-
tructo (no ostensivo) de la relacién de igualdad entre los puntajes por res-
puestas correctas e incorrectas, y la cantidad total de preguntas del examen
(aclaramos que no estamos analizando el valor de verdad de ambas ecuacio-
nes sino |os procesos).
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Laexpresion A + B = C (antecedente), remite al contenido que establece que
la suma de puntos correctos e incorrectos esigual a 10,5 (consecuente). Sin
embargo, su significado no es el que se corresponde con la expresion.
Representacion/
Significacion La expresion A + B = 30 (antecedente), remite a contenido que establece
gue la suma de puntos correctos e incorrectos es igual al total de preguntas
(consecuente). Sin embargo, su significado no es el que corresponde al pro-
blema.

Laexpresion A + B = C expresa de manera general la relacion entre puntos
por respuestas correctas, por respuestas incorrectas y €l total de puntos lo-
grados por un alumno. Luego particulariza el puntaje total de dicho alumno,
mediante la expresion 0,75 + 0,25 = 10,5. De igual modo, realiza la deduc-
cién con las expresiones B =30y 0,75 + 0,25 = 30.

Particul arizacion/
Generalizacion

Al inicio de laresolucion se advierte que €l estudiante E1 analiza el proble-
may comienza a descomponerlo en sus partes mas simples. Se observa la
discriminacién de datos, relaciones entre estos y algunos cal cul os menores.

Unitarizacion/
Descomposicién

Fuente: Elaboracion propia.

Comparando € analisis de las resoluciones escritas por los estudiantes E1 y E5, adver-
timos laimportancia de laidentificacion de todos los procesos existentes, afin de comprender
los caminos resolutorios, aciertosy errores matematicos que se presentan en una practica ma-
tematica operativay discursiva.

Por otra parte, sefialamos la importancia de la identificacion de la materializacion, la
particularizacion y la descomposicién, que se presentan de modo evidente y concreto en las
resoluciones, pero evocan o remiten a sus duales menos evidentes y abstractos (idealizacion,
generalizacion y unitarizacion). Esto nos permite explicitar o que no se observa asmple vista
en la préctica matemética de un estudiante; es decir, la materializacion, la particularizacion y
la descomposicion son los medios materiales concretos para analizar y profundizar procesos
abstractos como laidealizacion, lageneralizacidn y la unitarizacion.

5. CONSIDERACIONES FINALES

Se ha realizado un andlisis para identificar y caracterizar, desde el EOS, los procesos
mateméticos primarios y secundarios de estudiantes de los profesorados en Mateméticay Fi-
sicadela UNCAus, en laresolucién de problemas algebraicos.

Se disefid y se aplico € instrumento de recoleccion de informacion y, posteriormente se
analizaron las précticas mateméticas mediante la herramienta configuracion ontosemicética de
précticas, objetos y procesos por cada estudiante y por cada problema.

Respecto alos problemas que integran € instrumento, estos son tipicos de la ensefianza
en la escolaridad formal. S bien algunos contienen parametros o datos menos comunes, su
resolucién no requiere de practicas matemdticas complejas. Se observd que los pasos desar-
rollados por los cinco estudiantes, en su mayoria, reflejan la institucionalizacién (practicas
matematicas institucionales) de las resoluciones, es decir, se advierte la intervencion escolar
en dichos procedi mientos.
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Por un lado, los procesos primarios se presentaron en cas la totalidad de las préacticas
matematicas de los estudiantes. Esto puede explicarse a partir de que son los procesos mas
comunes y conocidos por los alumnos, en general, su uso es muy frecuente en la ensefianza.
L os procesos de comunicacion, enunciacion y algoritmizacion aparecieron mas que otros. El
proceso de argumentacion no se evidencio significativamente, o que sugiere que existen difi-
cultades para desarrollar argumentos mateméticos validos.

El proceso de comunicacion destacdé como € més utilizado por los alumnos, especifi-
camente a través de notaciones matemadticas, dado que mediante este lenguaje desarrollaron
la mayoria de las précticas matematicas. En ciertas ocasiones, usaron términos y expresiones
lingiiisticas para justificar o indicar ciertas practicas matematicas.

Por otro lado, se observaron procesos secundarios que se presentaron de un modo més
frecuente y evidente. Por ejemplo, la dualidad particularizacién-generalizacion se presentd en
todas las practicas mateméticas. Los estudiantes identificaron patrones sobre la base de cier-
tos indicios particulares observados en los problemas. A su vez, aplicaron a casos especificos
determinados patrones mateméticos para desarrollar las resoluciones.

La dualidad idealizacién-materializacion también estuvo presente en todos aquellos
estudiantes que desarrollaron procedimientos o resolvieron exitosamente e problema. Los
objetos ostensivos permitieron a los estudiantes interactuar directamente con el objeto mate-
matico, lo que facilitd su comprension mediante la percepcidn sensorial: nimeros, letras, nota
ciones, simbolos y palabras que describen los pasos realizados, |as ecuaciones y los sistemas,
etc. Los objetos no ostensivos se hicieron evidentes al observar las resoluciones y la relacién
entre los objetos ostensivos y sus resoluciones exitosas. Esto representa los constructos o crea-
ciones discursivas de los estudiantes, que no son perceptibles por si mismos y se consideran
ideales 0 mentales, implementados para lograr dichas resoluciones.

El proceso de institucionalizacion estuvo presente en todos |os procedi mientos matemé
ticos de los alumnos. El tipo de resolucién en estos casos es tipico de desarrollos ensefiados
y aprendidos durante la educacion formal. Esto puede entenderse al considerar que todos los
estudiantes se encontraban cursando € 4° afio de los profesorados en Matemética y Fisica,
sujetos a formas de practicas matemadticas compartidas y provenientes de las comunidades a
las que pertenecen. El proceso de personalizacion cas no se presentd; no hubo evidencias de
desarrollos resolutorios donde alguno de los alumnos aporte propuestas particulares, creativas
0 Nno convencionales.

Uno de los aportes significativos del presente trabajo es la consideracion del estudio de
los procesos mateméticos, a fin de conocerlos, identificarlos y caracterizarlos en profundidad,
con el objetivo de mejorar las prcticas matemadticas de los estudiantes. Otra contribucién
importante del abordaje de procesos concretos como la materializacidn, la particularizacion
y la descomposicidn, que evocan o remiten a sus duales (idealizacion, generalizacion y unita-
rizacion), es que su andlisis permite estudiar las précticas de resolucion de los alumnos. Esto
nos ayuda a comprender y mejorar las practicas de enseflanza de la resolucién de problemas

algebraicos.

Por dltimo, la presente investigacion nos permitio profundizar en la identificacion, ané
lisis e interpretacion de procesos en las practicas matematicas de los estudiantes. Para €llo,
fue fundamental la triangulacion de la informacion, analizar las resoluciones, interpretarlas
a través de las referencias tedricas, y volver a identificar los objetos y procesos matematicos.
Contrastando los resultados con € marco tedrico, advertimos que la propuesta del analisis de
procesos del EOS es significativo y se presenta como una herramienta valiosa para estudiarlos
en laprécticadiaria.
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RESUMEN

Este articulo de investigacion se expone el andlisis de las experiencias de cuatro profesores en formacion de la Li-
cenciatura en Educacién Bésica Primaria de la Universidad Pedagdgica Nacional que desarrollaron sus précticas pe-
dagogicas ensefiando matemadticas durante la pandemia. El objetivo principal de dicha investigacién fue comprender
los elementos que configuraron las trayectorias de formacion desde las dimensiones biogréfica, educativa e histérica,
de ese grupo de maestros en formacion.

El estudio de caso, fue acogido como metodologia que permitié reconocer los acontecimientos que configuraron
la experiencia de los entrevistados, y ayudé a identificar sus trayectorias de formacion. Los principales hallazgos
tienen que ver con las trayectorias de formacidn relacionadas con la formacidn diddctica; la formacién en la practica;
practicas innovadoras y la resistencia a practicas tradicionales; y la identidad del profesor de bdsica primaria que
enseflar matematicas.

Palabras clave: Trayectorias de formacion, Formacion didéctica, Narrativas, Profesores de matematicas, Prac-
ticas educativas.

ABSTRACT

This research article presents an analysis of the experiences of four pre-service teachers in the Bachelor’s Degree
in Primary Basic Education at the National Pedagogical University who developed their pedagogical practices by
teaching mathematics during the pandemic. The main objective of this research was to understand the elements that
shaped the training trajectories of this group of pre-service teachers from the biographical, educational, and historical
perspectives.
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The case study was adopted as a methodology that allowed for the recognition of the events that shaped the inter-
viewees’ experiences and helped identify their training trajectories. The main findings relate to training trajectories
related to didactic training; training in practice; innovative practices and resistance to traditional practices; and the
identity of the primary school teacher who teaches mathematics.

Keywords: Training trajectories, Didactic training, Narratives, Mathematics teachers, Educational practices.

1. INTRODUCCION

El trabajo de grado que da a luz este articulo se vinculd a la investigacion titulada Iden-
tidades narrativas de profesores de matemadticas vinculados a programas de formacion de la
Universidad Pedagdgica Nacional, aprobada en la convocatoria 2022 del Centro de investiga-
ciones de la Universidad Pedagdgica Nacional —CIUP-. El titulo del trabajo de grado se titul6
Narrativas sobre las prdcticas educativas en pandemia: trayectorias de formacion en mate-
madticas para la bdsica primaria (Jiménez y Herrera, 2023)

En el marco de dicha investigacion y con el interés de rastrear las trayectorias de for-
macién de un grupo de estudiantes de la Licenciatura en Educacion Bésica Primaria de la
misma universidad, se identificaron dos tensiones que configuraron el problema a investigar.
La primera refirié al cambio abrupto de las estrategias de ensefianza en las practicas edu-
cativas de los profesores en formacién que se generd a partir de la pandemia por Covid 19,
Illevando al desarrollo de unas competencias que no se hubieran potenciado seguramente en
una practica educativas presenciales. Ese fendmeno marco las trayectorias de formacién de
quienes se preparaban en ese momento para ejercer como profesor, en particular en la basica
primaria.

La pandemia llevé al sistema educativo a replantear las pricticas de enseflanza y
aprendizaje en las escuelas y por lo tanto se reconsiderd la inmersion de los practicantes para
profesor en las facultades que forman maestros. Esto implicé retos significativos, pues las
précticas educativas que pretenden formar a los profesores mayoritariamente estdn disefiadas
para desarrollarse de manera presencial y no de manera virtual o a distancia (Cardenas, Her-
ndndez y Garcia, 2022).

La segunda tensién que configurd el problema hizo referencia precisamente a la
afectacion de la pandemia en las trayectorias de formacion de los profesores en formacion,
particularmente en las practicas educativas en el drea de matematicas, pues implicé pasar de
la explicacién verbal y la manipulacion de materiales, recursos y juegos (Torres y Casallas,
2021), a pensar en disefios instruccionales mediados por tecnologia que permitieran a los
niflos trabajar sobre los objetos matemadticos, procurando su comprension, sin la intermedia-
cion de los profesores (Torres, Campos, Morales y Garcia, 2021).

A partir de estas dos tensiones la pregunta que orientd nuestra investigacion fue: jcué-
les son las trayectorias de formacién develadas en las narrativas de un grupo de estudiantes de
la Licenciatura en Educacién Bésica Primaria de la UPN que desarrollaron sus practicas edu-
cativas en matemdticas durante la pandemia por Covid 19?

2. ELEMENTOS CONCEPTUALES

Para el desarrollo de la investigacion comprendimos que trayectoria de formacion es un
concepto dindmico,
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cuando se utiliza el término trayectoria no pretendemos establecer un curso o
un destino fijos; no es un camino que se puede prever o del cual se puede trazar un
mapa a priori, sino un movimiento continuo que tiene un impulso propio, ademds de
un campo de influencias. (Cacho, 2004, p. 81)

Panes y Lazzaro (2018), plantean que las trayectorias de formacién se relacionan con la
experiencia en tanto que “la practica docente y la orientacion pedagdgica de un profesor se de-
finen a partir de una serie de acontecimientos, saberes, experiencias, creencias y valores que
se desarrollan a lo largo de su formacién” (p. 10). Por lo tanto, en una trayectoria de formacion
no solo se tiene en cuenta los conocimientos que se adquieren y construyen como parte de la
formacion de los estudiantes para profesor, sino todos aquellos conocimientos que constituyen
y edifican el saber a través del tiempo ya que estdn dotadas de un componente temporal en
tanto que enlazan el pasado, el presente y el futuro en aras de conformar y valorar con sentido
la experiencia de formacion.

Segtin lo planteado por Cacho (2004), las trayectorias se estructuran temporalmente a
partir de tres dimensiones:

Dimensién del tiempo biografico se establecen secuencias segun los ciclos de
vida; en la del tiempo educativo, segun los ciclos y dindmicas escolares; y en la del
tiempo histdrico, se presentan diferentes oportunidades y limitaciones a partir del
contexto social, de las politicas laborales y educativas. (p. 81)

De acuerdo con este autor, “el andlisis de las trayectorias formativas permite reconstruir
una parte del proceso de la configuracion de la identidad profesional de los profesores, asi
como del imaginario sobre lo que implica ser docente” (p. 81), ya que brinda una perspectiva
general de los conocimientos que se requieren dominar y poner en prictica en el aula de clase
y también de los que se deben adquirir o transformar con el propdsito de mejorar la practica
educativa. Con lo propuesto por Cacho (2004), afirmamos que la trayectoria de formacién no
se configura solo en el tiempo de preparacion para ser profesor, pues no se puede escindir de
las experiencias personales permeadas por la familia y la cultura en general, asi como por los
acontecimientos histéricos que se consolidan como hitos.

En cuanto a las trayectorias de los profesores de matematicas, Llinares (2007) recalca la im-
portancia y necesidad de que los profesores que se preparan para ensefiar matematicas desarrollen
su aprendizaje y ademds lo puedan poner en practica en el aula de clase, ya que la experticia se va
ampliando en la medida en la que se combina lo aprendido con lo implementado, para ello el autor
considera necesario que exista un engranaje entre la formacién inicial y la formacion continuada
con el fin de integrar y transformar el conocimiento de una manera sistematica, ademds de mirar
las trayectorias en relacion con la experiencia de la practica educativa.

3. ABORDAJE METODOLOGICO

El estudio del cual emerge este articulo se centrd en la perspectiva cualitativa entendida
segin Cerrén (2019) como:

Una forma de investigacion flexible, sistemdtica y critica de las regularidades
del comportamiento de los agentes educativos. Las formas de transproducir conoci-
mientos y aprendizajes en su entorno natural, formas de ensefianza — aprendizaje,
vida académica, etc., en la estructura social a la que pertenece. El maestro inves-
tigador cualitativo es un actor social, participa e interactia con los investigados
(agentes educativos), conoce sus representaciones para comprender, interpretar,
criticar y ejecutar la mejora continua del sistema educativo a partir de las huellas
pedagdgicas. (p. 3)
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La educacién y en particular la educaciéon matemadtica hace parte de las ciencias huma-
nas y en el campo de la investigacion existe un constante interactuar con las personas invo-
lucradas, no se trata de recoger simples datos y estadisticas, el propdsito es poder interpretar
el sentir de cada sujeto desde su contexto y a partir de ello, elaborar juicios que sirvan para
entender un fendmeno o una situacion especifica, de ahi la potencia de las narrativas como
una forma de acceder y comprender ciertos fendmenos, en este caso a las trayectorias de for-
macién de profesores de bdsica primaria que ensefian matematicas.

Se recabaron las narrativas de cuatro profesores en formacion de la Licenciatura en
Educacién Bésica Primaria de la UPN, a partir de su experiencia relacionada con las practicas
educativas en matemadticas durante la pandemia por Covid 19, la cual configuré de manera es-
pecial sus trayectorias de formacion.

Lo anterior, permite ubicar el estudio de caso como método para el desarrollo de la
investigacion, entendiendo este como “una forma de abordar un hecho, fendmeno, aconteci-
miento o situacion particular de manera profunda y en su contexto, lo que permite una mayor
comprension de su complejidad y, por lo tanto, el mayor aprendizaje del caso en estudio”
(Duran, 2012, p. 121).

La riqueza de experiencias que a nivel narrativo ofrece un profesor a través de su pro-
ceso de formacion en la universidad y en las actividades de prictica de las matematicas, su-
ministra un sinnimero de escenarios e interpretaciones que a través de su andlisis sirve para
repotenciar su experiencia en la préctica, ver las dificultades en el desarrollo de las mismas,
lo que se aprende en cada clase, distinguir las diferencias entre ser profesor en prictica virtual
y presencial, y constatar las caracteristicas que debe tener un profesor para afrontar un reto
como fue el de la pandemia.

De acuerdo con lo anterior se recurrio a la entrevista narrativa, entendida como,

Una forma particular de la entrevista en profundidad (...) que resulta idénea
para reconstruir procesos subjetivos que se desarrollan en el tiempo. Una diferencia
importante entre la entrevista narrativa y la entrevista en profundidad o la entrevis-
ta es que no posee un guion de preguntas establecido de antemano y por lo tanto
no se preocupa como aquellas, por determinar tres aspectos fundamentales de la
interaccién entre el entrevistador y su sujeto de investigacion: /) la seleccion de los
temas; 2) el orden de las preguntas, y 3) el lenguaje utilizado. En la entrevista na-
rrativa, la participacién del entrevistador es minima, y especialmente se deja hablar
al entrevistado sobre su experiencia con sus propias palabras. Estas son una via pri-
vilegiada de acceso a procesos subjetivos de significacion que a su vez se nutren de
discursos sociales, normas y valores culturales. El relato de vida se dirige a otro. Por
ello la calidad de la escucha es clave y ésta debe prevalecer sobre lo “sabido”. (Agoff
y Herrera, 2019, p. 315)

En la entrevista narrativa emergen las experiencias de una persona “las cuales no
son experimentadas por él como andnimas, sino como subjetivas y exclusivas” (Tonon,
20009, p.49).

Los datos se recabaron por medio de un guion de entrevista narrativa que permitio
construir una conversacion con los participantes. Dicho guion se validé en el marco de la
investigacion aprobada por el CIUP-UPN, con pares expertos. Se construyeron unas subca-
tegorias y descriptores de acuerdo con el objetivo, que permitieron identificar las cldusulas
narrativas asociadas, las cuales fueron organizadas en una matriz de sistematizacién de la
informacion.
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Tabla1- Categorias y subcategorias de analisis.

CATEGORIAS SUBCATEGORIA INDICADORES

Cuando el entrevistado alude a experiencias de
formacién fuera del contexto escolar. Dichas ex-
periencias estdn permeadas por familiares, amigos
o profesores de la bdsica primaria y/o bachillerato.

1. Dimension biogréfica

1. Trayectoria de Experiencias que aluden a las experiencias en el
formacion 2. Dimensién educativa programa LEBP, y particularmente en la formacion
que le da herramientas para ensefiar matematicas.

Se hace alusion a elementos de la politica publica
3. Dimension histérica 0 a los sucesos ocurridos en la época en la que fue
formado.

Fuente: Jiménezy Herrera (2021, pp.59-60).

Para la identificacién de las cldusulas narrativas en el andlisis se ha considerado un
codigo, construido a partir de la identificacion del estudiante (1, 2, 3 o 4), y luego el niimero
de la frase donde se ubica la transcripcion, por ejemplo, el cddigo: Estudiante 3, 76-78, indica
que esa cldusula narrativa corresponde al tercer estudiante entrevistado y se toma las frases
76 a la 78 de la transcripcion de la entrevista (Jiménez y Herrera, 2021). Los criterios para la
seleccion de los participantes, correspondio a su interés por participar en la investigacion y al
desarrollo de sus pricticas educativas enseiiando matemadticas durante y después de la pande-
mia. Una vez se culming la etapa del anélisis se hizo devolucion a los entrevistados, como una
accion ética de la investigacion narrativa (Rivas, et al. 2021)

3. RESULTADOS

Para la interpretacion de los resultados se realizé una triangulacion entre las narrativas
de los profesores en formacion, y las dimensiones de las trayectorias de formacion planteadas
por Cacho (2004), de tal forma que entendimos la dimensién biografica como aquella que per-
mite reconocer el impacto de factores externos a la academia como lo son, la familia, los ami-
gos, el entorno, los profesores que marcan y los intereses, y habilidades particulares de cada
estudiante para profesor; la dimensién educativa hace referencia a experiencias que se viven
durante el desarrollo de las practicas como estudiante de la Licenciatura en Educacién Bésica
Primaria, en las cuales se enseild matemadticas; y por dltimo la dimensién histérica al fenéme-
no de la pandemia y el impacto que tuvo sobre las trayectorias de formacion.

En las narrativas de los entrevistados que dan cuenta de la dimension biogrdfica en las
trayectorias de formacion, se vincula la familia como otro escenario, ademds de la universi-
dad, que permite la proyeccién como maestros. De esta forma encontramos que la familia o
un miembro de ella pudo ser un ejemplo para optar por la docencia, tal como se evidencia en
el siguiente relato.

No, yo no me arrepiento, yo creo que desde el principio yo siempre queria
ser profe por lo mismo que le decia, mi mamd desde pequeria, ella siempre quiso
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también ser profe, ella no fue profe, pero cuidaba bebés en la casa, entonces siento
que es de ahi [que] nace mi vocacion por ser maestra. (Estudiante 4, 88).

De acuerdo con el relato de la entrevistada la familia es una motivacién que la pro-
yecta en el futuro, con el ejemplo de vida, la mama ofrece una experiencia de conocimiento
que sirve como influencia para ir alimentando el deseo de ser maestra, a este respecto De-
lory-Momberger (2020) expone que,

el conjunto de conocimientos disponibles no se construye exclusivamente
sobre la base de experiencias vividas personal y originalmente. Una gran parte del
conocimiento disponible toma la forma de saberes implicitos que no estdn sujetos a
la construccion experiencial y que, en las condiciones habituales de uso, escapan a la
reflexividad individual. Estos saberes implicitos tienen su origen en lo social y son
transmitidos por los adultos (padres, educadores) y por las instituciones socializado-
ras en forma de habitos, reglas, representaciones, valores. (p. 8)

La importancia de la familia en la trayectoria de formacién de los docentes es vital,
pues como lo explica Delory-Momberger (2020), el aprendizaje cultural es el primero al que
se expone el sujeto, y es en la familia donde se detonan estos aprendizajes, en tanto es alli
donde se dan las primeras interacciones sociales con adultos.

Por otra parte, en cuanto a la dimension educativa, se analiza el impacto de la for-
macién propia de la Licenciatura en Educacién Bédsica Primaria -LEBP- de la Universidad
Pedagodgica Nacional, en la trayectoria de formacién de los cuatro entrevistados. En dicha
dimensién se reconocen elementos que configuran la trayectoria de formacién: el uso del ma-
terial diddctico, la gestion de las clases de matematicas y el saber propio de las matematicas.

En relacion con la formacién en la incorporacion de material diddctico en las clases de
matematicas, la estudiante 4 relata lo siguiente,

En la LEBP, digamos, que mirar como todas esas estrategias pedagogicas
para llegar a ese conocimiento. También lo que les decia de la utilizacion del mate-
rial que me parecio muy importante (Estudiante 4, 32).

La entrevistada resalta el papel que juega la utilizacién de materiales didécticos en las
estrategias que adopta para ensefiar las matemadticas, denota lo importante de contar con esas
herramientas para resignificar su quehacer.

Para los entrevistados, la implementacién de material didactico en las clases de mate-
maticas y la forma como enriquece la experiencia del conocimiento del estudiante no es un
asunto menor. En relacién con la anterior afirmacion encontramos el siguiente relato:

Digamos ella [la profesora] nos explicaba como utilizar el material y uno lo
utiliza uno mismo, pero ya cuando llega a repartirlo con los estudiantes (...) como
que llegan a haber confusiones, entonces seria bueno que todo lo que ella nos expli-
ca del material lo pudiéramos implementar en una prdctica experimental con noso-
tros mismos. (Estudiante 4, 58). [...] Les decia entonces como que ellos siguen con
eso, entonces siento que el haber implementado ese material de fracciones que nos
lo ensefio la misma profesora en la LEBP ha sido como el momento mds satisfacto-
rio cuando cambiamos de la pandemia a presencialidad. (Estudiante 4, 75)

En el relato de la estudiante 4, se evidencia cémo el material didactico impacté su tra-
yectoria de formacion, pues considera que tiene ahora mds elementos para ensefiar de manera
adecuada las matematicas, y lo ha podido experimentar en su practica pedagdgica. Al respec-
to Rivera, Vélez y Pupo (2009) indican que “el uso del material didactico abre dia a dia paso
a la posibilidad de generar mejores espacios pedagdgicos y didacticos usando este como un
medio de fortalecer el saber escolar” (p. 12), lo que resalta la importancia de los materiales
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didacticos como aspectos que repotencian el quehacer como profesor en la formacién en la
LEBP, particularmente en la formacién del profesor que ensefia matematicas.

Es importante resaltar que en las narrativas de los entrevistados aluden a material di-
déctico y recursos como sinénimos, desconociendo que efectivamente que estos tienen signifi-
cados distintos (Torres y Casallas, 2021).

Otro elemento que configura las trayectorias de formacion de los entrevistados se relaciona
con la gestion de la clase de matemadticas. La gestion la entendemos con Lépez (2018), como

El conocimiento de las técnicas, estrategias e instrumentos adecuados para
conducir de manera correcta un grupo; la adquisicion de la capacidad, de las destre-
zas, de las actitudes, de los comportamientos personales y profesionales, por parte
del docente en el aula y en las diferentes interrelaciones con sus alumnos, familias,
compaiieros, asi como la gestién de estas relaciones entre los propios alumnos, de-
termina, en gran medida, la calidad del proceso de aprendizaje-ensefanza (Sanz y
Loépez-Lujan, citado en Lopez, 2018, p. 59).

De acuerdo con lo anterior, la estudiante 4 expresa en su relato que efectivamente en su
trayectoria se hizo presente la formacion en la gestién del aula,

y pues ya las clases de matemdticas que nos daba la profe, que siento [nece-
sario] seguir retomando todo lo que ella nos decia y todo lo que debemos aprender
para poderle dar las clases bien a los nifios (4 - 48). [...] Ella nos enseiiaba como
poder llegar a los estudiantes de una manera diferente, entonces siento que todo eso
ha funcionado también para las prdcticas después de la pandemia, porque se siguio
el mismo recorrido con el material diddctico (Estudiante 4, 53).

Lo que aporta el anterior relato, refiere a que, en su trayectoria, la estudiante reconoce
que es importante que la formen para la gestion en el aula, con el fin de tener resultados en el
aprendizaje de sus estudiantes.

En relacion con el saber en matemadticas, encontramos que para los entrevistados es ne-
cesario comprender de manera 6ptima los objetos matemdticos para poder ensefiarlos de una
manera distinta a la que ellos los aprendieron, muchas veces sin un sentido o aplicacién rele-
vante, tal como se observa en el siguiente relato,

entonces lo que es sumar, lo que es restar, el conteo, eso me ha servido mucho,
todo lo que aprendemos en matemdticas es para nuestra vida como maestros, que es lo
que nos enserio la profesora y la LEBP; es para la vida (Estudiante 4, 86).

Al respecto, se reconoce que “ensefiar matematicas en educacion basica primaria impli-
ca poseer un conocimiento de y sobre las matematicas y un conocimiento del aprendizaje de
las nociones matematicas y su proceso de ensefianza” (Garcia et al., citado por Osorio, 2016,
p- 3). Tener claro los conceptos apropiados a lo largo del proceso de formacién, implica que el
profesor sepa disefiar actividades que le permitan construir con los nifios esos conceptos de
manera coherente y veraz. El hecho de que los entrevistados reflexionen sobre cémo el pro-
grama les ha aportado para desarrollar una clase innovadora, con un saber robusto y el uso de
materiales, nos lleva a considerar que sus trayectorias de formacién son fuertes en la didictica
de las matemdticas.

A su vez, en relacion con la dimension historica, los entrevistados reconocen la pande-
mia como un hito histérico que impactd notablemente sus trayectorias de formacién. Es indu-
dable las enormes repercusiones que trajo en la educacion particularmente en la formacién de
maestros en relacion con sus pricticas pedagdgicas.

La pandemia representd una serie de retos a nivel familiar y profesional que implicé
reinventarse para poder cumplir con el deber de formarse para la ensefianza, particularmente
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de las matemadticas, por ello aqui consideramos la metdfora del malabarista, para mostrar que
durante la pandemia los practicantes también tuvieron que sostener en medio de la incerti-
dumbre, muchos procesos educativos, entre ellos la practica pedagdgica virtual, para lo que no
estaban preparados, un ejemplo de esto es el siguiente relato,

En un espacio como el que yo tengo, con tantos roles en el mismo espacio,
era muy complicado entonces conectarme con las niiias del colegio, dictar mi clase,
estar pendiente de que mi hijo tuviera su clase y que prestara atencion, de que no se
pusiera a jugar porque estd muy pequenio, de que mi esposo estuviera también alld en su
trabajo, cuando no le podian hacer ruido, de que mi otro bebé viniera y que necesitaba
ir al bario, de que pasara el de la mazmorra y uno en clase. (Estudiante 3, 6)

Las implicaciones de la pandemia revelaron las vicisitudes de ensefiar desde el espacio
doméstico, donde las responsabilidades maternales y como practicantes se intersecaban.
Ahora bien, aunque los sacrificios fueron grandes, también hubo aspectos destacables que
permitieron adquirir nuevos conocimientos, implementar nuevas herramientas y redisefiar
procesos en aras de mejorar la logistica de lo que sucedia cada dia en el desarrollo de la
préctica pedagdgica en la pandemia. Al respecto podemos ver esa particularidad en el si-
guiente relato,

aprendimos mucho, por ejemplo, nos dio la posibilidad a nosotros como
practicantes seguir sin tener que aplazar. Entonces, empezar de seguir traba-
jando, digamos una asistencia de manera online de trabajar un observador de
manera online, de empezar a hacer unos seguimientos en los formatos de manera
online, tener que usar otros recursos para ensefiar matemdticas como softwares,
porque no podiamos usar material diddctico, porque los nifios no lo iban a manipu-
lar. ST, porque es una cantidad de informacion que uno a veces desaprovecha (...).
(Estudiante 3, 36)

Como se ha analizado, las narrativas de los estudiantes para profesor entrevistados
permitieron reconocer unas trayectorias de formacion particulares, permeadas por la ex-
periencia en la LEBP, con el aporte concreto de los tres cursos de matemadticas presentes
en el curriculo del programa, pero también permeada por la pandemia, como un punto
de inflexion en su formacidn, reconocieron aprendizajes puntuales que, de otro modo, tal
vez, no se hubieran construido, por ejemplo el uso de softwares, plataformas educativas,
drives de autogestion, etc.

4. CONCLUSIONES

Una vez recogidas y analizadas las narrativas de los cuatro entrevistados a la luz de
las dimensiones propuestas por Cacho (2004), se reconocieron cuatro tipos de trayectorias de
formacion.

La primera trayectoria, la llamamos trayectoria de formacion en diddctica, la cual
evidencidé que para los estudiantes entrevistados fue importante como maestros practicantes,
ofrecer representaciones de tipo manipulativo para una mejor comprension de los objetos ma-
temadticos, por lo cual tuvieron que refigurar el uso del material diddctico manipulativo, por
el uso de recursos virtuales como sofwares, y juegos en linea, que abordan algunos objetos
matemadticos. Los entrevistados resaltan la necesidad de formarse en didéctica de las matema-
ticas, pues consideran que con ello garantizan una mejor enseflanza y por supuesto un mejor
aprendizaje en los nifios.
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La segunda trayectoria se relaciona con la formacion en la prdctica, en la que se
muestra que para los estudiantes entrevistados fue vital la prictica pedagdgica virtual para
acercarse a los escenarios escolares, y en particular para construir y afinar sus estrategias de
ensefianza de las matemadticas, y asi poder anticiparse a la solucion de problemas propios de
su profesion. Los entrevistados reconocen que la experiencia de la practica pedagdgica es vital
para su formacién como profesor, por ello rescatan que el haber ensefiado matemadticas duran-
te la pandemia, con los retos que ello implicd, les otorgd un plus en su formacion.

La tercera trayectoria, se denominé experiencias innovadoras y de resistencia, en las
que los entrevistados muestran que su formacion los llevé a un compromiso con la transfor-
macion en la ensefianza de las matemadticas incluso de manera virtual, donde la innovacion
tomo relevancia, y donde se intenté renunciar a ser un profesor tradicional, y la pandemia se
aprovechd para ello. En esta trayectoria se reconoce cdmo los entrevistados asumen una iden-
tidad como profesores de bdsica primaria que ensefian matematicas, que los empodera como
agentes de transformacion de la educacion en general y de la educacion matemadtica en parti-
cular. De acuerdo con esta identidad surge la dltima trayectoria.

La cuarta y dltima trayectoria la denominamos de identidad del profesor que enseiia
matemdticas, en las que se reconoce que el profesor en formacion fue consciente de que es un
educador matemadtico, se identifica como tal y se responsabiliza de ese rol.

Las trayectorias identificadas, permitieron comprender la manera en que los entrevis-
tados constituyeron experiencias de formacion como profesores de la bdsica primaria que
ensefiaron matematicas durante la pandemia, y como dichas experiencias les aport6 en la con-
figuracion de sus trayectorias profesionales a futuro.

Es importante recalcar que la formacion de la Licenciatura en Educacién Bésica Pri-
maria- LEBP- de la Universidad Pedagdgica Nacional efectivamente marca la trayectoria de
formacién de los cuatro entrevistados. Reconocemos desde sus narrativas que su formacion
didictica es robusta, al igual que la pedagdgica, pero consideramos, desde el andlisis de los
relatos, que se requiere una formacion en la disciplina mds fuerte y enfocada a superar los va-
cios que pueden presentar los estudiantes de esta licenciatura en el drea de matemadticas, para
que ellos luego puedan ensefiar las matematicas de una manera innovadora.
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RESUMEN

Este trabajo presentala aplicacion de las representaciones semidticas en e cdculo multivariable, utilizando la cons-
truccién de unamontafiarusafisicay sumodelado en GeoGebracomo herramientas de aprendizaje. Lainvestigacion
seredliz6 con estudiantes deingenieriay permitio explorar como las ecuaciones paramétricasy |las representaciones
grificas favorecen el transito entre lo abstracto y lo tangible. Surge asf la pregunta de investigacién: ¢como incidela
aplicacion delasrepresentaciones semidticas, a través del uso de GeoGebray la construccion fisica de una montafia
rusa, en la comprension delos conceptos fundamentales del célculo multivariable en estudiantes deingenieria? Para
responderla, se plantea como objetivo general analizar como la aplicacién de las representaciones semidticas me-
diante e uso de GeoGebray la construccion fisica de unamontafia rusa facilitala comprension de los conceptos del
célculo multivariable en estudiantes de ingenieria. Se evidencid un interés marcado en los estudiantes, una compren-
sién profunda de las ecuaciones paramétricas y un uso eficaz de GeoGebra para visualizar modelos tridimensionales,
lo cua promovié unamejor integracion de conocimientos interdisciplinares.

Palabras clave: célculo multivariable, representaciones semidticas, GeoGebra, ingenieria, ecuaciones
paramétricas.

ABSTRACT

Thiswork presents the application of semiotic representations in multivariable calculus through the construction of
aphysica roller coaster and its modeling using GeoGebra as learning tools. The research was conducted with engi-
neering students and explored how parametric equations and graphical representations help bridge the gap between
abstract concepts and tangible understanding. The guiding research question is: How doesthe application of semictic
representations—through the use of GeoGebra and the physical construction of a roller coaster—impact enginee-
ring students' understanding of fundamental multivariable calculus concepts? To address this question, the general

1 Catedra de Matematica Escuela de Formacién de Profesores en Ensefianza Media, Universidad de San Carlos de Guatemala, Guatemala,
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objectiveisto analyze how the application of semiatic representations through the use of GeoGebraand the physical
congtruction of aroller coaster facilitates the understanding of multivariable calculus concepts in engineering stu-
dents. The study revealed significant student interest, a solid understanding of parametric equations, and effective use
of GeoGebrafor visualizing 3D models, promoting better interdisciplinary knowledge integration.

Keywords: multivariable calculus, semiotic representations, GeoGebra, ingineering, parametric equations.

1. INTRODUCCION

El célculo multivariable desempefia un papel crucial en la formacion de los estudiantes
de ingenieria, ya que proporciona las herramientas mateméticas necesarias para modelar y re-
solver problemas complejos que involucran multiples variables. Desde € disefio de estructuras
hasta la smulacion de trayectorias en sistemas fisicos, este campo permite conectar los con-
ceptos tedricos con aplicaciones del mundo real, pues conlleva a una comprension integral del
entorno tridimensional. La capacidad de interpretar y manipular funciones de varias variables
resulta esencial para el andlisis de fenémenos fisicos y la optimizacion de procesos en diver-
sas disciplinas de laingenieria.

El presente trabgo se enfoca en la aplicacion del enfoque de representaciones semio-
ticas para facilitar € aprendizage de conceptos fundamentales del calculo multivariable. Este
enfoque, basado en la traduccion y coordinacion entre distintos registros de representacion,
permite a los estudiantes desarrollar habilidades cognitivas para transitar entre lo algebraico,
grafico y fisico. Una herramienta clave para este proceso es € software GeoGebra, € cual
brinda un entorno visual y manipulativo donde los estudiantes pueden experimentar y validar
SUS conoci mientos.

Ruiz Cadtillo (2022) destaca que € uso de GeoGebra para modelar trayectorias tridi-
mensionales, combinado con la construccion fisica de modelos, no solo promueve un apren-
dizge significativo, sino que también potencia la autonomia y motivacion de los estudiantes.
Esta integracion de tecnologia y practica fisica facilita la comprension de conceptos abstrac-
tos, como las ecuaciones paramétricas, la derivada en varias variables y las trayectorias espa-
ciales. En este contexto, e disefio y smulacion de una montafia rusa representa una actividad
interdisciplinariaideal para aplicar y consolidar los conceptos del célculo multivariable, dado
gue involucra conoci mientos tanto matematicos como de ingenieriay fisica

2. ABORDAJE METODOLOGICO
Elementos tedricos y conceptuales

21 Enfoque teérico

El Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion Matematica (EOCM) proporciona una base
tedrica robusta para analizar y mejorar la manera en que los estudiantes interpretan, integran
y coordinan diversas representaciones semidticas en € proceso de aprendizge. Este enfoque
se centra en la interaccion entre los objetos mateméticos y sus diversas representaciones, tales
como expresiones algebraicas, graficas, tabulares y representaciones fisicas (Godino, Batanero

CUADERNOS DE INVESTIGACION Y FORMACION EN EDUCACION MATEMATICA - Vol: 18 - N°. 2 - 85-98 - 2025 - ISSN: 22-15-5627 @. BY _NC__ND



APLICACION DE LAS REPRESENTACIONES SEMIOTICAS EN CALCULO MULTIVARIABLE..

y Font, 2009). Al reconocer que las representaciones no son simples traducciones mecanicas
entre registros, € enfoque ontosemiotico subraya laimportancia de construir significados co-
herentesy estructurados.

Una de las bases fundamentales de este enfoque es la teoria de registros de representa-
cion de Duval (2006), la cual establece que la comprensidn profunda de un concepto matema-
tico no depende exclusivamente de su representacion en un solo registro, sino de la capacidad
de traducir y coordinar entre varios registros. Este proceso involucra tareas cognitivas com-
plgas, como identificar invariantes entre representaciones y reconocer la relevancia de cada
una segun € contexto del problema. Guerrero Morales y Falk de Losada (2023) subrayan que
esta capacidad de transicion entre registros es fundamental en e calculo multivariable, donde
los estudiantes deben relacionar representaciones algebraicas de ecuaciones paramétricas con
su interpretacion graficay geométrica.

Duval (2006) destaca que € éxito en la resolucion de problemas mateméticos radica en
la coordinacion interna entre los sistemas de representacion, la cual implica no solo reconocer
equivalencias entre representaciones, sino también comprender cdmo estas se complementan
y enriquecen mutuamente. Por ggemplo, en € contexto del calculo multivariable, la interpre-
tacion geométrica de las ecuaciones paramétricas permite a los estudiantes visualizar trayec-
torias espaciales que resultarian dificiles de conceptualizar solo con expresiones algebraicas
(Godino y Font, 2010).

En este sentido, herramientas tecnoldgicas como GeoGebra juegan un papel crucial.
Este software permite una interaccion directa con |os objetos matematicos mediante la mani-
pulacién de gréficas, puntos y vectores en e espacio tridimensional, 1o que facilita el proceso
de transicion entre lo abstracto y lo concreto (Guachin Lucero y Espadero Faican, 2021). La
visualizacién grafica en tiempo real permite que los estudiantes detecten errores, gusten sus
ecuaciones y comprendan mejor las implicaciones geométricas de los célculos matematicos.
Ademés, GeoGebra fomenta un entorno de aprendizaje activo donde los estudiantes pueden
explorar de manera auténoma y creativa (Hitt y Saboya, 2020).

El enfoque ontosemidtico también enfatiza e papel de la préactica social y colaborativa
en la construccion del conocimiento matematico. La discusion en grupos permite validar y
gustar los significados asignados a las diferentes representaciones; crea un entorno donde los
estudiantes construyen comprensiones compartidas (Godino, 2013). En este sentido, proyectos
interdisciplinarios como la simulacion de una montafia rusa facilitan la integracién del cono-
cimiento matematico, fisco y computacional, al proporcionar un contexto real y desafiante
que promueve la participacion activa de los estudiantes (Ruiz Castillo , 2022).

En fin, € enfoque ontosemidtico —junto con la teoria de registros de representacion—
ofrece una guia esencial para disefiar actividades de aprendizaje donde la coordinacion entre
registros permita superar las dificultades inherentes al aprendizge del calculo multivariable.
Estas actividades pueden mejorar la comprension y retencion de conceptos matematicos
compleos, especialmente cuando se apoyan en herramientas tecnolégicas como GeoGebra y
estrategias colaborativas.

2.2 Descripcion del trabajo realizado

Este trabgo se llevd a cabo con un grupo de 12 estudiantes de ingenieria en € marco
de un curso de calculo multivariable, durante un semestre académico. El objetivo fue integrar
conceptos tedricos y précticos mediante el disefio y construccion de una montafia rusa tanto
en su version fisica como virtual, utilizando € software GeoGebra. En una primera etapa del
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curso se desarrollaron los contenidos fundamentales del célculo multivariable, tales como
funciones de varias variables, ecuaciones paramétricas, derivadas parciales, gradiente, ex-
tremos y trayectorias en € espacio tridimensional. Una vez abordados estos temas desde
e enfoque tedrico, se dio paso a la implementacion del proyecto como una estrategia de
aplicacion interdisciplinaria. La actividad se estructurd en varias fases interrelacionadas
que fomentaron la colaboracion entre los estudiantes y la aplicacion de herramientas tecno-
|6gicas para resolver problemas reales. Cada fase permitié poner en préctica los contenidos
del curso, lo que facilitd € transito entre los registros algebraico, grafico y fisico, conforme
al marco del Enfoque Ontosemiético de la Cognicion Mateméticay la teoria de registros de
representacion de Duval.

Fase 1: Introduccion y desarrollo de conceptos teéricos

Durante la primera etapa del proyecto se desarrollaron en clase los conceptos funda-
mentales del calculo multivariable, los cuales fueron clave para la futura implementacién del
disefio de la montafia rusa. Participaron 12 estudiantes de ingenieria, quienes abordaron temas
como funciones vectoriales, ecuaciones paramétricas, derivadas parciales, gradiente y visuali-
zacion tridimensional.

Uno de los primeros topicos fue e estudio de funciones vectoriales, que permitieron
representar la posicion de un objeto en € espacio tridimensional como una funcién del tiempo
0 de otro pardmetro. Este conocimiento resultd fundamental para el trazado de trayectorias en
d disefio de la montafia rusa. Posteriormente, se trabgé con ecuaciones paramétricas, las cua-
les fueron esenciales para modelar cada punto del recorrido de la estructura; especialmente en
secciones como ascensos pronunciados, descensos suaves y bucles. Esto permitio representar
con precision latrayectoriadel carrito.

Asimismo, se introdujeron las derivadas parciales, orientadas al andlisis de velocidad
y aceleracion en distintas direcciones del espacio. Esto aportd una visén dinamica del movi-
miento y permitio a los estudiantes comprender € comportamiento del modelo en términos
fisicos, como los cambios de velocidad y la distribucion de fuerzas. Finalmente, las represen-
taciones tridimensionales apoyadas por software como GeoGebra facilitaron una visualiza-
cion completa del recorrido, por lo que permitieron observarlo desde multiples perspectivas
antes de su construccion fisica.

Desde d punto de vista tedrico, esta fase se enmarca en d enfoque de las representa-
ciones semidticas seguin Duval (2006), quien sostiene que € aprendizaje matemético profundo
exige no solo operar en un registro de representacion (por gemplo, algebraico o gréfico), sSino
lograr la conversion significativa entre distintos registros. En este sentido, € transito entre re-
presentaciones algebraicas (como las ecuaciones paramétricas) y graficas (como € recorrido
simulado) es crucial para que los estudiantes construyan un significado coherente del objeto
matemético en estudio.

El desarrollo de esta fase también se fundamenta en € Enfoque Ontosemidtico de la
Cognicion Matemética (EOCM), e cual enfatiza lainteraccion entre |os objetos matematicos,
los significados personales de los estudiantes y los sistemas de representacion involucrados
(Godino, Batanero y Font, 2007, 2009). Segun este enfoque, la comprensioén del conocimiento
matemético emerge de la coordinacion de practicas y significados en contextos especificos,
como en este caso, la aplicacion del calculo multivariable en la construccion de una montafia
rusa. El disefio de actividades centradas en esta coordinacion entre registros y significados
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permite identificar configuraciones epistémicas y cognitivo-afectivas relevantes para la
ensefianza

Durante esta fase los docentes también incorporaron actividades guiadas para enfatizar
la importancia de las representaciones semidticas en la descripcion del movimiento tridi-
mensional. Se trabajaron ejemplos especificos de trayectorias paramétricas que luego serian
replicadas o adaptadas por los estudiantes en e desarrollo del proyecto. Asi, esta fase sent6 las
bases conceptuales y cognitivas para € transito hacia una aplicacion interdisciplinar del cél-
culo multivariable, donde los saberes matematicos comenzaron a contextualizarse mediante
herramientas tecnolégicas y situaciones reales.

Fase 2: Modelado matematico de la trayectoria

Durante la segunda fase del proyecto, los estudiantes trabgaron colaborativamente en
grupos para disefiar e modelo matematico de la trayectoria de la montafia rusa. El objetivo
fue construir representaciones algebraicas precisas que capturaran € recorrido completo de la
estructura, haciendo uso de ecuaciones paramétricas que describieran la posicion del carrito
en funcién de un pardmetro comin, generalmente el tiempo. Se modelaron diversas secciones
del recorrido —subidas, bgadas, giros y bucles— utilizando funciones de varias variables,
priorizando la continuidad, suavidad y plausibilidad fisica del movimiento.

Cada grupo propuso un conjunto de ecuaciones que posteriormente fue revisado y
gjustado con base en criterios tanto matematicos como fisicos. Entre los criterios evaluados se
encontraban: la continuidad de la velocidad (evitar saltos abruptos entre tramos), la suavidad
de las curvas (para garantizar trayectorias diferenciables), y € respeto de las condiciones de
entrada y salida de cada segmento de la montafia rusa. Este proceso implico que los estudian-
tes debieran realizar razonamientos analiticos sobre las condiciones iniciales y de borde, asi
como verificar e comportamiento global del sistema modelado.

Desde una perspectiva tedrica, esta fase supuso un avance en € transito entre registros
semidticos, al llevar a los estudiantes desde una comprension visual e intuitiva del recorrido
hacia una representacion algebraica formal mediante ecuaciones paramétricas. Segin Duval
(2006), este tipo de conversion entre registros —en este caso, ddl gréfico o verbal al algebrai-
co— es una de las operaciones cognitivas mas complejas del aprendizae matemético, y cons-
tituye una condicion necesaria parala comprensién profunda de los conceptos involucrados.

Ademas, e Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion Matematica permite interpretar
este proceso como una construccion de significado donde las préacticas matematicas (definir
ecuaciones, verificar condiciones, interpretar resultados) estdn mediadas por objetos semio-
ticos que representan la trayectoria (Godino, Batanero y Font, 2007, 2009). Cada expresion
algebraica constituye no solo una herramienta operativa, sino también un signo que debe ser
interpretado dentro del sistema de précticas del aula'y del proyecto. Asi, los estudiantes no
solo manipularon féormulas, sino que comenzaron a articular un sistema de significados mate-
méticos coherente con los fendmenos fisicos simulados.

El hecho de que cada grupo desarrollara su propio modelo también promovio la emer-
gencia de configuraciones epistémicas diversas, al permitir maltiples formas vélidas de
describir una misma trayectoria. Esto fomentd discusiones intergrupales sobre la idoneidad,
equivalencia 'y conveniencia de diferentes modelos, y abrié oportunidades para € desarrollo
del pensamiento critico y la metacognicion matematica.
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Fase 3: Simulacion en GeoGebra

Una vez definidas las ecuaciones paramétricas para describir € recorrido de la montafia
rusa, los estudiantes emplearon e software GeoGebra 3D como herramienta tecnoldgica para
representar gréficamente sus modelos en un entorno tridimensional. Esta simulacién permitié
visualizar de manera dindmica la trayectoria completa, o que facilit6 la verificacion y € gus-
te de las ecuaciones desarrolladas en la fase anterior. La posibilidad de manipular |os parame-
tros en tiempo real dentro del entorno virtual promovié unainteraccion directa con los objetos
mateméticos, y permitié alos estudiantes explorar como pequefios cambios en los coeficientes
o funciones modificaban la geometriadel recorrido.

El uso de GeoGebra se congtituyé como una instancia clave de traduccion entre regis-
tros semicticos, particularmente entre € registro algebraico (las ecuaciones paramétricas) y
e registro gréfico (la visualizacion 3D). De acuerdo con Duval (2006), estas transiciones son
fundamentales en € aprendizae matemético, ya que permiten al estudiante establecer corres-
pondencias significativas entre distintas formas de representacion de un mismo objeto. En este
caso, visualizar cdmo la modificacion de una expresion algebraica repercute en laformade la
trayectoriarefuerzala comprension funcional y geométrica de los modelos.

Desde e Enfoque Ontosemiético de la Cognicién Matematica (Godino, Batanero y
Font, 2007, 2009), esta etapa representa una configuracion epistémico-tecnolégica en la que
e software actlia como instrumento semidético que media entre e conocimiento matematico
formal y su interpretacion visual y contextualizada. GeoGebra no solo permite representar,
sino también experimentar con los objetos matematicos, de manera que fomenta una practica
exploratoria que impulsa la construccion activa del significado. En este sentido, € entorno tec-
nolégico no se limita a ilustrar resultados, sino que habilita nuevas formas de razonamiento y
validacion.

Adicionalmente, € trabgo con GeoGebra favorecié € desarrollo de habilidades meta-
cognitivas a permitir que los estudiantes compararan sus modelos con otros grupos, identi-
ficaran inconsistencias y reflexionaran sobre las decisiones tomadas en la formulacién de sus
ecuaciones. La retroalimentacion inmediata proporcionada por la herramienta digital fortale-
ci6 la autonomia cognitiva de los estudiantes, dado que les permitié asumir un rol mas activo
en € proceso de verificacion y meora de sus propuestas matematicas.

Descripcion del modelo dela montafia rusa en GeoGebra

La montafia rusa mode ada en GeoGebra es un gemplo exceente de la aplicacion de mul-
tiples conceptos de calculo multivariable, ya que integra ecuaciones paramétricas y geometria
tridimensional. Se observa que el modelo estd compuesto por curvas suaves, bucles, y pendientes
ascendentes'y descendentes, todos representados en un Sstematridimensional (x, y, 2.

Ecuaciones paramétricasy trayectorias

El corazdn del disefio radica en las ecuaciones paramétricas, que definen € movimiento
dd carrito de la montafia rusa en funcién de un parametro . Este parametro controla la posi-
cion del carrito en cadainstante, especificando su ubicacion enlos gesx, y, z

Ejemplo conceptual de ecuaciones parameétricas.

e X(t) = f(t) describe e movimiento horizontal alo largo del ge x.

e () =g() indicalavariacion enladireccion lateral.
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Z(t) = h(t) representala elevacion del carrito alo largo de latrayectoria.

En & modelo de laFigura 1, las curvas suaves y los bucles implican ecuaciones que va
rian en funcion de funciones sinusoidales o polinomiales, y aseguran continuidad y suavidad
en €l recorrido.

Aplicacion de temas de calculo multivariable

1

Funciones de varias variables: El modelo involucra funciones dependientes de multi-
ples variables, como € tiempo y la posicion espacial. La interaccion entre estas varia-
bles es clave para generar € movimiento continuo y fluido.

Derivadas parciales. Durante € disefio, las derivadas parciales permitieron analizar
la velocidad del carrito en diferentes direcciones , asl como la aceleracion
resultante.

Gradiente y derivadas direccionales: El calculo del gradiente se utilizé para deter-
minar la direccion de mayor incremento de la altura (2), esencial para gustar las pen-
dientesy evitar cambios bruscos en latrayectoria.

Extremos y optimizacion: Se optimizé la forma de los bucles y curvas para garan-
tizar que no existan puntos criticos donde la velocidad disminuya a cero, para evitar
posibles detenciones no deseadas del carrito.

Representacionestridimensionales. GeoGebra permitié visualizar como € carrito se
desplaza en € espacio tridimensional, de forma que facilité la comprensién geométrica
delatrayectoriay permitié gustes en tiempo real.

Integrales maltiples: Aunque implicitamente, se pueden calcular areas y volumenes
bgo la curva de la montafia rusa o incluso energia potencial acumulada en las seccio-
nes més altas.

Simulacion y validacion

El boton de “play” visible en la interfaz de GeoGebra sugiere la simulacién dinamica
dd movimiento dd carrito. Durante la ssimulacion los estudiantes pueden observar como los
cambios en los parametros afectan la trayectoria 'y gjustar las ecuaciones paramétricas en
tiempo real (Figura 1). Esto fomenta un aprendizaje exploratorio y experimental.
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Figura 1 - Representacion de la montaia rusa en GeoGebra.

Fuente: Elaborado en GeoGCebra.

Fase 4: Construccion fisica de la montaia rusa a escala

Tras la validacion de las ecuaciones paramétricas mediante simulaciones en GeoGebra,
los estudiantes procedieron a construir una version fisica a escala de la montafia rusa. Para
elo, utilizaron materiales accesibles como madera, tubos plésticos, carton y piezas metdlicas,
lo que permitié materializar € modelo matematico disefiado previamente. Esta fase fue esen-
cial para promover la conexion entre € conocimiento abstracto y su aplicacion tangible, pues
implicd que los estudiantes observaran y evaluaran directamente la correspondencia entre €
comportamiento tedrico del modelo y su desempefio fisico real.

Durante € proceso constructivo surgieron diversos desafios técnicos vinculados a la
friccion, € peso de los materiales, las dimensiones fisicas del prototipo y la estabilidad estruc-
tural. Estos factores obligaron a los estudiantes a gustar sus modelos matematicos, realizar
nuevos calculos y tomar decisiones basadas en consideraciones fisicas y précticas. Asi, € mo-
delo no fue s mplemente replicado, sino que se reinterpretd y adaptd a condiciones del mundo
real, lo que reforzé la comprension interdisciplinaria del fendémeno.

Desde una perspectiva tedrica, esta fase constituye una instancia de traduccion hacia el
registro fisico de representacion, € cual Duval (2006) identifica como complementario a los
registros algebraico, gréfico y tabular. Aungue menos formal, este registro es esencial para
consolidar € significado de los objetos matematicos en contextos concretos. La construccion
tangible de la montafia rusa permitié a los estudiantes verificar la validez de sus representa-
ciones anteriores, detectar inconsistencias, y gustar pardametros para mantener la coherencia
entre lo modelado y 1o observado, lo cual favorece el desarrollo de una comprension funcional
y aplicada.

En & marco del Enfoque Ontosemiético de la Cognicion Matematica (Godino, Batane-
ro y Font, 2007, 2009), esta fase constituye un momento clave de practica institucionalizada,
en donde los objetos matematicos adquieren sentido en la medida en que se integran a situa-
ciones reales. El modelo fisico no es Unicamente unailustracion del contenido aprendido, sino
una configuracion epistémica que permite valorar la pertinenciadel conoci miento matemético
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al ser puesto en accion. El transito entre registros, mas alla de una mera conversion simbdlica,
se convierte agui en una préactica compleja de validacion y guste semidtico, donde e estudian-
te asume un rol activo como disefiador, evaluador y recontextualizador de significados.

Ademas, esta etapa propicio € trabgo en equipo, la resolucién de problemas practicosy
latoma de decisiones colaborativas; contribuyé ala consolidacién de habilidades transversales
que fortalecen laformacion integral del estudiante de ingenieria.

Figura 2 - Modelo fisico.

Fuente: Elaboracion propia de la montafia rusa construida con materiales reciclables y su
construccion en GeoGebra.

Modelo fisico y virtual dela montafarusa

En la Figura 2 se presenta un modelo fisico de una montafia rusa construido con mate-
riales reciclables, junto con su correspondiente simulacion digital en GeoGebra. El modelo fi-
sico incluye detalles estructurales como rieles curvados, elevaciones y descensos que simulan
d recorrido de un carrito en movimiento. Los estudiantes utilizaron cartén, tubos de plastico
y otros materiales reutilizables para crear una representacion tangible del disefio matemético.
Por otro lado, la construccion en GeoGebra permitio visualizar é modelo tridimensional men-
te, con precision en las trayectorias paramétricas y su correspondencia exacta en € espacio.
Losrieles en verde y rojo representan las curvas paramétricas calculadas mediante funciones
de varias variables, mientras que € entorno tridimensional facilita la observacion de la dina
mica del movimiento del carrito.

El proceso de disefio y construccion, tanto fisico como digital, proporcioné a los estu-
diantes una experiencia integral de aprendizge, dado que permitidé conectar conceptos abs-
tractos del calculo multivariable con aplicaciones préacticas. Este enfoque también destaco la
importancia de las representaciones semidticas, al traducir ecuaciones algebraicas en trayecto-
riasfisicasy visualizaciones interactivas.
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Fase 5: Validacion y analisis de resultados

Con & modelo fisico construido, se llevé a cabo una fase de validacion experimental
con € propésito de comparar € comportamiento del prototipo con los resultados obtenidos
mediante simulacién virtual. Se realizaron diversas pruebas fisicas para verificar la coheren-
cia entre las ecuaciones paramétricas, las simulaciones en GeoGebray € recorrido real de la
montafia rusa. Los estudiantes recolectaron datos empiricos relacionados con la velocidad,
aceleracion y fuerza centrifuga en distintos tramos del trayecto. Estos datos se contrastaron
con los valores tedricos previamente calculados, lo cual permitié identificar discrepancias y
realizar gustes al modelo, tanto en € plano fisico como en sus representaciones mateméticas.

Esta etapa representé una instancia fundamental de validacién entre registros. Segiin
Duval (2006), € paso del registro algebraico (las ecuaciones) a grafico (smulacion) v, fi-
nalmente, al fisico (prototipo) requiere una coordinacion cognitiva compleja en la que los
estudiantes deben reconocer invariantes semidticas entre representaciones que no comparten
la misma estructura perceptiva ni simbdlica. Este tipo de contraste favorece la deteccion de
errores, lareconstruccion de significados y € refinamiento del modelo desde una perspectiva
integradora.

Desde e Enfoque Ontosemiético de la Cognicién Matematica (Godino, Batanero y
Font, 2009), esta fase permite reconocer la existencia de configuraciones epistémicas que se
modifican a medida que €l conocimiento se confronta con larealidad. La préactica de verificar,
gustar y reinterpretar modelos fortalece la construccion del significado matematico, a tiempo
gue promueve una mayor conciencia sobre los criterios de idoneidad didéactica, epistémicay
tecnologica en la resolucion de problemas. En este sentido, los estudiantes no solo validaron
sus modelos, sino que también desarrollaron criterios de evaluacion sobre la validez, precision
y aplicabilidad de los mismos.

Esta etapa también aportd elementos significativos al desarrollo del pensamiento cri-
tico, al incentivar la reflexion sobre € error; no como falla, sino como una oportunidad para
mejorar los modelos y profundizar la comprension de las relaciones entre o abstracto y lo
concreto. Los estudiantes evidenciaron avances en su capacidad para analizar discrepancias
entre teoriay préctica, asi como para justificar modificaciones con base en argumentos mate-
maticosy fisicos.

Fase 6: Reflexién final y presentacion del proyecto

Al concluir € proyecto, cada grupo de estudiantes presentd sus hallazgos a través de
un informe escrito y una exposicion oral, en las cuales analizaron e proceso seguido y los
resultados obtenidos durante las diferentes fases de trabgo. Estas presentaciones incluyeron
reflexiones sobre como la articulacion entre las representaciones semidticas —algebraica, gra-
ficay fisica— contribuy6 a una comprension mas profunda de los conceptos del calculo mul-
tivariable, tales como las ecuaciones paramétricas, las trayectorias espaciales y las derivadas
parciales. Los estudiantes también subrayaron la relevancia de la colaboracion grupal y € uso
de herramientas tecnol 6gicas como GeoGebra en € desarrollo de sus competencias analiticas,
creativas y comunicativas. Este espacio reflexivo promovié un gercicio metacognitivo en €
que se valoré no solo e producto final (la montafa rusa), sino también el proceso de aprendi-
zgje que permitid conectar € conocimiento matemético abstracto con su aplicacion tangible.

Desde € marco del Enfoque Ontosemidtico de la Cognicién Matemética, esta fase
representa una instancia de consolidacion de significados a través de la configuracion
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metadiscursiva del conocimiento matematico (Godino, Batanero y Font, 2009). La reflexion
guiada permite identificar précticas epistémicas y valorar la evolucion del conocimiento
personal y colectivo en un proceso que transforma las experiencias individuales en compren-
siones compartidas. Asimismo, € reconocimiento explicito del papel de las representaciones
semidticas responde a lo planteado por Duval (2006), quien enfatiza que € aprendizaje signi-
ficativo no se limita a la produccién de respuestas correctas; requiere que € sujeto justifique
y explique sus procedimientos en distintos registros. La posibilidad de reflexionar sobre €
transito entre lo algebraico, gréfico y fisico permitid a los estudiantes identificar sus avances
cognitivos, errores corregidos y estrategias adoptadas para resolver los desafios del proyecto.

En suma, esta Ultima fase no solo cerrd € ciclo didéctico del proyecto, sino que abrid
un espacio de evaluacion formativa, autorregulacion y toma de conciencia sobre e valor del
conocimiento matematico como herramienta para resolver problemas reales. La combinacion
de ssmulacién digital, construccion fisicay reflexion colaborativa se constituyé como una ex-
periencia de aprendizge activo, interdisciplinario y significativo, coherente con los principios
de una educacion matematica criticay contextualizada.

3. RESULTADOS/DISCUSIONES

A partir de esta investigacion sobre la aplicacion de las representaciones semidticas en
célculo multivariable mediante la construccion de una montafia rusa fisica y virtual, se pue-
den generar diversas discusiones académicas y reflexivas en torno a los resultados, las meto-
dologiasy lasimplicaciones tedricas y practicas ddl estudio. Estas discusiones pueden abordar
desde cuestiones metodoldgicas y tecnolégicas hasta aspectos cognitivos y didécticos relacio-
nados con e aprendizgje de las matematicas en entornos i nterdisciplinarios.

Una primera linea de discusién se centra en la eficacia del enfoque ontosemiético en el
aprendizgje dd calculo multivariable. El estudio se basa en € Enfoque Ontosemidtico de la
Cognicion Matematica (EOCM), € cual enfatiza laimportancia de traducir y coordinar entre
diferentes registros de representacion (algebraico, grafico, fisico y tabular) para desarrollar
una comprensién profunda de los conceptos matematicos. La discusion podria abordar en
gué medida la coordinacion entre registros semi6ticos facilita la comprension de conceptos
complgos como las ecuaciones paramétricas y las derivadas parciales, s este enfoque es mas
efectivo para temas especificos como € andlisis vectorial y la interpretacién geométrica de
trayectoria, 0 s puede aplicarse de manera general en € aprendizaje del calculo. También
podria discutirse cdmo mejorar la capacidad de los estudiantes para reconocer y coordinar
registros semiéticos mediante herramientas digitales como GeoGebra. Este analisis permitiria
profundizar en e papd de las representaciones semidticas como elemento estructurante en la
ensefianza de las mateméticas, y abriria nuevas lineas de investigacion sobre como mejorar la
coordinacion entre registros en d aula.

Una segunda discusion relevante es la relacion entre teoria 'y practica en la ensefianza
dd calculo multivariable. Lainvestigacion integra de manerainnovadora la teoria matemética
con una aplicacion practica mediante la construccién de una montafia rusa, lo que permite
cuestionar qué tan efectivo es € aprendizgje basado en proyectos para meorar la comprension
de conceptos abstractos como las ecuaciones paramétricas y las derivadas parciales. También
podria analizarse como influye la manipulacion fisica de una estructura real en la compren-
sion de las propiedades mateméticas de las trayectorias y las curvas en € espacio tridimen-
sional, y hasta qué punto la préctica experimental megjora la capacidad de los estudiantes para
interpretar y resolver problemas complgos en calculo multivariable. Esta discusion permitiria
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explorar como podria integrarse € aprendizae basado en proyectos en € curriculo general de
calculo multivariable para maximizar lacomprension tedricay practica de los estudiantes.

El pape de las herramientas tecnoldgicas en € aprendizaje matematico representa otra
linea de discusion. El uso de GeoGebra como herramienta de simulacion y andlisis gréfico
fue un elemento clave en € éxito de la investigacion. En este sentido, podria analizarse la
influencia del uso de herramientas tecnoldgicas en la capacidad de los estudiantes para visua
lizar y analizar trayectorias complgas en € espacio tridimensional. Asimismo, se podria estu-
diar s GeoGebra es una herramienta suficientemente robusta para modelar situaciones fisicas
complgas, 0 s seria necesario incorporar software méas especializado como MATLAB o Ma-
thematica. También podria discutirse como afecta la interaccidn en tiempo real con un modelo
grafico tridimensional a la comprension de las relaciones entre las ecuaciones paramétricas
y su interpretacién geométrica, asi como cudles diferencias se observan entre los resultados
obtenidos mediante simulacion en GeoGebra y los resultados experimentales obtenidos en €
modelo fisico. Esta discusion permitiria evaluar € papel de la tecnologia en € aprendizage de
las mateméticas y explorar nuevas herramientas que podrian megorar alin mas e proceso de
aprendizaje mediante simulacién y modelado tridimensional.

Es importante reflexionar sobre los desafios y limitaciones encontrados durante € de-
sarrallo del proyecto, lo que podria llevar a una mejora tanto en la metodologia como en la
implementacion futura de proyectos similares. Las discusiones en esta area podrian incluir
cudles fueron las principales dificultades que enfrentaron los estudiantes al disefiar y cons-
truir la montafa rusa, como se podrian gustar las ecuaciones paramétricas para mejorar la
estabilidad y € rendimiento del modelo fisico, y cdmo se podria megjorar la precision de la
simulacién en GeoGebra para reflgjar con mayor exactitud las condiciones fisicas del modelo
real. Ademas, podria analizarse qué factores externos (friccion, peso del material, errores de
construccion) afectaron los resultados y como podrian controlarse en futuras investigaciones.
Asimismo, hay espacio para plantear mejoras respecto alaretroalimentacion y guia durante e
proceso de disefio y construccion, para que la identificacion y correccion de errores por parte
de los estudiantes sea més eficiente. Esta discusion permitiria explorar nuevas estrategias para
reducir las discrepancias entre los modelos tedricos y las implementaciones practicas en futu-
ros proyectos educativos.

El impacto en lamotivacion y la participacion de los estudiantes congtituye otra area de
discusion importante. El proyecto se disefié para promover un aprendizgje activo y participati-
vo mediante la combinacién de modelado matematico, simulacion tecnolégica 'y construccion
fisica. La discusion podria abordar hasta qué punto la combinacion de herramientas tecnol 6gi-
casy actividades fisicas mejorala motivacion de los estudiantes para estudiar calculo multiva
riable, qué diferencias en € nivel de participacion se observaron entre las fases de modelado
matematico, simulacidn y construccion fisica, y de qué manerainfluyo € trabgo colaborativo
en lamotivacion y € rendimiento de los estudiantes. También podria explorarse como este en-
foque integrador podria aplicarse en otros contextos académicos para megjorar la motivacion y
& compromiso de los estudiantes con las mateméticas. Esta linea de discusion abriria nuevas
oportunidades para desarrollar metodologias activas y colaborativas que mejoren la motiva
ciony laimplicacion de los estudiantes en € aprendizge de las mateméticas.

La transferencia de conocimientos y habilidades es otro aspecto clave de esta inves-
tigacién. Un punto de discusion podria ser cdmo influyd € proyecto en la capacidad de los
estudiantes para aplicar conceptos de cdlculo multivariable en otros problemas técnicos y de
ingenieria, qué habilidades adquiridas durante € proyecto (como la resolucion de problemas
y €l trabgo en equipo) pueden trasladarse a otros contextos profesionales y académicos, y de
gqué manera este enfoque podria replicarse o adaptarse en otras areas de las mateméticas y la
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ingenieria. También podria explorarse cdmo influy6 e desarrollo de la montafia rusa en la
capacidad de los estudiantes para identificar y resolver problemas complejos mediante € ana
lis's matemético. Esta discusion permitiria explorar € impacto a largo plazo de este enfoque
metodol dgico en e desarrollo profesional y académico de los estudiantes.

Las implicaciones pedagdgicas y metodoldgicas constituyen una Ultima linea de discu-
sion clave. El enfoque utilizado en esta investigacion presenta i mportantes implicaciones para
la ensefianza de las matematicas en general. La discusiéon podria centrarse en como podria
incorporarse este enfoque metodoldgico en e curriculo de calculo multivariable para maximi-
zar € aprendizge, de qué manera €l uso de herramientas tecnolégicas y modelos fisicos puede
facilitar e aprendizge de otros conceptos matematicos complgos 'y qué gustes serian nece-
sarios para replicar este proyecto en otros niveles educativos 0 en otros contextos culturales.
También podria discutirse de qué manera este enfoque se podria combinar con otros métodos
pedagdgicos para crear un modelo de ensefianza mas efectivo y significativo. Esta discusion
abriria la puerta a nuevas investigaciones sobre la ensefianza de las mateméticas, mediante
enfoques basados en proyectos, tecnologiay construccion practica

Las discusiones generadas a partir de esta investigacion ofrecen una oportunidad para
profundizar en la relacién entre teoria y préactica en la ensefianza del calculo multivariable.
Ademas, plantean nuevos desafios y oportunidades para integrar la tecnologia, la experi-
mentacion fisicay € andlisis matemético en un proceso de aprendizae mas significativo e
interdisciplinario.

4. CONCLUSIONES

El desarrollo del proyecto de la montafia rusa permitié evidenciar una serie de benefi-
cios significativos en € proceso de aprendizgie de los estudiantes de ingenieria. Uno de los
hallazgos més relevantes fue € alto nivel de interés y motivacion demostrado por los partici-
pantes, quienes se involucraron activamente en cada fase del proyecto, desde la modelacion
tedrica hasta la construccién fisicay validacion experimental. Esta participacion activa facili-
t6 una comprension profunda y sostenible de conceptos clave del calculo multivariable, como
las ecuaciones paramétricas, derivadasy trayectorias tridimensionales.

Un aspecto destacado fue lameora significativa en la capacidad de los estudiantes para
traducir entre diferentes representaciones semidticas (algebraicas, gréficas y fisicas). Esta
habilidad, esencial en € aprendizaje matematico, se logré gracias a la coordinacién de activi-
dades colaborativas y a uso de herramientas tecnoldgicas como GeoGebra, que permitieron
alos estudiantes visualizar en tiempo real los efectos de sus decisones mateméticas y gustar
sus modelos segun las necesidades del proyecto.

La integracion interdisciplinar también resulto clave. Al combinar conocimientos de
mateméticas, fisicay tecnologia, los estudiantes desarrollaron una comprension més holistica
y aplicable de los conceptos tedricos. Esta experiencia interdisciplinaria no solo mgoré su
capacidad de resolver problemas complgos, sino que también fomenté € desarrollo de habi-
lidades blandas, como € trabajo en equipo y la comunicacion efectiva al presentar y defender
sus resultados.

El uso de GeoGebra se consolidé como una herramienta clave para la visualizacion y
experimentacién con modelos complejos. Su capacidad para ofrecer representaciones interac-
tivas permitié que los estudiantes conectaran de manera directa las ecuaciones matematicas
con su interpretacion gréficay fisica, por 1o que contribuy6 a su comprension conceptual y
sus habilidades para realizar gustes iterativos en los modelos. Ademés, se observo como €

@. BY _NC__ND CUADERNOS DE INVESTIGACION Y FORMACION EN EDUCACION MATEMATICA - Vol: 18 - N°. 2 -851-98 - 2025 - ISSN: 22-15-5627



Juan Carlos Ruiz Castillo

entorno de aprendizgje tecnol6gico aumentd la autonomia de los estudiantes, quienes asumie-
ron un papel mas activo y critico en su proceso de aprendizge.

De cara a futuros trabg os, se recomienda la incorporacién de méas herramientas tecno-
|6gicas, como simuladores avanzados y aplicaciones de realidad aumentada, que puedan com-
plementar el proceso de visualizacion y andlisis. También seria beneficioso explorar proyectos
interdisciplinarios adicionales que promuevan la aplicacion de conceptos matematicos en con-
textos reales e incentiven, asi, e aprendizagje basado en la experimentacion. La colaboracion
entre estudiantes de diferentes disciplinas podria enriquecer alin mas e proceso, debido a la
integracion de nuevas perspectivas y enfoques.

El proyecto de la montafia rusa no solo logré sus objetivos de aprendizaje matematico,
sino que también establecié un modelo efectivo de cdmo las representaciones semidticas, €
trabgjo colaborativo y e uso de la tecnologia pueden combinarse para generar un aprendizge
profundo y significativo en € ambito de laingenieriay otras ciencias aplicadas.

DECLARACIONES DE CONTRIBUCIONES DE LAS PERSONAS AUTORAS

Se declara lo que cada persona de la autoria desarroll6 en el trabajo. Cada persona se
abreviacon lainicial del nombre, iniciales de apellidos. Por emplo:

RFS y CPC concibieron la idea presentada. RFS desarroll6 la teoria. RFS y CPC
adaptaron la metodologia a este contexto, crearon los modelos, realizaron las actividades y
recopilaron los datos. RFS analiz6 los datos. Todos los autores participaron activamente en la
discusion de los resultados, revisaron y aprobaron € trabgjo.

DECLARACION DE DISPONIBILIDAD DE DATOS

L os datos que respaldan los resultados de este estudio estaran disponibles por e autor,
JCR (Juan Carlos Ruiz), previa solicitud razonable.

5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Duval, R. (2006). Un tema crucia en la educacion matemética: La habilidad para cambiar € registro de re-
presentacion. La Gaceta de la Real Sociedad Matematica Espariola, 9(1), 143-168. https://skat.ihmc.us/
rid=1IM80JJ72-GIRGZN-2CG/L a%20habili dad%20para%e20cambiary20el %20regi stro%20de%620repre-
sentaci %C3%B 3n.pdf

Godino, J. D., Batanero, C., y Font, V. (2009). Un enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccion ma:
tematica. Universidad de Granada. https://www.ugr.es/~jgodino/funciones-semioticas/sintesis_eos_10mar-
z008.pdf

Guachuin Lucero, P. y Espadero Faican, G. (2021). El software GeoGebra como recurso para la ensefianza de
vectores: Una experienciadidéctica. Revista de Matematica, Ensino e Cultura, 16(37), 46-60. https.//www.
rematec.net.br/index.php/rematec/article/view/53/52

Guerrero Mordles, L. y Fak de Losada, M. (2023). Una mirada a la teoria de representaciones semidticas de
Duval desde @ pensamiento manifestado por participantes en las olimpiadas colombianas de mateméticas.
South Florida Journal of Devel opment, 4(3), 1433-1453. https.//doi.org/10.46932/sfjdv4n3-030

Ruiz Castillo, J. C. (2022). La aplicacién de herramientas digitales con el enfoque ontosemiético y su influencia

en el aprendizaje de funciones exponencialesy logaritmicas. Revista Cientifica del SEP, 5(1), 15-22. https://
revistasep.usac.edu.gt/index.php/RevistaSEP/article/view/92

CUADERNOS DE INVESTIGACION Y FORMACION EN EDUCACION MATEMATICA - Vol: 18 - N°. 2 - 85-98 - 2025 - ISSN: 22-15-5627 @. BY _NC__ND



https://revistas.ucr.ac.cr/index.php/cifem/

e-ISSN en linea: 2215-5627
) Cuadernos Impresa: ISSN 1659-2573

Vol:18 - N°. 2 . 2025
99-121

Recibido: 31/04/2025
Aprobado: 05/06/2025

Articulos de investigaciéon (BOSC)

; < . . .-
‘I‘/,\Q‘ de Investigacion y Formacion

en Educacion Matematica

UNA DESCOMPOSICION GENETICA PRELIMINAR
PARA EL CONCEPTO DE LOGARITMO
COMO NUMERO REAL

A PRELIMINARY GENETIC DECOMPOSITION
FOR THE CONCEPT OF LOCARITHM
AS A REAL NUMBER

Kevin David Gomez Guillén'
ORCID iD: https://orcid.org/0009-0002-5415-4729

Fabian Wilfrido Romero Fonseca?
ORCID iD: https://orcid.org/0000-0003-4472-963X

RESUMEN

Este articulo aborda las dificultades en la comprensién del logaritmo como niimero real, un concepto clave en ma-
tematicas, y propone una descomposicion genética preliminar desde la teorfa APOE (Acciones, Procesos, Objetos
y Esquemas). Mediante un enfoque cualitativo basado en el anlisis tedrico e histérico de la obra de John Napier, se
identificaron estructuras y mecanismos mentales involucrados en su construccion. Los resultados destacan tres fases:
manipulacién de progresiones geométricas, desarrollo de un modelo discreto y su extensién a un modelo continuo.
Esta propuesta no solo facilita la comprensién del logaritmo, sino que también proporciona herramientas pedagdgi-
cas que integran epistemologia e historia, contribuyendo a una ensefianza mds efectiva del concepto. Al explorar el
desarrollo histérico y epistemoldgico de este concepto fundamental, se busca no solo comprender su esencia mate-
midtica, sino también comprender las complejidades cognitivas inherentes a su concepcion.

Palabras clave: APOE, Logaritmo, Descomposicién Genética, Historia, Epistemologia.

ABSTRACT

This article addresses the difficulties in understanding logarithms as real numbers, a key concept in mathematics,
and proposes a preliminary genetic decomposition based on the APOS theory (Actions, Processes, Objects, and
Schemas). Through a qualitative approach grounded in theoretical and historical analysis of John Napier’s work, the
study identifies the mental structures and mechanisms involved in its construction. The results highlight three phases:
manipulation of geometric progressions, development of a discrete model, and its extension to a continuous model.
This proposal not only facilitates the understanding of logarithms but also provides pedagogical tools that integrate
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epistemology and history, contributing to a more effective teaching of the concept. By exploring the al and episte-
mological development of this fundamental concept, the study aims to deepen the understanding of its mathematical
essence and the cognitive complexities inherent in its conception.

Keywords: APOS, Logarithm, Genetic Descomposition, History, Epistemology.

1. INTRODUCCION

El logaritmo es un concepto esencial en matemaéticas, utilizado en diversas dreas como
la fisica, la ingenieria y las ciencias sociales. A pesar de su importancia, su ensefianza enfren-
ta numerosos desafios, especialmente en el &mbito educativo de Costa Rica. Segun el Progra-
ma de Estudio de Matematicas del Ministerio de Educacién Publica (MEP, 2012), el logaritmo
se aborda principalmente desde su relacién con las funciones matemadticas. Sin embargo, este
enfoque deja de lado su comprension como niimero real, limitando su significado y dificultan-
do la construccion de aprendizajes relacionados con conceptos posteriores, como la funcion
logaritmica.

Alguacil et al. (2016) sefialan que esta problemadtica afecta tanto a estudiantes como a
docentes. Por un lado, los estudiantes suelen enfrentar dificultades al intentar comprender el
concepto de logaritmo, lo que genera confusiones y desconexiones en su aprendizaje. Por otro
lado, los docentes a menudo carecen de herramientas didacticas y metodoldgicas adecuadas
para abordar estas dificultades, lo que perpetia la brecha conceptual. Esta situacion subraya la
necesidad de replantear el modo en que se ensefia y se conceptualiza el logaritmo en los entor-
nos educativos.

La desconexién entre el significado del logaritmo como niimero real y su aplicacién
en contextos cotidianos y matemdticos se ha documentado ampliamente en investigaciones
previas. Estas han sefialado una brecha significativa entre la introduccioén inicial del logaritmo
como un facilitador de cdlculos numéricos y su posterior tratamiento como funcién matemati-
ca. Ferrari y Farfan (2001) describen esta desconexion como una especie de dislexia en € dis-
curso matemdtico escolar, evidenciando la dificultad de integrar estas perspectivas de manera
coherente.

Para abordar estas limitaciones, diversos estudios han propuesto analizar el desarrollo
histdrico y epistemolédgico del logaritmo como una estrategia para enriquecer su ensefianza.
Investigaciones como las de Sanabria (2016), Gacharna (2012), Costa y Sanabria (2016) y
Vargas (2020) han destacado la importancia de conocer el origen y la evolucion del concepto
de logaritmo, ya que esto permite identificar las ideas clave que subyacen en su construccion.
Ademds, se ha resaltado la relevancia de integrar la historia, la epistemologia y el uso de tec-
nologias de la informacién en los enfoques didédcticos para mejorar su comprension (Abrate y
Pochulu, 2007; Panagiotou, 2010; Rizzo, 2014; Cachuay y Pino, 2013).

En este contexto, esta investigacion surge como respuesta a la necesidad de compren-
der mejor las estructuras y mecanismos mentales que los estudiantes emplean al construir
el concepto de logaritmo como ndmero real. Para ello, se plantea como objetivo principal
disefar una descomposicién genética preliminar del logaritmo, enmarcada en la teoria APOE
(Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas). Este marco tedrico permite analizar y estructurar
las construcciones mentales asociadas al concepto, ofreciendo una base para mejorar su ense-
flanza y aprendizaje.

Con esta propuesta, se busca no solo identificar las dificultades inherentes a la ense-
fianza del logaritmo, sino también generar herramientas précticas que permitan a los docentes
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abordar estas problemadticas de manera mds efectiva. La descomposicion genética preliminar
presentada en este estudio constituye un primer paso hacia la articulacién de un enfoque di-
déctico mds robusto, que integre elementos histéricos, epistemolégicos y tecnoldgicos en el
aprendizaje del logaritmo.

2. REFERENTE TEORICO: TEORIA APOE

Cuando la teoria APOE se refiere a estructuras mentales, alude a aquellas que son re-
lativamente estables y que permiten al individuo interpretar y dar sentido a las situaciones en
el contexto matematico (Arnon et al., 2014). Estas estructuras no son estdticas; evolucionan y
se desarrollan constantemente mediante los mecanismos mentales. En e marco de esta teo-
ria, las estructuras fundamentales son: acciOn, proceso, objeto y esquema, mientras que los
mecanismos asociados incluyen la interiorizacion, encapsulacion, coordinacion, reversion y
desencapsulacion (Dubinsky et al., 2005).

La construccion de un concepto matematico comienza con las acciones, que son trans-
formaciones desencadenadas por estimulos externos. Las acciones son secuenciales y explici-
tas, lo que significa que cada paso debe realizarse de manera ordenada y sin omisiones, ya que
cada uno es fundamental para el éxito del proceso. Por ejemplo, cuando un estudiante resuelve
un problema matemdtico siguiendo instrucciones especificas, como aplicar un algoritmo o
realizar un cdlculo, estd ejecutando una accién. Segtin Arnon et al. (2014), estas transforma-
ciones estdn condicionadas por los estimulos recibidos y, aunque pueden ser repetitivas, sien-
tan las bases para la construccion de estructuras mds complejas.

El paso de una accion a un proceso se realiza mediante el mecanismo de interioriza-
cion. Este mecanismo implica que el individuo asimila la accién y la lleva al plano mental,
de modo que puede imaginar y controlar los pasos necesarios sin ejecutarlos fisicamente
(Dubinsky et al., 2005). En esta etapa, el estudiante ya no necesita estimulos externos para
realizar la transformacion, sino que la operacién ocurre de manera mental. Por ejemplo, un
estudiante que ya no necesita escribir cada paso de un cdlculo para resolverlo mentalmente ha
logrado interiorizar esa accion. Ademds, esta etapa permite reflexionar sobre los resultados
obtenidos, generalizar procedimientos y trabajar con casos abstractos o generales (Arnon et
al., 2014).

La transicion de un proceso a un objeto ocurre mediante el mecanismo de encapsula-
cion. Una vez que el estudiante deja de percibir los procesos como dindmicos y los concibe
como estructuras estaticas, se dice que ha construido un objeto. Este objeto puede ser ma-
nipulado como un todo, lo que abre la posibilidad de realizar nuevas acciones sobre él. Por
ejemplo, un estudiante que comprende el concepto de funciéon no como un conjunto de puntos
en un plano, sino como un objeto matemadtico que puede ser evaluado, transformado o com-
binado con otras funciones, ha logrado esta transformacién. Segtin Dubinsky et al. (2005), la
encapsulacion es esencial para permitir que el individuo realice razonamientos abstractos y
desarrolle conceptos mds complejos.

Finalmente, el esquema representa el nivel mas alto de organizacién en la teoria APOE.
Un esquema es una estructura mental amplia y dindmica que integra acciones, procesos y ob-
jetos para abordar situaciones matemadticas complejas (Arnon et al., 2014). Los esquemas no
son rigidos; se adaptan y evolucionan a medida que el individuo enfrenta nuevos problemas
y experiencias. Segtin Dubinsky et al. (2005), un esquema puede describirse como un marco
conceptual que permite al estudiante coordinar y organizar conocimientos previos para res-
ponder de manera eficiente a una variedad de contextos. Los esquemas desempefian un papel
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crucial en el aprendizaje matemdtico, ya que representan la culminacién de la construccién
conceptual y la base para resolver problemas complejos. Segiin Arnon et al. (2014), los es-
quemas no solo integran conocimientos, sino que también reflejan la capacidad del estudiante
para relacionar conceptos aparentemente dispares, como funciones y derivadas, o progresio-
nes aritméticas y geométricas.

Graficamente Dubinsky (2002) resume el modelo tedrico en la siguiente figura:

Figura 1- Representacion grafica de la Teoria APOE.

Fuente: (Dubinsky, 2002)

3. ABORDAJE METODOLOGICO

Para construir una descomposicion genética, la teoria APOE plantea un esquema meto-
dolégico ciclico, como se muestra en la Figura 2. Este enfoque no solo permite avanzar en el
andlisis de los conceptos matemadticos, sino que también facilita la revision y refinamiento de
las etapas iniciales a partir de la implementacion y evaluacién de resultados. Es decir, después
de aplicar y analizar los datos obtenidos, es posible regresar a la descomposicién genética pre-
liminar para corregir, ajustar y volver a aplicarla. Este cardcter ciclico es crucial para garanti-
zar la validez y utilidad del modelo propuesto (Dubinsky et al., 2005).
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Figura 2- Ciclo de elaboraciéon de la descomposicion genética.

Fuente: (Brenesy Gomez, 2022).

Este ciclo de investigacion tiene tres componentes principales: andlisis tedrico; disefio e
implementacion de la ensefianza; y recoleccion y andlisis de los datos.

Representa el punto inicial y més relevante de este articulo, ya que se centra en la cons-
truccion de la descomposicion genética preliminar. Este andlisis implica un estudio detallado
del desarrollo cognitivo relacionado con el concepto de interés, en este caso, el logaritmo
como numero real. El andlisis considera multiples perspectivas, incluyendo libros de texto,
investigaciones previas, la experiencia docente y el desarrollo histérico del concepto. Este
componente proporciona una base tedrica sélida para guiar las etapas posteriores del esquema
metodolégico (Arnon et al., 2014).

Para el segundo componente, el de disefio e implementacion de la ensefianza, se utiliza
la descomposicion genética preliminar como una guia para desarrollar actividades y estra-
tegias de enseflanza. Estas deben estar orientadas a promover las construcciones mentales
descritas en el modelo tedrico. Aunque este articulo no se centra en esta etapa, su relevancia
reside en probar la eficacia del modelo disefiado mediante su aplicacién en contextos educati-
vos especificos.

En caso de que dicha descomposicion genética evidencie que es una buena aproxima-
cién al concepto matemdtico de interés, se presenta la tercera etapa, que corresponde a la
recoleccion y andlisis de los datos, la cual tiene como propdsito principal la validacién de la
descomposicion genética y su implementacion en la ensefianza. Dentro de la implementacion,
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generalmente los datos recolectados para dar respuesta a las siguientes interrogantes: ;Los
estudiantes aparentemente realizan las construcciones mentales que se habian descrito en la
descomposicion genética?;Qué tan bien aprendieron los estudiantes el concepto en cuestion?
(Serrano, 2019, p.5)

Es importante enfatizar que este articulo se limita al primer componente, el andlisis
tedrico, para proponer una descomposicién genética preliminar del logaritmo como nimero
real. Las otras dos etapas del esquema metodolégico —disefio e implementacion de la ense-
flanza, y recoleccion y andlisis de datos— no forman parte de este trabajo. Por otra parte, en
relacion con el andlisis tedrico, aunque existen miltiples fuentes que destacan su importancia
en el marco de la teoria APOE, hay una escasez de investigaciones especificas que detallan
qué elementos considerar al realizar un andlisis histérico-epistemoldgico, particularmente de
una obra original. Este vacio metodoldgico subraya la necesidad de profundizar en los enfo-
ques que guian este tipo de andlisis (Arnon et al., 2014; Dubinsky et al., 2005).

31 Seleccion de la obra original

El desarrollo histérico del concepto de logaritmo ha sido fundamental para comprender
su construccién como nimero real. Este andlisis histérico-epistemoldgico constituye la prime-
ra etapa de la descomposicion genética preliminar, en la cual se identifican los textos origina-
les que aportaron a la construccion del logaritmo.

El interés principal de este trabajo se centra en los aportes realizados por John Napier,
considerado el inventor del logaritmo. Para ello, se seleccioné como referencia principal su
obra Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio (Descripcion de las maravillosas tablas de
logaritmos), publicada por primera vez en 1614 en Edimburgo, Escocia. Este texto es amplia-
mente reconocido como el punto de partida para la introduccién del concepto de logaritmo,
y su andlisis resulta esencial para comprender las bases matemdticas y epistemoldgicas que
subyacen en este concepto.

Para el desarrollo de este trabajo, se utiliz6 la versidn traducida al inglés por Edward
Wright en 1616, titulada A Description of the Admirable Table of Logarithms, publicada por
la editorial Renacents Books. Esta traduccién fue seleccionada debido a su accesibilidad y a la
fidelidad con que preserva los elementos matemdticos originales del texto en latin, facilitando
el andlisis desde una perspectiva histdrica y pedagdgica.

La seleccion de esta obra se realizé considerando su relevancia histérica y su impacto
en el desarrollo de las matemadticas, especialmente en el contexto de los cdlculos aritméticos y
geométricos de su época. Su andlisis bajo la perspectiva de la teoria APOE permite identificar
las acciones, procesos y objetos presentes en la construccion del logaritmo como nimero real,
asi como los mecanismos mentales implicados.

3.2 Construccion de cuestionamientos analiticos

Para disefiar una descomposicion genética preliminar del logaritmo como ndmero real,
es necesario realizar un andlisis histérico-epistemoldgico que permita identificar los elemen-
tos cognitivos subyacentes en su construccion. Ante la escasez de elementos metodolégicos
en la literatura para realizar este tipo de andlisis (Arnon et al., 2014; Dubinsky et al., 2005),
se formularon una serie de cuestionamientos analiticos basados en la teoria APOE, con el
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propdsito de reconocer en la obra original las estructuras y mecanismos mentales involucra-
dos en la conceptualizacién del logaritmo.

La creacion de estos cuestionamientos se fundamenta en los principios de la teoria
APOE que explican cémo un concepto matemdtico se construye a partir de estructuras menta-
les progresivas y mecanismos de transformacion. En este sentido, los cuestionamientos buscan
evidenciar elementos clave de cada estructura y mecanismo, permitiendo una aproximacion
sistemdtica a la forma en que Napier desarroll6 el concepto de logaritmo. Es asi como se clasi-
fica el andlisis en las siguientes fases:

Fase 1: Identificar acciones

Dado que una accidn se caracteriza por estar ligada a estimulos externos y realizarse
de manera secuencial y explicita, los cuestionamientos en esta fase se centran en determinar
si en la obra de Napier el desarrollo del logaritmo depende de instrucciones concretas, proce-
dimientos estrictos o el uso de representaciones que guien su construccion. Ademads, conside-
rando que las acciones no permiten la omisién de pasos, se busca identificar si el concepto es
presentado de manera rigida o si hay indicios de flexibilidad.

*  /Qué procedimientos o algoritmos se realizan con el concepto o problema en estudio?

e ;Necesita estimulos externos como resultados de investigaciones realizadas previa-
mente de forma explicita para poder trabajar con el concepto?

e Unicamente se replican los procedimientos o algoritmos?

e /;Realiza dibujos o representaciones gréficas para entender el problema o concepto?

Fase 2: Identificar el mecanismo de interiorizacion

La interiorizacion ocurre cuando una accién deja de depender de estimulos externos
y el individuo puede ejecutarla mentalmente, omitiendo pasos explicitos sin perder preci-
sion. Por ello, los cuestionamientos en esta fase buscan reconocer si en la obra de Napier hay
evidencia de que los cdlculos y justificaciones del logaritmo dejan de depender de procesos
mecdanicos y pasan a ser tratados de manera mas flexible o conceptual. Algunas interrogantes
que permiten identificar en ciertos contextos cudndo es que se da una interiorizacién son las
siguientes:

e ;Se cuestiona posibles cambios sobre los pasos (describe e invierte) los procedimientos
o algoritmos?

e ;Se evidencia resolucién completa de un ejercicio o actividad sin necesidad de realizar
todos los pasos del algoritmo?

e ;Evidencia un dominio absoluto sobre las necesidades del problema y el camino que
debe seguir para lograrlas?
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Fase 3: Identificar procesos.

Cuando una accién se interioriza, se convierte en un proceso, lo que implica que el
concepto puede manipularse sin una ejecucion estricta de los pasos originales y permite gene-
ralizaciones. En este sentido, los cuestionamientos se centran en identificar si Napier muestra
reflexiones sobre la validez general del logaritmo, si extrae conclusiones a partir de ejemplos
particulares y si deja de depender de estimulos externos en su desarrollo.

e (El autor generaliza resultados obtenidos a partir de los casos especificos realizados?
(En caso de pensar o plantearse casos generales se dice que se encuentra en una con-
cepcidn de proceso).

e ;Qué reflexiona el autor sobre el concepto?

e ;Acepta un resultado para una cantidad infinita de objetos, después de verificar que se
cumplen para varios de ellos?

e ;Logra prescindir de los estimulos externos para dar solucién a una actividad?

Fase 4: Identificar el mecanismo de encapsulacion

La encapsulacion se da cuando un proceso deja de percibirse como una serie de trans-
formaciones dindmicas y pasa a considerarse un objeto matematico sobre el cual se pueden
realizar nuevas manipulaciones. En este caso, los cuestionamientos buscan determinar si
Napier trata el logaritmo como una entidad independiente y no solo como un procedimiento,
permitiendo que se realicen operaciones sobre €l sin necesidad de reconstruir su significado
en cada caso.

e (El autor reflexiona sobre las acciones que se aplicaron en el Proceso viéndolo como
un todo?

e /Cudles son las operaciones o pasos que se aplicaron en el Proceso viéndolo como un
todo?

Fase 5: Identificar objetos

El tratamiento de un concepto como objeto implica que el individuo reconoce su apli-
cabilidad en distintos contextos y su relacién con otros objetos matematicos. En esta fase, los
cuestionamientos buscan evidenciar si Napier establece vinculos entre el logaritmo y otros
conceptos matematicos, asi como su utilidad en distintos campos del conocimiento.

e /Qué reflexiona el autor sobre las acciones aplicadas a los Procesos, toma conciencia
del proceso como un todo?;Cémo traslada el concepto a otros contextos?

e ;Cudles resultados previos intervienen en el trabajo con el concepto en estudio?
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e /Cudles aplicaciones del concepto en estudio identifica en otras dreas del conocimiento
y su importancia del concepto en otros campos?

e ;Cuiles nociones propias del concepto se coordinan en el texto?

Es importante mencionar que el proceso de andlisis descrito es de naturaleza ciclica, lo
que implica que cada fase no es definitiva, sino que puede ser revisada y ajustada conforme
se identifican nuevas relaciones en el estudio del concepto. La depuracién iterativa de estas
etapas permite afinar la identificacién de estructuras y mecanismos, asegurando una mayor
precision en la construccion de la descomposicion genética preliminar.

Por otro lado, la estructura esquema no se considera en este andlisis debido a que, seglin
la teorfa APOE, un esquema es una organizacién compleja que coordina miiltiples objetos,
procesos y acciones, permitiendo al individuo operar con ellos en distintos contextos de ma-
nera flexible y automadtica (Arnon et al., 2014). En este estudio, el objetivo es identificar los
mecanismos que subyacen en la construccidn inicial del concepto de logaritmo como niimero
real, sin evaluar su integracion en esquemas de conocimiento mds amplios. La inclusién del
esquema requeriria un andlisis posterior centrado en la aplicacion del concepto en contextos
educativos y su interrelacion con otros conocimientos matemaéticos.

4. RESULTADOS

El andlisis realizado sigue un proceso ciclico en el que, en una primera instancia, se iden-
tificaron las acciones presentes en la obra de Napier. Posteriormente, se analizaron los procesos
derivados de estas acciones, seguidos por la identificacién de objetos matemdticos. A lo largo del
estudio, cada estructura fue revisada y depurada, permitiendo ajustar y refinar la interpretacion de
los mecanismos involucrados en la construccion del logaritmo como nimero real.

41 Acciones

A continuacion, se describen y analizan los hallazgos identificados en la obra de Napier
que permiten responder a las preguntas formuladas en la metodologia, con el propdsito de
reconocer las acciones fundamentales en la construccién del concepto de logaritmo como ni-
mero real y su relacion con otros conceptos matematicos.

Presencia de estimulos externos ante factores previos

En cuanto al hallazgo de estimulos externos, se busca dar respuesta a la pregunta:
(Necesita estimulos externos como resultados de investigaciones realizadas previamente de
forma explicita para poder trabajar con el concepto? En este sentido, se destaca que Napier
fue impulsado por la necesidad de simplificar calculos aritméticos, lo cual surge como un es-
timulo externo derivado de la dificultad y tedio en realizar operaciones mateméticas extensas.

Ademés, se encontré que el desarrollo de los logaritmos estuvo influenciado por cono-
cimientos previos, entre ellos:

e El uso de tablas trigonométricas, que proporcionaban valores numéricos para célculos
matematicos complejos.

e Los resultados obtenidos por Michael Stifel, quien exploré relaciones entre progresio-
nes numéricas y exponentes.
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e El manejo de progresiones geométricas y aritméticas, lo que permitié a Napier esta-
blecer conexiones entre estos patrones matemadticos y la construccidén de su sistema
logaritmico.

Estos elementos constituyen factores externos clave que facilitaron el desarrollo de los
logaritmos como nimeros reales, demostrando que su construccién no surgié de manera ais-
lada, sino como resultado de una necesidad contextual y una acumulacién de conocimientos
matematicos previos.

Dibujos o representaciones gr aficas

Otro aspecto fundamental en la identificacion de acciones es la presencia de dibujos y
representaciones graficas utilizados por Napier para explicar la naturaleza de las progresiones
geométricas y aritméticas. Las Figuras 8 y 9 muestran representaciones visuales de estas pro-
gresiones, lo que permite visualizar de manera clara las ideas fundamentales del concepto de
logaritmo.

Figura 3- Representacion grafica de progresion geométrica.

Fuente: (Jiménez, 2018).

Figura 4- Representacion grafica de progresion aritmética.

Fuente: (Jiménez, 2018).

La figura 3 ilustra graficamente la idea de una progresion geométrica, donde se observa
el decrecimiento proporcional de los valores. Por otro lado, la figura 4 presenta una represen-
tacion grafica de una progresion aritmética, resaltando la constancia en el crecimiento de los
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valores. Si bien las definiciones presentadas por Napier no coinciden exactamente con las con-
tempordneas, estas representaciones graficas desempefian un papel fundamental en la concep-
tualizacién del logaritmo. Mediante el uso de imdgenes, Napier facilita la comprensién de la
relacion entre progresiones geométricas y aritméticas, mostrando c6mo estos patrones pueden
ser utilizados para simplificar cdlculos numéricos.

El uso de representaciones grdficas también permite analizar la influencia de la teoria
matemadtica de la época en la construccion del concepto. La inclusién de ilustraciones en la
obra de Napier sugiere que su intencidén no era solo presentar un nuevo sistema de cdlculo,
sino también ofrecer una herramienta visual para describir de manera mds clara las estruc-
turas matemadticas subyacentes. Es asi, como estas representaciones graficas se convierten en
herramientas valiosas para entender y describir los fendmenos matematicos y fisicos relacio-
nados con los movimientos aritméticos y geométricos.

Procedimientosy algoritmos

En su construccion del logaritmo como nimero real, John Napier desarroll un proce-
dimiento fundamentado en el uso de progresiones geométricas, buscando especificamente que
estas se ajustaran a las tablas trigonométricas de senos conocidas en su época. El autor se basa
en la relacién encontrada por Stifel, quien sugiere que, para multiplicar dos niimeros de una
progresion geométrica, se puede hallar el niimero correspondiente de la progresiéon geométrica
que se encuentra en la posicién correspondiente a la suma de los nimeros de la progresion
aritmética asociados a los factores del producto.

Napier se propone construir una progresiéon geométrica para la cual sus términos se
acerquen a los valores de las tablas de senos. Para lograr esto, realiza diversos cdlculos para
determinar diversos elementos, como la razén de proporcionalidad para la progresiéon geomé-
trica, asegurando que sea decreciente y con un valor inicial de . En la figura 5 se muestra el
célculo de la razén de proporcionalidad, donde se expone que, al restar su 10000000-ésima
parte del radio con siete cifras, se obtiene una razén que permite la continuaciéon geométrica
entre 10000000 y 9999999.

Figura 5- Calculo de la razén de proporcionalidad.

Fuente: Napier, 1614).

Napier decide utilizar una razén de proporcionalidad r = 1 - 107 en la construccién
de la progresiéon geométrica, como se detalla en la figura 10. Esto se traduce en la férmula
modernas, = s, ", donde S es el primer término de la progresién y r la razén de proporcio-
nalidad. Para referirnos a este célculo se utilizard Resultado 1. Esta eleccién no fue arbitraria,
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sino que respondié a la necesidad de garantizar una progresién suficientemente densa para
aproximar valores intermedios con precisién. Sin embargo, al contrastar su modelo con las ta-
blas trigonométricas de referencia, Napier observé que, aunque los valores iniciales muestran
un ajuste cercano, la discrepancia aumenta significativamente para los valores subsiguientes,
como se evidencia en las Figuras 6 y 7.

Figura 6- Verificacion del ajuste con las tablas trigonométricas.

Fuente: (Napier, 1614).

Figura 7- Tabla de comparacion.

Fuente: (Jiménez, 2018).
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Estos resultados pusieron de manifiesto las limitaciones de su construccién ini-
cial, sefialando la necesidad de introducir ajustes para alcanzar un modelo mds robusto y
generalizable.

4.2 Interiorizaciéon

La interiorizacién en los escritos de Napier se evidencia en su bisqueda de una progre-
sion geométrica densa que se ajuste a las tablas trigonométricas. En lugar de simplemente re-
plicar algoritmos existentes, Napier demuestra en este punto un dominio absoluto al reconocer
las limitaciones de las relaciones aritméticas y geométricas convencionales, buscando realizar
diversos cambios y extensiones para satisfacer sus necesidades. Napier demostré un dominio
conceptual al reconocer que una razén de proporcionalidad cercana a 1 era esencial para ge-
nerar una progresion geométrica con intervalos reducidos entre sus términos, facilitando asf
una aproximacién mds fina a los valores trigonométricos.

Esta comprension no surgié de manera inmediata, sino como resultado de un proceso
reflexivo en el que Napier evalud criticamente los resultados de su modelo inicial. Al identi-
ficar las discrepancias en su ajuste a las tablas de senos, no solo cuestiond sus pasos previos,
sino que utilizo estos hallazgos como base para reformular su enfoque. Este comportamiento
refleja claramente el mecanismo de interiorizacion descrito en la teoria APOE, donde las ac-
ciones externas y repetitivas dan paso a operaciones mentales flexibles y generalizables. La
capacidad de Napier para adaptar su método y buscar soluciones alternativas subraya un nivel
avanzado de razonamiento matemadtico, en el que la comprension del problema permitié la
evolucion de sus herramientas conceptuales y practicas.

4.3 Procesos

Generalizacion deresultados a partir de casos especificos

El andlisis de la obra de Napier revela un claro proceso de generalizacion matemati-
ca, donde el autor trasciende los casos particulares para establecer principios mds amplios.
A partir de las progresiones desarrolladas en el Resultado 1, Napier realiza una validacion
sistemdtica de sus propiedades fundamentales. Un ejemplo paradigmatico es su verificacion
de que el valor 107 en la progresion aritmética corresponde exactamente a 0 en la progresion
geométrica, como se muestra en la Figura 8. Esta comprobacion no solo sirvié como prueba
de concepto, sino que le permitid establecer los cimientos tedricos de su sistema logaritmico.

Figura 8- Verificacion de la caracteristica inicial.

Fuente: (Napier, 1614).
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La Figura 8, que ilustra esta verificacion inicial de las caracteristicas fundamentales
del sistema, demuestra cémo Napier partio de casos concretos para inferir propiedades ge-
nerales. Sin embargo, como se detall6 en la seccién de Procedimientos y algoritmos, el autor
mostré una notable capacidad critica al reconocer las limitaciones de precision en su modelo,
particularmente evidentes en la tabla comparativa de la Figura 7. Este reconocimiento de las
discrepancias no constituye un fracaso metodolégico, sino que representa una fase esencial en
el proceso de generalizacién, donde la identificacién de casos particulares problemadticos im-
pulsa refinamientos tedricos.

Lo mas significativo de este proceso es como Napier logrd extraer principios generales
a partir de estos casos especificos, tanto de confirmacién como de discrepancia. Su meto-
dologia refleja un pensamiento matemdtico maduro, donde la generalizacién no se realiza
mediante simple induccidn, sino a través de un andlisis critico que distingue entre patrones
fundamentales y artefactos del modelo particular. Esta capacidad de navegar entre lo especifi-
co y lo general, manteniendo simultdneamente el rigor conceptual y la flexibilidad para ajus-
tar el modelo, constituye uno de los aspectos mds sofisticados de su contribucion al desarrollo
del concepto de logaritmo.

Reflexiones sobr e resultados previos

A lo largo de la construccién, Napier demuestra una reflexion profunda frente a los re-
sultados iniciales de su primera progresién geométrica, principalmente al no considerar estos
resultados como un fracaso, sino mds bien como una fuente de aprendizaje que le permite me-
jorar. En esta linea, Jiménez (2018) subraya este proceso como un salto hacia el futuro, resal-
tando la capacidad de Napier para avanzar hacia ideas innovadoras en una época que precede
al desarrollo de la cinematica y al surgimiento posterior de Newton. La capacidad de Napier
para aprovechar sus errores como insumos para el progreso es evidente en su construcciéon de
lo que se va a denominar modelo discreto.

Para el modelo discreto, Napier decide partir de la idea de progresion geométrica, de
modo que, partiendo de dicha definicién y los insumos recopilados en Resultado 1, crea una
nueva progresion geométrica. Para elaborar la construccidn, describe que debe considerar un
segmento AB cuya longitud es 107 unidades, ahora, se debe considerar un punto arbitrario
sobre el segmento AB el cual se desplaza desde A hacia B, de modo que dicho punto al des-
plazarse tiene las caracteristicas de un movimiento geométrico.

La clave en la nueva progresion construida estd en considerar cada uno de los puntos
que se desplazan de A hacia B, en una correspondencia con un nimero natural n, de manera
que cada uno de ellos pueda ser numerado y dotado de una caracteristica basada en la defi-
nicién de progresion geométrica (como se observa en la figura 9). De este modo, se puede
considerar cada uno de los puntos mencionados, como S,y su caracterizacién estd descrita
por la relaciéon s, = S B, de modo que es posible caracterizar el desplazamiento de cada punto
en términos de la progesion construida previamente por Napier, ya que S, corresponde con la
progresion presentada en el Resultado 1.

Ademds, para evidenciar la relacién entre la progresion geométrica y aritmética, el
mismo toma una semirrecta de origen O sobre la cual avanza un punto a través de momen-
tos o intervalos de tiempo igualmente espaciados (es decir la representacion gréfica de una
progresion aritmética). Asi, cuando dicho punto se encuentra en un momento N, se puede
establecer la relacién con la posicién del término S, sobre el segmento AB. Para evidenciar
geométricamente el resultado descrito anteriormente, Jiménez (2018), presenta graficamente el
modelo, como se muestra en la figura 9.
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Figura 9- Modelo discreto de Napier.

Fuente: (Jiménez, 2018).

Resultados para una cantidad infinita de objetos

Napier muestra una clara disposicion para aceptar resultados que abarquen una canti-
dad infinita de objetos, especialmente al trabajar con la densidad de la progresion en la cons-
truccion de su modelo discreto. Su eleccién de una razén de proporcionalidad cercana a uno
implica un desplazamiento continuo de puntos sobre el segmento AB, permitiendo de esta
manera hablar de una progresién densa. La relacién establecida en el modelo discreto, s =
SB, revela la aceptacion de resultados para una cantidad infinita de objetos, ya que establece
una conexion indefinida entre los términos de la progresion Sy los de una progresion aritmé-
tica sin restricciones en cuanto a su alcance. Al disefiar un sistema donde los términos de la
progresion geométrica pueden hacerse arbitrariamente cercanos entre si, Napier estaba ope-
rando con lo que hoy se conoce como un conjunto denso, anticipandose asi a conceptos que
posteriormente serian formalizados en el andlisis matematico.

Es particularmente revelador cémo Napier maneja el movimiento continuo de un punto
a lo largo del segmento AB en su construccién geométrica. Esta representacion dindmica,
donde el punto puede ocupar infinitas posiciones intermedias, muestra una comprension in-
tuitiva pero profunda de la naturaleza infinita y continua del sistema numérico real. Su capa-
cidad para extrapolar propiedades verificadas en casos finitos a este contexto infinito no solo
evidencia su genio matemdtico, sino que también marca un hito en la transicién entre las ma-
temdticas discretas del Renacimiento y el célculo infinitesimal que emergeria posteriormente.

Prescinde de estimulos exter nos

El desarrollo del modelo discreto por parte de Napier representa un notable ejercicio de
abstraccion matemadtica donde trasciende la dependencia de estimulos externos concretos. En
esta fase de su trabajo, los conceptos matemadticos fundamentales (particularmente las progre-
siones aritméticas y geométricas) dejan de ser meras herramientas de cdlculo para convertirse
en elementos estructurales de un sistema coherente. Lo mds destacable es como Napier logra
articular estos conceptos matemadticos con principios fisicos fundamentales, particularmente
aquellos relacionados con el movimiento, el tiempo y el espacio, creando asi un marco tedérico
autosuficiente.
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Es esencial resaltar que el modelo discreto no surge Unicamente de procesos algebrai-
cos 0 construcciones geométricas, sino que se basa en un entendimiento profundo de fend-
menos fisicos. La construccién gira en torno a describir las relaciones entre una progresion
geométrica inicial y un modelo discreto que reestructura estos conceptos en términos de defi-
niciones matemdticas y fendmenos fisicos. Esta reestructuracion se expresa graficamente para
describir los fenémenos y relaciones existentes, destacando la habilidad de Napier para encap-
sular y combinar diferentes dreas del conocimiento en su construccién del logaritmo.

4.4 Encapsulacion

El verdadero genio matematico de Napier se revela en su capacidad para encapsular las
complejas relaciones del modelo discreto y transformarlas en un modelo continuo unificado.
Este proceso de encapsulacion va mds alla de la simple generalizacion: representa una autén-
tica sintesis conceptual donde las acciones y procesos anteriores se integran en una estructura
coherente que puede manipularse como un todo.

Al reflexionar sobre su propio proceso constructivo, Napier logra abstraer las propie-
dades esenciales del sistema, prescindiendo de los detalles particulares que caracterizan las
etapas iniciales. Esta capacidad de considerar el conjunto de operaciones y transformaciones
como una entidad unica es particularmente evidente en la transicién hacia el modelo
continuo, donde las relaciones discretas dan paso a una concepcién fluida del logaritmo
como numero real.

La encapsulacién se manifiesta no solo en la integracién de conceptos matemadticos,
sino también en la forma en que Napier articula diferentes dominios del conocimiento. Su
modelo final representa una perfecta sintesis de consideraciones algebraicas, geométricas y
fisicas, demostrando una comprensién profunda de las interrelaciones entre estas dreas. Este
logro va m4s alld de la mera aplicacion de herramientas matemdticas, revelando un verdadero
dominio en la construccion tedrica y la abstraccion conceptual.

Reflexiona sobre las acciones que se aplicaron en e proceso

La extension del modelo discreto a uno continuo por parte de Napier se basa en cimien-
tos sélidos que involucran una reflexién profunda sobre las acciones aplicadas en el proceso.
En primer lugar, destaca la habilidad del autor para generalizar y extender conceptualmente
su construccion, superando las ideas iniciales planteadas por Stifel. La reflexion se centra en
la manipulacién de nimeros en sentido discreto y relaciones especificas, destacando la nece-
sidad de llevar estas ideas al 4mbito continuo. Lo notable es cémo Napier transformé lo que
en Stifel eran meras observaciones sobre progresiones particulares en un sistema coherente y
generalizable.

La articulacion conceptual que Napier desarroll durante este proceso revela un mane-
jo de varios niveles de abstraccién. No se limité a extender mecdnicamente las operaciones
discretas al caso continuo, sino que construyé un nuevo marco tedrico donde estas operacio-
nes adquirieron un significado mds profundo y general. Como sefiala Jiménez (2018), esta
transicion representé mucho mds que una simple ampliacién del dominio numérico, sino que
constituy6 la creacion de una nueva herramienta matemdtica con potencial para revolucionar
el calculo numérico. Esta construccion, denominada por autores como Jiménez (2018) como
un modelo continuo, representa el logro final de Napier al proporcionar una construcciéon del
logaritmo como nimero real. Asfi, la extension inicialmente buscada se materializa a través de
la reflexidn, la generalizacion y la articulacion coherente de conceptos.
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La reflexion sobre estas acciones resulta particularmente relevante para la educacién
matemdtica contempordnea, pues revela como el pensamiento avanzado en matemdticas im-
plica constantes procesos de revision, generalizacién y reconfiguracion de ideas iniciales.
El caso de Napier muestra que los conceptos matemdticos fundamentales no surgen com-
pletamente formados, sino que son el resultado de prolongados procesos de refinamiento
conceptual donde las acciones iniciales son continuamente reinterpretadas a la luz de nuevas
comprensiones.

4.5 Objetos

En cuanto a la identificacién de objetos respecta, Napier reflexiona sobre las acciones
y conceptos aplicados en el proceso, considerandolos como un conjunto integral. La bisqueda
de respuestas para articular nociones alrededor de la estructura Objeto impulsa la identifica-
cién de objetos en la construccion del logaritmo como nimero real.

Operaciones o pasos que se aplicaron en el proceso viéndolo como un todo y nocio-
nes coor dinadas

En este anélisis, se profundiza en la reflexion del autor sobre las acciones aplicadas a
los procesos, destacando la percepcién del proceso en su integridad. La transicion del modelo
discreto al continuo se examina en detalle, siendo fundamental para comprender las propues-
tas de Napier. La proposicion clave, presentada en la Figura 10, establece una conexién crucial
entre los modelos discreto y continuo al afirmar que las velocidades son proporcionales a las
distancias.

Figura 10- Proposicién que caracteriza el movimiento geométrico en
términos de distancia y velocidad.

Fuente: (Napier, 1614).

Por otra parte, la proposicién 26 enuncia que: El logaritmo de un nimero dado (seno
para efectos de la definicién descrita), corresponde a un nimero que ha aumentado aritméti-
camente, con la misma velocidad con la cual el radio (segmento TSde longitud 107 comenzé a
disminuir de manera geométrica, y que al mismo tiempo que el radio ha disminuido hasta el
ndmero (seno) en cuestion.

En su descripcion, se detalla la construccion per se, donde menciona que TS tiene un
punto, d, el cual mueve hacia abajo con velocidad decreciente (una progresion geométrica
decreciente), mientras que la linea bi tiene un punto que se mueve hacia abajo con velocidad
constante (y una progresion aritmética creciente) (Ver Figura 11).
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Figura 11- Definicion del modelo cinematico de Napier.

Fuente: (Napier, 1614).

A través de la proposicion 26 de Napier (figura 11) se logra observar la coordinacion de
nociones y conceptos alrededor de la construccion del logaritmo como nimero real, ya que
dicha proposicién presenta la extension del modelo discreto al modelo continuo (basado en
las ideas de cinematica) y define el logaritmo como nimero real, pero ademds se puede notar
que en dicha extension existen prevalentemente las nociones coordinadas de progresiones arit-
méticas y geométricas relacionadas y caracterizadas (en una coordinacién de nociones maés)
mediante fendmenos cinemdticos (movimiento, distancia y tiempo).

En la figura 12 se visualiza este modelo cinemdtico continuo, enfatizando la coordina-
cion de movimientos entre un punto en una semirrecta (Q) y otro en un segmento (S). La rela-
cion entre el tiempo y la velocidad instantdnea se establece con claridad.

Figura 12- Modelo cinematico continuo.

Fuente: (Jiménez, 2018).
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El logaritmo, definido en la proposicién 26, se revela como un elemento clave que
vincula la distancia entre puntos con el tiempo transcurrido. En este contexto, se evidencia
la coordinacién conceptual que involucra directamente los conceptos presentados desde la
cinemdtica y las nociones de movimiento geométrico en términos de desplazamiento, tiempo,
distancia y velocidad. Este andlisis exhaustivo destaca la riqueza de las ideas de Napier al
explorar la interconexion de progresiones geométricas, progresiones aritméticas, cinematica y
logaritmos, proporcionando una vision holistica de su pensamiento matemdtico avanzado.

Aplicaciones del concepto en estudio que se identifica en otras areas del conoci-
miento y laimportancia del concepto en otros campos

En la obra de Napier, se evidencia cémo el logaritmo como nimero real, no se limita al
ambito matematico puro, sino que se ilustra su aplicacion en la resolucion de calculos practi-
cos. Napier no solo presenta el concepto, sino que también ejemplifica su utilidad mediante
casos concretos, especialmente al construir tablas de logaritmos. El propésito fundamental de
este esfuerzo va mds alld de la matemadtica pura; Napier aspira a traspasar fronteras disciplina-
rias. Inicialmente, la construccién del logaritmo se orienta a simplificar cdlculos relacionados
con arcos de circunferencias, notoriamente cuando los radios son considerablemente extensos,
como ejemplificado con un radio de longitud 10000000.

En el d4mbito del conocimiento, autores como Jiménez (2018) subrayan las aplicaciones
iniciales del logaritmo en la astronomia y la navegacion. En estas disciplinas, donde los cdlcu-
los con magnitudes significativas eran comunes, el logaritmo emergié como una herramienta
esencial para agilizar procesos numéricos. Segtin Impellizzere de Cérdoba (2021), en la época
de Napier, la invencidén del logaritmo no solo acelerd los cdlculos, sino que también se con-
virti6 en una valiosa herramienta computacional, liberando tiempo para investigaciones mas
profundas en diversos campos cientificos.

Aunque en la era actual los logaritmos no se utilizan de la misma manera gracias a los
avances tecnoldgicos, su construcciéon como nimero real dejé un legado trascendental. La
utilidad histérica del logaritmo persiste, y su impacto se expande mds alld de las matematicas,
influyendo en la fisica cinemdtica y, posteriormente, dando origen al logaritmo como funcién
en e analisis matematico.

Descomposicion genética preliminar del logaritmo como nimero real

La secuencia descrita anteriormente tiene en cuenta las ideas fundamentales que or-
ganizan el significado que constituye el logaritmo como nimero real desde un andlisis epis-
temoldgico y la vinculacién existente en las progresiones geométricas, aritméticas y demads
resultados discutidos anteriormente. De este modo, es importante destacar que la construccion
del logaritmo como nimero, desde los textos originales y la vision histdrica de dicha construc-
cion, se pueden ver articulados a través de tres fases, que son las siguientes:

1. Construcciéon y manipulaciéon de la primera progresion geométrica y el paso a la
densidad.

2. Construccién del modelo discreto y el paso a la continuidad.

3. Construccién del modelo continuo y definicién del concepto de logaritmo.

La figura 13 muestra la descomposicién genética preliminar construida a partir de los
resultados obtenidos.
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Figura 13- Descomposicién genética preliminar del logaritmo como
numero real.

Fuente: Construccion propia.

5. CONSIDERACIONES FINALES

Este estudio ha permitido reconstruir la génesis del concepto de logaritmo como nime-
ro real a través de un andlisis histérico-epistemoldgico fundamentado en la teoria APOE. Los
resultados revelan un proceso de construccién cognitiva que va desde acciones concretas con
progresiones numéricas hasta la formacién de esquemas complejos que integran conceptos
matemadticos y fisicos. Este patrén de desarrollo coincide con lo documentado en investigacio-
nes previas sobre la construccién de conceptos matemdticos avanzados, confirmando la perti-
nencia del marco tedrico adoptado para este tipo de andlisis.

Un hallazgo particularmente relevante fue identificar cémo la nocién de densidad, lo-
grada mediante el uso de una razén de proporcionalidad extremadamente cercana a 1, sirvid
como un enlace conceptual entre el modelo discreto planteado inicialmente y su posterior
extension continua. Este resultado adquiere especial significado al contrastarlo con las dificul-
tades de aprendizaje que suelen presentar los estudiantes al abordar el concepto de logaritmo,
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donde frecuentemente persiste una visiéon puramente discreta que limita su comprension pro-
funda. La construccién histérica analizada anticipa estas dificultades, sugiriendo que el trata-
miento didéctico actual podria beneficiarse de enfatizar esta transicion conceptual.

La fase final de encapsulacion, donde se integran conceptos matemadticos abstractos con
principios fisicos concretos, constituye otro aspecto destacable de los resultados. Este proceso
no solo valida hallazgos previos sobre la importancia de los contextos interdisciplinarios para
la comprensién matemdtica, sino que ademds plantea interrogantes significativos sobre como
podrian replicarse estas conexiones en el aula. La capacidad de Napier para articular domi-
nios que parecen alejados sugiere que la ensefianza actual del logaritmo podria enriquecerse
incorporando explicitamente estas relaciones conceptuales.

Sin embargo, en el andlisis se enfrentaron limitaciones importantes, particularmente en
la reconstruccién de los procesos heuristicos que llevaron a llevd a Napier a dar ese salto al
futuro como lo llamaron historiadores como Boyer y alcanzar el modelo continuo. Esta brecha
entre el registro histdrico y la inferencia cognitiva plantea algunos desafios metodoldgicos
fundamentales para este tipo de investigaciones.

Como resultado del andlisis fue posible presentar una descomposicion genética que
conjetura la naturaleza de las estructuras cognitivas y del razonamiento descrito por el autor
en las obras originales mediante diferentes formas de conocer los elementos matemadticos y
considerando los mecanismos de construccidén del conocimiento. De esta manera y como ya
se ha indicado, la descomposicion genética presentada se articula a través de tres fases:

e Construccién y manipulacién de la primera progresion geométrica y el paso a la
densidad.

e Construccién del modelo discreto y el paso a la continuidad.

e Construccién del modelo continuo y definicién del concepto de logaritmo.

La descomposicidn genética del concepto de logaritmo como nimero real se apoya en
la epistemologia del concepto y en los resultados de las investigaciones previas sobre los pro-
cesos mentales necesarios para comprenderlo que se han obtenido a través de diversas inves-
tigaciones en educacion matemdtica. La descomposicién genética del objeto logaritmo como
nimero se describe a través de los mecanismos de construccidn: interiorizacion, coordinacion
y encapsulacion. Se reflexiona para ello sobre los vinculos con otras nociones matemadticas;
progresion geométrica, progresion aritmética y conceptos de cinemadtica.

Desde la perspectiva educativa, los resultados obtenidos tienen implicaciones concre-
tas para la ensefianza del logaritmo. La secuencia identificada en la descomposicion genética
sugiere la necesidad de reexaminar la progresion didéctica tradicional, privilegiando un de-
sarrollo més natural del concepto que considere el trabajo con progresiones, enfatice las tran-
siciones entre representaciones y recupere las conexiones interdisciplinarias. Esto requeriria
no solo ajustes curriculares, sino también una formacion docente que enfatice la comprension
profunda de estas estructuras conceptuales. Cabe destacar que, esta propuesta de descomposi-
cién genética, es solamente un camino de los posibles a plantear; con ella se pretende analizar
las construcciones mentales que tienen que hacer los alumnos para construir este concepto
teniendo en cuenta tanto la epistemologia del concepto como los resultados de investigaciones
centradas en la compresion de los alumnos.

En conclusion, este estudio busca trascender el mero analisis historico al establecer co-
nexiones significativas entre la construccién epistemoldgica del logaritmo. Los resultados no

@. BY _NC__ND CUADERNOS DE INVESTIGACION Y FORMACION EN EDUCACION MATEMATICA - Vol: 18 - N°. 2 - 99-121 - 2025 - ISSN: 22-15-5627



Kevin David Gomez Guillén, Fabian Wilfrido Romero Fonseca

solo validan la utilidad del marco APOE para este tipo de investigaciones, sino que ademds
abren nuevas lineas de indagacién tanto tedricas como aplicadas. Particularmente, resulta
relevante la posibilidad de desarrollar materiales diddcticos que, inspirdndose en el desarrollo
histérico, faciliten a los estudiantes la construccién de una comprensiéon més profunda y co-
nectada de este concepto fundamental en mateméticas.
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RESUMEN

Este estudio examina el impacto de la tecnologia digital adaptativa en la ensefianza de las mateméticas para estu-
diantes con necesidades educativas especiaes (NEE) en Espafiay Ecuador. Evalla model os de educacion inclusiva
basados en € capital tecnol gico mediante un enfoque de métodos mixtos. Los objetivos son: (1) evauar € impacto
del software adaptativo en €l aprendizaje y la participacion de los estudiantes con NEE, (2) examinar los desafiosy
las oportunidades en diferentes contextos de aprendizaje, y (3) hacer recomendaciones sobre laformacion del profe-
sorado y la mejora de la accesibilidad. La evidencia confirma que estas herramientas mejoran considerablemente la
capacidad y laindependencia matemética, con impactos a largo plazo. Sin embargo, € éxito depende de la forma-
cion del profesorado, lainversion en infraestructura 'y un apoyo politico equilibrado. La investigacion recomienda
una estrategia inclusiva paragarantizar € maximo uso de estas herramientas y ofrecer una educacion inclusivay de
cdidad a alumnado con NEE.

Palabras clave: Tecnologias Adaptativas, Inclusién Educativa, Ensefianza De Mateméticas, Espafia, Ecuador.

ABSTRACT

This study examines the impact of adaptive digital technology on teaching mathematics for special educational
needs (SEN) studentsin Spain and Ecuador. It assesses technology capital-based inclusive education modelsusing a
mixed-methods approach. The objectivesare: (1) to assesstheimpact of adaptive software on SEN students' learning
and engagement, (2) to examine challenges and opportunities across different learning contexts, and (3) to make
recommendations on teacher training and accessibility enhancement. Evidence confirms that these tools improve
mathematical capability and independence considerably, with long-term impacts. Success is, however, dependent
on teachers' training, investment in infrastructure, and balanced policy support. Research recommends an inclusive
strategy to ensure the maximum utilization of these tools and offer quality and inclusive education to SEN students.

1 Departamento de Educacion, Universidad de Almeria, Almeria, Espafia: cgh188@inlumine.ual.es
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1. INTRODUCTION

Technological advancements have changed the nature of how instruction is delivered,
allowing for more flexible and tailored approaches in various fields, such as math educa-
tion. Technological accommodations have been discovered to be a powerful mechanism for
maximizing students with special educational needs access to and the quality of learning in
inclusive education (Collins & Halverson, 2018). Due to this, Spain and Ecuador have devel-
oped means of adopting adaptive technologies in the math curriculum regarding how they can
tailor education for different learning paces and learning styles.

Despite education technology, there remains a problem with the effective utilization
of the tools, particularly in mathematics education for SEN students. More recent studies
indicated that interactive websites, artificial intelligence, and virtual reality can enhance
students conceptual understanding and motivation (Rebelo & Castro, 2021). But the
effectiveness of these interventions is dependent on several factors, such as access to
technology, professional development of instructors, and material adjustment to special
requirements (Molin & Sorbring, 2022).

The importance of this research is that it adds to the existing knowledge about the ap-
plication of technology in special education, and it provides evidence-based facts upon which
improved educational policies and teaching practices should be developed. In a world where
education is still being digitized by each passing second, it is crucial to identify how such a
tool can help in making learning mathematics easier (UNESCO, 2023).

Digital technologies enabled the development of new pedagogic instruments that facil-
itate students SEN to learn. For example, artificial intelligence (Al) in education has enabled
the development of the software that can automatically adapt to students levels of comprehen-
sion, delivering more dynamic and effective learning (Luckin, Holmes, Griffiths, & Forcier,
2016). The technologies have been most beneficial in mathematics education, where cognitive
difficulties could be a primary learning barrier (Mayer, 2021).

The greatest challenge in teaching math to SEN students may be discovering ways
that will allow the comprehension of abstract concepts. Augmented reality and virtual reality
technologies have also been discovered to be appropriate tools in this instance, as they pro-
vide interactive visualizations of mathematical problems in an effort to facilitate knowledge
construction through experimentation (Merchant et al., 2014). The use of such resources has
been shown to increase motivation and participation among students, which are fundamental
drivers of the learning process (Schunk & DiBenedetto, 2021).

The digitization of learning in Spain and Ecuador in particular has progressed at differ-
ent levels, depending on the technological infrastructure, public policy, and teacher training.
Spain has seen an attempt to integrate technology into learning by means of the Escuela 4.0
program, digital skillstraining for teachers, and the usage of adaptive software to provide sup-
port in mathematics (Ministerio de Educacion y Formacion Profesional de Esparia, 2022). In
Ecuador, although programs have been framed similarly, the digital divide continues to be a
significant barrier, especially in rural areas where there is limited hardware and connectivity
(Inter-American Development Bank, 2022).

Another determining variable of the effect of adaptive digital tools in mathematics
education is instructor training. Literature has established that instructor training on the use
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of technological tools is a determinant variable for successful adoption in the classroom (Koe-
hler & Mishra, 2009). In the absence of training, technology use in teaching can contribute
to the superficial usage of tools, which limits their effect on student learning (Castafieda &
Selwyn, 2018).

And also a key element to enable these study methods to function is fair access to tech-
nology. To this end, UNESCO has highlighted public policies for the promotion of digital
inclusion so that all students, regardless of their socioeconomic status, can benefit from the
possibilities provided by education technologies (UNESCO, 2023). However, the execution of
those palicies relies on massive investment in human capital and infrastructure and, as such, it
isalimiting factor for budget-restrained countries like Ecuador (OECD, 2021).

The role of digital technologies in the mathematics education of SEN students is
also related to the individualization of learning. Websites such as Khan Academy, Smar-
tick, and Matific have also designed algorithms that individualize exercises and material
based on student performance to enable learning to be more tailored (Pane et al., 2014).
This feature has been particularly beneficial for students who have learning difficulties
such as dyscalculia since they can learn at their own pace and solidify concepts incre-
mentally (Butterworth, 2018).

With regard to the assessment of learning, technology has enabled the gathering and
analysis of data on student performance and facilitated informed, evidence-based deci-
sion-making for teachers. Learning analytics has been identified as one of the most innova-
tive trends in education due to its capability of identifying learning issues early enough and
establishing better intervention practices (Semens & Long, 2011). Still, the utilization of such
systems comes with privacy and ethical concerns since dealing with sensitive data needs
well-defined rules and proper protection mechanisms (Williamson, 2019).

Whereas technology in the teaching of mathematics to SEN students is valuable, its
effective implementation needs to be understood as being dependent upon a composite policy
of technology, pedagogy, and relevant education policies. Lessons from Spain and Ecuador in-
dicate that technology alone does not lead to learning improvement, but it has to be combined
with sound pedagogical practices and an institutional commitment to inclusive education
(Fullan, 2013).

Finally, the development of educational technology to learn mathematics for SEN stu-
dents makes one ponder serioudly about the future of inclusive education. The research on the
subject is a continuous process, and one needs to continue observing the application of digital
technology in different learning environments to realize its full potential and reduce current
disparities (Selwyn, 2022).

To tackle this research, the hypothesis is that the application of adaptive digital tech-
nologies in learning mathematics significantly improves accessibility and the attainment of
mathematical skills among SEN students in Spain and Ecuador. In this regard, the guiding
question for the study is: In what ways do adaptive digital technologies facilitate the learning
of mathematics among SEN studentsin Spain and Ecuador?

With the aim of creating empirical evidence to guide more effective education policy
and pedagogical practice, the following objectives are established:

1. To analyze the impacts of adaptive digital technologies on the teaching of mathematics
to SEN students.

@. BY _NC__ND CUADERNOS DE INVESTIGACION Y FORMACION EN EDUCACION MATEMATICA - Vol: 18 - N°. 2 -123-133 . 2025 - ISSN: 22-15-5627



Celia Gallardo Herrerias

2. To assess their performance and their ability to adapt learning and compensate for dif-
ferent cognitive rates and learning styles.

3. Investigate the barriers and possibilities that their usage poses to the Spanish and Ec-
uadorian education systems.

As the digitization of education is an imminent reality, it becomes necessary to under-
stand how such technologies may be harnessed to enhance the learning of mathematicsin a
way that moves towards inclusive and equitable education (UNESCO, 2023). On this assump-
tion, the study investigates the uses of artificial intelligence, augmented reality, and interactive
platforms in education and the requirements to enable them to succeed, i.e, teacher training,
access to technology, and curriculum alignment.

2. METHOD

With aview to ensuring scientific coherence and methodological depth, a mixed-meth-
ods design was used in this research, integrating quantitative and qualitative methodologies.
This is in response to the need to have comprehensive knowledge regarding the impact of
adaptive digital technologies on the teaching of mathematics for students with special edu-
cational needs (SEN) in Spain and Ecuador. While quantitative measures allow assessment
of the effect of these tools according to objective criteria such as academic performance and
frequency of technology use, qualitative measures provide contextual information that allows
for the interpretation of data, investigation of students and teachers experiences, perceptions,
and issuesin utilizing these technologies.

The research was conducted in 10 schoals, five Spanish and five Ecuadorian, which
were selected based on their experience in the utilization of digital technologies in inclusive
educational contexts. Schools were selected according to variability criteriain order to include
urban and rural schools with varied access to technological infrastructure. This way, a broader
representation of the variety of contexts in which these tools are used, representing different
realitiesin both countries, was made possible.

The sample included 200 SEN students and 50 inclusive education teachers. The re-
spondents were sampled on the basis of purposive sampling considering factors such as the
presence of students with an official SEN diagnosis, availability of technological facilities at
the institution, and teaching experience in adaptive strategies. The variability within the sam-
ple in terms of age, type of SEN, and educational level enabled us to consider the effects of
digital technologies on different subgroups of students and allow patterns and variationsin the
effect to be investigated.

Standardized questionnaires were used to measure students and teachers use of dig-
ital technology, the degree of personalization of learning, and teaching efficiency in math-
ematics. The questionnaires consisted of 1 to 5 Likert scales that allowed the measurement
of perceived ease of use of the technological tools and their impact on understanding math-
ematical concepts.

Questionnaires were derived from literature on inclusive education and technology in
an iterative manner so that the questions fit and suited the purposes of the study. Some pilots
were conducted on students and teachers to gauge the clarity of the questions and the consis-
tency of responses. Pilots helped have some of the items reworded to eliminate ambiguities
and make the tool clear to everyone being surveyed.
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Classroom observation provided firsthand evidence of the incorporation of digital
technology into the teaching-learning process. An observation guide was designed with such
parameters as students technology interaction, independence in mathematics problem-solv-
ing, and content modification according to the needs of each individual. The move was toward
pattern-seeking in incorporating the digital tools and alignment with academic performance
and motivation of learners.

Observations were made at various points in the school year to observe variations in
technology use at various stages of the learning process. Each school was observed multi-
ple times to enhance the validity of the data and prevent observations from being skewed
by unusual circumstances, like special events or short-term technical problems with digital
technology.

In addition, semi-structured interviews with special education and technology experts
were also conducted with the aim of further investigating challenges and opportunities from
using these tools in mathematics teaching. The interviews were recorded and thematically
coded, with overarching themes being access barriers to technology, teacher training, and cur-
riculum adaptation.

In order for the interviews to be representative and to represent a plurality of perspec-
tives, experts with different backgrounds were selected, including teachers with experience
in inclusion, designers of online learning environments, and public education policy makers.
This diversity allowed the research to be constructed from various perspectives, adding depth
to the analysis with pedagogical, technological, and administrative perspectives.

To reduce to the barest minimum the possibility of bias in information collection
and analysis, some methodological safeguards were observed. First, data triangulation was
achieved by combining different sources of information (interviews, observations, and ques-
tionnaires), through which findings were compared and contrasted and an objective impres-
sion derived. In addition, diversified sampling was applied, including schools with various
technological provision and pupils with varying SEN conditions, in order to provide a better
sample of the study population. Through this, differences in the effectiveness of digital tech-
nology by context were pursued without prior generalization from a homogeneous sample.

But the risk of biases in the methodology is acknowledged. One of the mgor risks is
response hias in questionnaires, as the students and educators may overestimate or underes-
timate the impact of digital technologies on learning. For minimizing this risk, indirect ques-
tions have been designed, and control items have been added to monitor response consistency.

Another threat is one of observation bias, as having the researcher in the class might in-
fluence participants behavior and produce a Hawthorne effect. This was mitigated by making
observations across several sessions and at various points throughout the school year, observ-
ing more spontaneous interaction. Teachers were also asked to keep to their normal dynamics
during observation sessions, with very little external control over pedagogy.

Quantitative data analysis was conducted through descriptive and inferential statistical
procedures. Normality tests were conducted to determine data distribution, and analysis of
variance (ANOVA) was conducted to examine significant differences between groups. Mul-
tiple linear regresson was also conducted to examine the correlation of the usage of digital
technology with students mathematics performance.

Qualitative data were analyzed thematically, and NVivo software was employed to
search for patterns and relationships across participants responses. Patterns emerged that
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were linked with perceived benefits of adaptive technologies, barriers to their use, and recom-
mendations for improving their use in inclusive education.

3. RESULTS

The findings of the research reveal the impact of adaptive digital technology in the
mathematics instruction process among students with special educational needs in Spain
and Ecuador. Through analysis, the dominant trends in conceptual construction, fostering
students engagement and motivation, and enhancing regular and focused monitoring were
brought to light. However, the study also reveals that there are firm barriers to the use of such
tools, most particularly in teacher training and technology support shortages in some learning
contexts, particularly in Ecuador.

31 Impact on mathematical conceptual understanding

Adaptive digital technology influences math conceptual understanding by the way the
learner is permitted to access material at his’her own pace. Questionnaires from students and
teachers yield evidence that 85% of the teachers believed that there was significant improve-
ment in their students capacity to understand mathematical concepts upon using these instru-
ments. Likewise, 78% of the students believed that the use of digital platforms allowed them
to better understand mathematics through interactive visualization of abstract concepts that
were otherwise difficult to interpret (See Figure 1).

Figure 1- Improvement in mathematical understanding.

Source: Prepared by the authors.
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Analysis of variance (ANOVA) indicated that significant differences in students per-
formance in mathematics existed both before and after the implementation of adaptive tech-
nologies, with p < 0.05, and indicated that the effect of the resources has a positive impact on
pedagogy. Classroom observation showed that students achieved greater autonomy in con-
ducting mathematics exercises with software that provided instant feedback, enabling them
to correct themselves in real time and self-realign learning approaches without reliance on
teacher intervention alone. Furthermore, interfaces that incorporated visual tools such as in-
teractive diagrams and 3D models facilitated understanding of abstract processes, particularly
for dydexic and dyscalculic learners, who enjoyed a remarkable reduction in their errors when
completing exercises.

Qualitative study of interviews with special education experts and teachers reveals that
SEN pupils were less apprehensive about maths when they learned using these technologies
since they had the ability to learn at their own pace without comparison. As described by one
of the more than 10-year-experienced inclusive education Spanish teachers. “ Technology not
only smplifies maths but also transforms the way students learn mathematics. They no longer
consider it asabarrier but as a challenge that can be overcome with proper guidance.”

3.2 Enhancement of student engagement and motivation

Higher student engagement and interest in mathematics after applying adaptive tech-
nologies are also identified through this study. 82% of the educators reported higher active
student participation within class, while 76% of the learners reported mathematics becoming
easier and fun to learn when using these technologies. Student participation was strongly
linked with gamification elements on websites through multiple linear regression analysis
with a correlation coefficient r = 0.72 and p < 0.01 significance (See Figure 2).

Figure 2- Correlation between gamification and participation.

Source: Prepared by the authors.
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Classroom observation indicated that students were more active when they used reward
for achievement app, math game, and progress tracking. Kahoot and Matific were best at
keeping students active and fostering friendly competition in class as they facilitated collab-
orative learning. As quoted by one Ecuadorian teacher: “Gamification has allowed us to grab
learning difficulty students by the neck. Before, they would avoid becoming part of a class,
now, they don't get right and on time math problems and do so cheerfully.”

3.3 Continuous assessment and personalized feedback

Computer technologies with adaptive capacities have also optimized continuous and adap-
tive learning test and feedback so that teachers can make timely changes as per the performance
of the students 88% of the teachers reported that they are able to identify early learning problems
with the aid of digital platforms, while 79% of the students enjoyed the immediate feedback from
the digital platforms Data analyss unveiled that the mathematical effectiveness of the SEN stu-
dents was consderably enhanced in the continuous groups of assessment using online media com-
pared to the traditional methods of assessment, p-value < 0.05.

Classroom observations uncovered that technology resources with automated data anal-
ysis enabled teachers to determine trends in students learning so that they could make use of
differentiated pedagogy. Those students who were provided with immediate feedback on their
errors were able to improve the precision in practicing at a higher level than those students
who were only corrected after completing a study module. One of the Spanish instructors de-
scribed how precious this instrument is, continuing as follows. “Before, it would take months
or weeks to realize that there was a specific learning issue with a pupil. Now, through our on-
line platform comments, we can respond immediately and fill in the gap where it originated.”

3.4 Barriers to Implementation

While there were advantages attained through the research, the study further uncovers
important barriers to using adaptive digital tools. The biggest barriers among these in-
clude a lack of training in digital tools by teachers, where 67% of the teachers asserted
that they were ill-trained on how best to use the tools within the classroom. Up to 82% of
them was found in Ecuador, where there was explicitly evidence of agreat gap in training
when compared with Spain.

Special education experts interviewed stated that the lack of training creates teacher
resistance, who perceive the implementation of technology as an additional workload rather
than away of augmenting pedagogy and learning. As one Ecuadorian teacher describes “We
know that technology is good, but we are not aware of how to use it in the correct manner.
We need special training and provision of adapted pedagogical materials” Poor training has
direct implications for the operation of digital technologies, since their capacity dependsto a
large degree on how they are used in class.

The second obstacle to be overcome is the absence of technology infrastructure in
certain schools. In Ecuador, 74% of the teachers indicated that their schools lacked adequate
devicesto provide all students with equal access to digital platforms. Additionally, 58% of the
students indicated that they suffered from connectivity issues at home, making it hard to apply
such equipment outside the classrooms and lowering its effectiveness on independent learning.
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Ecuadorian school studies found that there were times when teachers needed to trans-
late online activity into written format because of insufficient access to computers, reducing
the interactive potential of online spaces. As one Ecuadorian school manager in rural areas
put it: “We would like to add more technological tools, but the truth is that our budget is not
infinite. Without machinery and a reliable internet connection, digitization of schooling is an
excellent challenge”

4. DISCUSSION

Findings of the current study agree with previous research in the highlighting of the
positive contribution of adaptive digital technology towards the instruction of mathematics
among special educational needs students. Bouck et al. (2018) and Azevedo et al. (2020), for
instance, have demonstrated that the use of technological devices improves conceptual under-
standing as well as44 student motivation among those with learning disabilities. Azevedo et
al. (2020) also point out, similarly, that technology-supported learning environments allow for
the adjustment of instructional pace to meet student needs, agreeing with the findings of this
study on personalized learning through interactive platforms.

Also, the student growth of engagement observed in this research corroborates L ee and
Cherner (2021), who affirm that gamification and interactive features in websites enhance stu-
dents commitment and self-determination in learning. Specifically, the correlation coefficient
found in this research (r = 0.72, p < 0.01) corroborates these authors findings on the positive
relationship between the use of gamified features and students motivation.

There are, however, certain findings with varied results regarding the success of tech-
nology in inclusive education. Certain studies, such as those by Fleischer (2019), warn that the
adoption of digital materials will not automatically boost learning unless training for teachers
is specifically incorporated. Thisis also consistent with the barrier found in this study, where
67% of teachers overall and 82% from Ecuador reported that they were not trained to utilize
adaptive technologies. In this case, literature shows that the effectiveness of such tools is
greatly reliant on teacher training and the ability to effectively implement them in the class-
room (Tondeur et al., 2017).

However, another limitation identified in previous research is the technology gap. Ac-
cording to Escueta et al. (2020), limited connectivity and infrastructure also reduce the effects
of educational technologies, especially in socioeconomically disadvantaged settings. This is
corroborated by findings obtained in Ecuador, where 74% of the teachers reported the lack of
devices and 58% of the students reported shortages in connectivity, limiting access to digital
learning on an equal footing.

5. CONCLUSIONS

Technologies that respond to learners needs have proved to be an effective solution in
improving the teaching of mathematics for students with special educational needs (SEN) in
Spain and Ecuador. They ensure individualized learning, tailored to the specific needs of each
learner, to increase their activity and goal orientation in learning. The ability of technology
to control various content and teaching styles in order to accommodate a variety of learning
types and rates makes digital technology particularly suited for SEN pupils who will most
likely be disadvantaged under ordinary classroom instruction.
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But for adaptive digital technologies to be effectively utilized, teachers need to be
adequately trained on how they can use these technologies. Training of teachers should not
only encompass the technical process of using technology but also pedagogical and effective
methods of using it in the classroom. An adequately trained teacher who uses adaptive digital
tools can improve the quality of pedagogy, facilitate incluson and active participation of all
students, including those with SEN.

In the meantime, technology access can no longer be portrayed as a challenge for teach-
ers but rather as an infrastructure that requires significant capital investment. For the mgjority
of learning spaces, particularly in rural or low-resource environments, students lack the hard-
ware and connectivity needed to make the possihilities offered by digital technologies a real-
ity. Therefore, it is of utmost importance to increase investment in Spanish and Ecuadorian
technology infrastructure such that all students, irrespective of their level of socioeconomic
status, have the same to benefit through the medium of digital courseware.

And for full adoption of adaptive digital technologies in the learning systems of these
two countries, it is highly important that education policy turns towards digital inclusion. This
involves offering access to technology but also developing regulatory frameworks that facil-
itate the use of digital technologies in learning to support all students, including those with
SEN. Digital inclusion needs to be regarded as a fundamental right to ensure equal opportuni-
ties and access to quality learning.

Adaptive digital technologies are an area with great potential to improve mathematical
instruction for students with SEN. But if their deployment is to be effective, then there needs
to be an interdisciplinary solution that involves teacher training, investment in technological
infrastructure, and the design of educational policy with a digital inclusion orientation. This
integrated solution will assist in creating a more inclusive and equitable education system that
can address the needs of all students and improve their achievement.
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RESUMEN

Este trabajo describe una experiencia educativa desarrollada en un curso universitario de Céculo, centrada en la
ensefanza de sucesiones y series. Con el fin de fortalecer la comprensién conceptual y prictica de estos temas,
se implementaron metodologias activas como la Ensefianza Justo a Tiempo (JiTT) e Instruccion entre Pares (PI),
apoyadas con herramientas de Inteligencia Artificial (IA). Se compararon dos grupos: uno experimental, que integrd
estas metodologias con IA, y otro de control, con un enfoque tradicional. Los resultados evidenciaron mejoras en el
razonamiento matemético, la colaboracion y el desempefio académico del grupo experimental. Esta experiencia, ade-
mds de ser replicable, destaca el potencial de integrar metodologias activas y tecnologias emergentes en la educacion
matematica universitaria, en concordancia con tendencias internacionales.

Palabras claves: metodologias activas, inteligencia artificial, sucesiones, series, ensefianza matemadtica uni-
versitaria.

ABSTRACT

This work describes an educational experience developed in a college Calculus course, focused on the study of se-
quences and series. Two active methodologies were implemented in order to strengthen the conceptual and practical
understanding of those topics: Just-in-Time Teaching (JiTT) and Peer Instruction (PI), both supported by Artificial
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Intelligence (Al) tools Two groups were compared: an experimental group, which integrated these methodologies
with Al, and a control group, with a traditiona approach. The results showed improvements in mathematical rea-
soning, collaboration and academic performance in the experimental group. This experience, in addition to being
replicable, highlights the potentia of integrating active methodol ogies and emerging technologies in university ma:
thematics education, in accordance with international trends.

Keywords: active methodologies, artificial intelligence, sequences, series, university mathematics education.

1. INTRODUCCION

La ensenanza de sucesiones y series en el nivel universitario representa un desafio sig-
nificativo en los cursos de Calculo, debido a su naturaleza abstracta y su complejidad tedrica.
Este tema exige que los estudiantes dominen no solo los procedimientos técnicos, como hallar
limites y analizar convergencias, sino que también comprendan profundamente los fundamen-
tos tedricos que sustentan estos conceptos. En un contexto educativo moderno, donde las com-
petencias digitales y la resolucién de problemas interdisciplinarios son fundamentales, resulta
crucial adoptar enfoques pedagdgicos que potencien tanto el aprendizaje conceptual como las
habilidades practicas.

Diversas investigaciones han demostrado que las metodologias activas y el uso de tec-
nologias emergentes pueden aumentar la motivacién y mejorar el aprendizaje en dreas abstrac-
tas, proporcionando a los estudiantes herramientas efectivas para abordar temas compleos
(Mazur, 1997; Novak et al., 1999). Este trabajo describe y analiza una experiencia de aula que
integra la Ensefianza Justo a Tiempo (JiTT), la Instruccién entre Pares (PI) y herramientas de
Inteligencia Artificial (en adelante |A) en e estudio de sucesionesy series.

La propuesta se clasifica como una experiencia de aprendizaje y tiene como propdsito
compartir una implementacion concreta, los fundamentos pedagégicos utilizados y los resul-
tados obtenidos (Crouch y Mazur, 2001). La pregunta de investigacién que orientd esta expe-
riencia fue la siguiente: ;como influye la integracion de JiTT, PI y herramientas de IA en la
comprension y el desempefio de los estudiantes en el tema de sucesiones y series?

El objetivo general fue evaluar el impacto de esta estrategia en el rendimiento acadé-
mico de los estudiantes y en el desarrollo de habilidades clave, como la argumentacién légica
y la comunicacién matematica, y resaltar la relevancia de estas metodologias en la educacion
matemética contemporanea.

Estudios recientes (Zawacki Richter et al., 2019; Holmes et al., 2019) han demostrado el
impacto positivo del uso de la lA en entornos educativos, particularmente cuando se integra
con estrategias activas centradas en el estudiante. Sin embargo, la evidencia sobre su aplica-
cién en la ensefanza de temas abstractos —como las sucesiones y series— audn es limitada,
especialmente en contextos semipresenciales universitarios. Este estudio contribuye a llenar
ese vacio, articulando enfoques metodoldgicos innovadores con tecnologias emergentes.

En el contexto de la educacién matemdtica contempordnea resulta imprescindible re-
novar las estrategias diddcticas, de forma que permitan atender la diversidad de estilos de
aprendizaje y fomentar un pensamiento matemdtico mas critico y auténomo. La incorporacién
de metodologias activas y tecnologias emergentes, como la inteligencia artificial, se presenta
como una viafavorable paralograrlo.
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2. CONTEXTO

El Instituto Tecnolégico de Costa Rica (TEC) ofrece cursos presenciales, semipresen-
ciales y virtuales en sus diferentes ciclos. Durante el verano 2024-2025, uno de los autores
tuvo la oportunidad de impartir un curso semipresencial de Calculo y Algebra Lineal, y el
otro autor de manera presencial, por lo que se tomé la decision de hacer un trabajo relaciona-
do con metodologias activas. Esto debido a que los cursos de verano mantienen los contenidos
y programas establecidos, pero permiten ajustes en la evaluacién. Esta modalidad permiti6
comparar diferentes experienciasy analizar su impacto en e aprendizge.

En este contexto, se propuso a la direccion de la Escuela de Matemadtica que dos grupos
(uno presencial y otro semipresencial) compartieran las mismas evaluaciones en los exdme-
nes, pero con diferentes ponderaciones.

e Grupo 2 (control): 100% exdmenes.

e Grupo 4 (experimental): 45% examenes, 45% trabajos grupales con IA, 10% trabajo
grupal en video.

En el grupo experimental, el tema de sucesiones y series se abordé durante las dos pri-
meras semanas con actividades divididas entre temas desarrollados en clases tradicionales y
trabajos grupales mediados por |A. En la Tabla 1 se presentan los temas y actividades evalua-
tivas utilizadas en el estudio, y se resalta la integracion de la IA en el grupo experimental.

Tabla1- Distribucion de temas y actividades evaluativas.

Temas tradicionales (explicados por € Trabajos grupales con

docente o de estudio independiente) Inteligencia Artificial
Martes 10 Sucesiones (introduccién), sucesiones Monotonia de sucesiones y Conver-
de diciembre recurrentes: definicién, ejemplos y gencia de sucesiones (Primer trabajo
del 2024 célculo de algunos términos. Teoremas grupal con un valor de 2,5% con res-
de convergencia de sucesiones pecto al total del curso)
Miércoles 11 Definicién de serie infinita de nimeros Definicién de convergencia y
de diciembre reales y Sumas parciales divergencia de series y Condicién
del 2024 necesaria para convergencia de
series (Segundo trabajo grupal con
un valor de 2,5%)
Jueves 12 Serie geométrica y Serie telescopica Criterio de la integral, P-series y Se-
de diciembre (presencial) rie arménica (Tercer trabajo grupal
del 2024 con un valor de 2.,5%)
Viernes 13 Criterios de convergencia para series de
dediciembre términos positivos, comparacion directa
del 2024 y comparacion en el limite (estudio
independiente)
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Temastradicionales (explicados por € Trabaj os grupales con

docente o de estudio independiente) Inteligencia Artificial
Martes 17 I Parcial (hasta lo visto el jueves 12 de
de diciembre diciembre)
del 2024
Miércoles 18 Criterio de la Razon, Criterio de la Raiz Criterio de Leibnitz y aproximacion
dediciembre y Series alternadas (presencial) de series (teoremade la cota del
del 2024 error) (Cuarto trabajo grupal con un
valor de 2,5%)
Convergencia condicional y abso-
luta (Quinto trabajo grupal con un
valor de 2,5%)
Viernes 20 II Parcial (hasta lo visto el miércoles 18
dediciembre de diciembre)
del 2024

Fuente: Elaboracién propia.

De esta forma, € planteamiento de las clases en e grupo experimental estuvo disefiado
de tal manera que en la primera hora y media de clases se hizo una exposicién de los conteni-
dos, y en la siguiente hora se formaron grupos aleatorios de tres o cuatro personas. Es impor-
tante sefialar que los estudiantes contaban con conocimiento previo de los ejercicios. Se contd,
ademds, con la ayuda incondicional de dos asistentes (estudiantes del docente que ya habian
aprobado el curso). Es importante indicar que, en este tiempo, los estudiantes debian hacer en
grupo un estudio escrito con la evidencia, la cual debian digitalizar y colocar en la platafor-
ma institucional conocida como TEC Digital. Por otro lado, el grupo control mantuvo clases
magistrales 100%, donde la docente expuso los temas con pequefios espacios en los cuales los
estudiantes podian intervenir en la resolucién de algunos ejercicios, o bien con dudas.

3. LAENSENANZA JUSTO A TIEMPO EN EL CURSO EXPERIMENTAL

Segtin Simkins y Maier (2010), la ensefianza justo a tiempo (JiTT) promueve la parti-
cipacion en clase mediante asignaciones previas realizadas en linea. Estas tareas permiten al
docente disefiar actividades adaptadas a la comprension de los estudiantes. Para el éxito de
esta metodologia, es crucial la motivacién estudiantil y la preparacion previa de materiales
por parte del docente.

En esta experiencia se asignaron lecturas y videos relacionados con sucesiones y se-
ries, que fueron revisados antes de las clases. Aunque no todos los estudiantes participaron,
quienes lo hicieron mostraron un mayor entusiasmo y comprensién durante las actividades
grupales. Los temas para este desarrollo fueron los criterios de convergencia para series de
términos positivos y comparacion directa y en el limite. Incluso se abarcaron los temas de se-
ries alternadas, convergencia absolutay condicional.
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Es importante destacar que se incentivé el estudio individual de los ejercicios presenta-
dos a los estudiantes antes del trabajo grupal, y que el docente del curso indicé el repaso de la
materia por medio de videos de clases anteriormente hechas.

4. LA INSTRUCCION ENTRE PARES EN EL CURSO EXPERIMENTAL

La Instruccién entre Pares (PI) —propuesta por Mazur (1997)— fomenta la discusién
en pequefios grupos mediante preguntas conceptuales. En esta metodologia, los estudiantes:

1. Responden individualmente una pregunta.
2. Discuten sus respuestas con comparieros.

3. Reciben retroalimentacion del docente; ademds, este tiltimo proporciona explicaciones
sobre larespuesta correcta

La PI se implement6 mediante trabajos grupales estructurados en tres fases: 1) reso-
lucién individual, 2) discusion colaborativa con inteligencia artificial, y 3) retroalimentacion
guiada por el docente. Cada sesion incluyd preguntas validadas con Mathematica u otro pro-
grama de la misma naturaleza para asegurar coherencia temdtica. Los estudiantes conocian
previamente las preguntas planteadas y, en equipo, colaboraron para discutir y presentar la so-
lucién de los ejercicios. Este enfoque integro el anélisis y la escritura de soluciones, y utiliz6
lainteligencia artificial como soporte para desarrollar y perfeccionar sus respuestas.

5. ELUSO DE LA INTELIGENCIA ARTIFICIAL

La inteligencia artificial (IA) adquiere cada vez mayor relevancia en el dmbito educati-
vo, pues ofrece oportunidades para la personalizacion de la ensefanza y la retroalimentacion
inmediata al estudiantado, lo que resulta especialmente 1til en la formacién matemética (Hol-
mes et al., 2019; Zawacki Richter et al., 2019). Ademds, la capacidad de la A para analizar
grandes volimenes de datos y proponer estrategias de resoluciéon impulsa el desarrollo de
competencias clave como el razonamiento 16gico, la resoluciéon de problemas y la toma de
decisiones informadas (Jordan y Mitchell, 2015). No obstante, se enfatiza la importancia de
adoptar estas herramientas de manera responsable y equitativa, garantizando el acceso a todos
los estudiantes y evitando sesgos que perpettien desigualdades (UNESCO, 2021). Por ejemplo,
el caso de estudiantes que usan A permite acceder a un conocimiento de uso inmediato lo
cual pone en desventaja a aquellos que si. En el caso de esta experiencia, se garantizd y re-
visd que existiera acceso a internet en el aula y que al menos uno de los miembros del grupo
formado tuviera acceso a una IA. El docente indic6 la importancia y necesidad de valorar las
respuestas con diferentes | As para generar insumos en las evidencias de cada trabgo grupal.

Es importante indicar que, a pesar de los avances documentados en el uso de metodo-
logias activas en matematicas, la articulacion efectiva entre estas herramientas e [As atin re-
presenta un campo emergente de estudio. Esta investigacion busca aportar evidencia empirica
sobre los beneficios de dicha integracion, particularmente en contextos semipresenciales.
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6. SOBRE LAS INSTRUCCIONES GENERALES PARA LOS TRABAJOS
GRUPALES

Esta seccion describe el disefio y desarrollo de preguntas que guiaron los trabajos gru-
pales relacionados con sucesiones y series. A continuacion, se detallan y explican cada uno de
los apartados:

6.1. Temadel Dia

Se define el contenido especifico que los estudiantes trabajardn durante la sesién, en-
focado en un aspecto particular del tema de sucesiones y series. Por ejemplo, en una sesién
podrian abordar el criterio de la integral o el criterio de comparacién. El propdsito es asegurar
que los ejercicios estén alineados con los contenidos clave del curso y que los estudiantes pro-
fundicen en € temacentral del dia

6.2. Objetivos del Ejercicio

Cada ejercicio tiene objetivos claros y bien definidos, que buscan desarrollar habilida-
des especificas. Por ejemplo:

1. Comprender la convergencia o divergencia de sucesiones o series.
2. Aplicar criterios de convergencia.

3. Justificar resultados utilizando lenguaje y notacién matemadtica formal.

El propésito es establecer metas claras y ayudar a mantener el enfoque del grupo, de
forma que se pueda evaluar de manera objetiva el logro de los aprendizajes esperados.

6.3. Dinamica del Grupo

1. Formacion de grupos aleatorios: Los estudiantes se agrupan en equipos de 2 a 4 perso-
nas de manera aleatoria para fomentar la interaccién entre compafieros que usualmente
no trabajan juntos. El propdsito es promover el trabajo colaborativo y habilidades inter-
personales, ademds de evitar que se formen grupos de afinidad preestablecidos.

2. Propuesta inicial con IA: Cada grupo utiliza una herramienta de inteligencia artificial
(por ejemplo, ChatGPT) para generar una solucién inicial al problema planteado. La
idea es aprovechar la IA como punto de partida para explorar la solucién y reflexionar
sobre sus limitaciones.

3. Discusion grupal: Tras obtener la propuesta inicial, los estudiantes deben:

e Analizar si la solucion de la IA es correcta.
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e Identificar errores y explicar por qué ocurren.

e Judtificar cada paso usando lenguge matematico formal.

El objetivo en este paso es fomentar el pensamiento critico, la identificacion de errores
y la precisién matemadtica, ademds de consolidar el conocimiento a través de la discusion.

6.4. Metodologia de Trabajo

Instruccién entre Pares: Cada miembro debe explicar sus ideas y razonamientos al
resto del grupo. Esto asegura que todos los integrantes comprendan la solucién. La
idea es promover la comunicacién efectiva y el aprendizaje mutuo.

Ensefianza Justo a Tiempo: Cuando surjan dudas, los estudiantes pueden pedir ayuda
al asistente o docente para recibir orientacion especifica en el momento en que lo ne-
cesiten. Ademads, el ejercicio se presentd un dia antes a los estudiantes para un estudio
previo. El propésito es evitar que los grupos queden estancados y facilitar la compren-
sién oportuna.

Aprendizgje Cooperativo: Cada integrante aporta sus fortalezas y conocimientos para
trabajar en conjunto en la resolucién del ejercicio. Con ello se fortalece la colaboracién
y seresaltalaimportancia de ladiversidad en el aprendizge.

Este disefio permitié comparar de forma controlada el impacto de las metodologias
activas apoyadas por IA en el rendimiento académico y en la percepcion del aprendizaje por
parte del estudiantado.

6.5. Aspectos a Evaluar

Durante € desarrollo de los gercicios se evaluaron los siguientes aspectos.

1.

Calidad de la discusién y colaboracion: La interaccién entre los estudiantes y su capa-
cidad para trabajar de manera efectiva como equipo.

Uso adecuado del lenguaje matematico: La formalidad y precision con la que justifica-
ron |as soluciones.

Capacidad de identificar y corregir errores: La habilidad para analizar criticamente las
propuestas de la A, reconocer errores y explicar cémo corregirlos.

Para ello, tanto el docente como los asistentes utilizaron una lista de cotejo, con el fin
de evaluar objetivamente estos aspectos. Esta lista de cotejo se subid a la plataforma institu-
cional TEC Digital, donde tanto los estudiantes como los asistentes tuvieron acceso. La des-
cripcién de la lista de cotejo se hace en la seccion 8.
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6.6. Entrega del Ejercicio

Al final de la sesion, los grupos debian presentar su solucion al resto de la clase, o bien
entregarla de manera escrita por medio de la plataforma. Las presentaciones debian incluir:

1. Una solucién final bien justificada.
2. Una reflexion breve sobre:

e El proceso seguido en € grupo.

La experiencia de usar inteligencia artificial como herramienta de apoyo.

En casos especificos, los estudiantes entregarian solo una hoja con la solucién y el pro-
fesor se encargaria de brindar retroalimentacién de forma individual.

En este punto, la idea es promover que los estudiantes reflexionen sobre su aprendizaje,
compartan sus resultados y reciban retroalimentacion para mejorar sus habilidades.

Figura 1- Ejemplo de instrucciones para el primer trabajo grupal.

Fuente: Elaboracién propia.
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Este enfoque metodoldgico integra tecnologias emergentes, trabajo colaborativo y eva-
luacién formativa, y tiene la ventaja de brindar a los estudiantes una experiencia completa
para aprender temas abstractos de manera dindmicay efectiva.

7. SOBRE LAS PREGUNTAS ASOCIADAS A LOS TRABAJOS GRUPALES
EN EL TEMA DE SUCESIONES Y SERIES

Para cada trabajo grupal se generaron 12 preguntas haciendo uso de la inteligencia
artificial; la misma desarrollé una serie de ejercicios diversos relacionados con el tema del
dia, los cuales fueron revisados por €l docente y sus asistentes para asegurar su congruencia
y correccion. Por ejemplo, en el primer trabajo se le solicité a la IA: “genere 12 ejercicios
sobre monotonia y convergencia de sucesiones conforme a las indicaciones previas”. La IA
present6 un borrador que fue revisado y corregido antes de solicitar su conversion a formato
LaTeX, para posteriormente compilarlo en un documento PDF disponible en la plataforma
institucional.

Figura 2 - Ejercicios diseiiados para el primer trabajo grupal.

Fuente: Elaboracién propia.
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Es pertinente sefalar que los ejercicios fueron evaluados por el docente mediante sof-
tware especializado como Mathematica o GeoGebra, con el propdsito de verificar su viabili-
dad en relacion con el tema del dia.

La propuesta grupal presentada a los estudiantes estableci6 que, dentro de una hora, se
debian analizar los aspectos solicitados en las instrucciones sefialadas en la Figura 1. Es im-
portante indicar que a cada grupo le correspondié trabajar un ejercicio diferente.

8. SOBRE LA EVALUACION IMPLEMENTADA PARA EL TEMA DE
SUCESIONES Y SERIES

Para cada uno de los trabajos grupales indicados, la calificacién fue atendida por los

dos estudiantes asistentes y supervisada por el docente. Para ello, se utiliz6 una lista de cotejo
donde se tomaron en cuenta los siguientes aspectos.

*  Todos los miembros participaron activamente.

e Se respetaron las opiniones y turnos de palabra.

e Sellegd a un consenso fundamentado para resolver el ejercicio.

e Se identificaron y discutieron errores o dudas durante la actividad.

e Se utiliz6 terminologia matematica adecuada.

e Las explicaciones fueron claras y precisas.

e Se presentd una justificacion correcta del procedimiento.

e Se utilizé una herramienta de IA para resolver el ejercicio.

e Se identificaron errores o aciertos en las soluciones generadas por la [A.

e Se reflexiond sobre las limitaciones o fortalezas del uso de la TA.

Recalcando que cada grupo realiz6 un ejercicio diferente, los asistentes verificaron
su seguimiento de acuerdo con las pautas establecidas. Cualquier duda se dirigia al docente,
quien supervisaba y guiaba a los estudiantes. A pesar de que se generaron 12 ejercicios, solo
se formaron 11 grupos de cuatro personas; algunos tuvieron tres miembros, ya que la matricu-
la en el grupo experimental fue de 43 personas.

A continuacidn, en la Figura 3 se presentan ejemplos del trabajo realizado por los es-
tudiantes en el grupo experimental, y se evidencia la aplicacion de la IA en la resolucion de
gercicios matematicos.
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Figura 3 - Evidencias del trabajo del 10 de diciembre.

Fuente: Elaboracién propia.
En las Figuras 4 y 5 se presentan evidencias de los trabajos grupales con el uso de IA.

Figura 4 - Evidencia de una respuesta de uno de los trabajos grupales
con el uso de IA en convergencia de series.

Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 5 - Evidencia de una respuesta de uno de los trabajos grupales con
el uso de IA en la cota del error de una serie alternada.

Fuente: Elaboracion propia.

Es importante destacar que en el tema de sucesiones y series se realizaron cinco traba-
jos, donde la mayoria de los grupos lograron cumplir con todas las instrucciones establecidas.
Ademds, se dejo evidencia escrita que refleja tanto la discusion como la polarizacién de ideas
entre los integrantes.

Con € objetivo de cuantificar la viabilidad de la metodologia, € primer parcial se apli-
c6 de forma individual, en la misma fecha y hora, tanto para los estudiantes del grupo control
como del grupo experimental. Los resultados obtenidos fueron los siguientes:

Grupo control (Presencial)

» Distribucion de Notas:
N < 60: 20 estudiantes.
60 < N < 70: 6 estudiantes.
N = 70: 15 estudiantes.
*  Nota Promedio: 60 (redondeado con 41 personas).

* NotasAltas: 1 estudiante con 100 y 2 con 90.
Grupo Experimental (Semipresencial)

e Distribucion de Notas:
N < 60: 12 estudiantes.

60 <= N < 70: 9 estudiantes.
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N = 70: 22 estudiantes.
e Nota Promedio: 66 (redondeado con 43 personas).

* NotasAltas 2 estudiantes con 100 y 4 con 90.

A partir de la informacion, se observa que el grupo experimental (semipresencial) pre-
senta, en general, un mejor desempeiio que el grupo control (presencial). En particular, puede
indicarse:

1. Menor cantidad de estudiantes con nota menor a 60: En el grupo experimental hay 12
estudiantes con calificaciones por debajo de 60, mientras que en el grupo control hay
20. Esto, proporcionalmente, es un indicador de que hubo menos reprobaciones o cali-
ficaciones muy bgjas en € grupo experimental.

2. Mayor cantidad de estudiantes con calificaciones mayores o iguales que 70: El grupo
experimental cuenta con 22 estudiantes en este rango, frente a 15 en el grupo control.
Este dato indica que mds participantes del grupo experimental obtuvieron notas sobre-
salientes o satisfactorias.

3. Promedio mads alto: La nota promedio en el grupo experimental (66) supera en 6 pun-
tos a la del grupo control (60). Aunque no se trata de una diferencia significativa, si
resulta consistente con la mayor proporcién de notas altas y la menor proporcién de
calificaciones deficientes.

4. Mas estudiantes con notas muy altas (mayores o iguales a 90): En el grupo experi-
mental hay dos estudiantes que alcanzan 100 y cuatro que logran 90; en cambio, en el
grupo control se registra un estudiante con 100 y dos con 90. Esto refuerza la tendencia
de mgores calificaciones en € grupo experimental.

En conjunto, estos datos sugieren un mejor desempefio académico en el grupo expe-
rimental, que podria atribuirse a las particularidades de la modalidad semipresencial y a los
factores pedagogicos especificos de ese grupo (por ejemplo, uso de tecnologias de apoyo,
metodologias activas, etc.). Los exdmenes desempefiaron un papel importante en la evaluacion
tanto de la comprension escrita como la conceptual.

Es importante aclarar que los instrumentos de evaluacién utilizados, como las listas de
cotgo y los exdmenes, fueron validados previamente por los docentes responsables y contras-
tados con criterios similares utilizados en experiencias previas de evaluacién formativa. Esto
garantiza la posibilidad de replicacién de esta estrategia en contextos andlogos.

9. OPINIONES DE LOS ESTUDIANTES

Otro aspecto que fue considerado para el grupo experimental fue la opinion de los estu-
diantes; por tal motivo se les pas6 una serie de cuestionarios en formato digital. En la semana
3 del curso aplicé uno de los cuestionarios a los estudiantes para conocer su opinioén sobre las
metodologias implementadas. Es importante indicar que los estudiantes habian realizado ya
dos pruebas parciales en las semanas anteriores. La encuesta consté de 10 preguntas, donde
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las primeras se centraron en datos generales como nombre, apellido y carné. Los siguientes
apartados hacen referencia a las restantes preguntas dirigidas a los estudiantes.

9.1. Acceso al material del curso

En la cuarta pregunta, la cual fue de mdltiple respuesta se pregunto: “;Cémo accedi6 al
material del tema de sucesiones y series?” De las 41 respuestas recopiladas se presenta a con-
tinuacién su interpretacion:

e 39 estudiantes indicaron que utilizaron los videos del profesor (38%).

* 32 mencionaron la revisién del material asincronico a través del TEC Digital (31%).
e 17 accedieron al material compartido por el grupo de Telegram (17%).

e 12 usaron material proporcionado por otros docentes (12%).

e 2 personas recurrieron a otras fuentes, como videos en Internet (2%).

9.2. Comprension del tema

En la quinta pregunta, mediante una escala de Likert (nivel 1: Deficiente - nivel 5: Ex-
celente), se evalué: “;Cémo califica su comprension sobre el tema de sucesiones y series?”
Los resultados promedio fueron de 4.24, con las siguientes distribuciones:

o 13 estudiantes indicaron nivel 5.
e 25 estudiantes indicaron nivel 4.

e 3estudiantesindicaron nivel 3.

9.3. Usode lalA en trabajos grupales

En la sexta pregunta, también con escala de Likert, se consulté: “;Cémo considera el
uso de la IA en los trabajos grupales para el tema de sucesiones y series?” El promedio fue de
478, con los siguientes resultados:

e 33 estudiantes marcaron el nivel 5.
e 7 estudiantes marcaron el nivel 4.

e ] estudiante marco el nivel 3.
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9.4. Experiencia con la IA en trabajos grupales

En la séptima pregunta: “Describa con sus palabras su experiencia con los trabajos gru-
pales en los que se uso alguna IA para el tema de sucesiones y series”, los estudiantes compar-
tieron diversas opiniones. Entre los comentarios destacamos |0s siguientes:

“Me parece una buena forma de utilizar una herramienta como la IA mds como apoyo
del curso en lugar de ‘satanizarlo’, como se suele decir.”

“La verdad ensefi$ bastante sobre cémo usar la IA de manera correcta y critica, porque
siempre hay que analizar lo que estamos viendo.”

“Para mi excelente, creo que es una manera que se debe seguir implementando para la
enseflanza en general. Pues, ademads de tener apoyo virtual, el trabajo en grupo permite
aprender de una manera activa. De hecho, para mi que estoy repitiendo el curso, hasta
ahora puedo decir que voy comprendiendo bien la materia.”

“La inteligencia artificial puede ser una muy buena herramienta para encontrar dife-
rentes maneras de resolver un problema. Sin embargo, con el CAL puede alejarse de
los temas del curso, por lo que es muy importante dar instrucciones especificas. En ge-
neral, mi experiencia fue muy buena, porque con las resoluciones paso a paso se podia
encontrar la fuente de error que impedia al grupo llegar a la respuesta correcta.”

“Muy bonito y se aprende mucho. Usar la IA de modo critico permite analizar mejor la
materia, y el proceso de asegurarse de que la respuesta de ChatGPT sea correcta hace
que uno como estudiante investigue bien los temas.”

9.5. Sentir sobre el curso semipresencial

En la octava pregunta: “;Cudl es su sentir como estudiante en el curso semipresencial?”,
los estudiantes expresaron opiniones variadas. Algunos comentarios destacados incluyen los

siguientes:

“Me siento cémodo con el profesor y las evaluaciones, pero al ser mi primera vez sien-
u udiar ad as. i u uy rapido, cu a .
to que debo estudiar atin mas. Y al ir el curso muy rdpido, cuesta mds ese aspecto.”

“Que sea semipresencial facilita la comprensién de los temas, porque permite estudiar
con mayor calma, contrario a clases que podrian ir contra tiempo y ver los temas mas

répidos.”

“Pienso que es una modalidad bastante flexible, ya que el estudiante puede organizar
su propio tiempo, y la revision de la materia se vuelve mds dindmica que en clases
magistrales.”

“Que el curso sea semipresencial brinda espacio al estudiante para tomar las clases
asincrénicas con calma y practicar a su ritmo. Las clases presenciales ayudan mucho a
resolver dudas de forma inmediata, ya que se cuenta con el conocimiento del profesor
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y los asistentes. En general, creo que es una buena combinacién, pero el resultado final
siempre dependera del tiempo y esfuerzo que le dediquen los estudiantes.”
e “Bastante cémodo, el horario es bastante bueno. Las dudas del estudio independiente
se pueden abarcar amayor profundidad durante las lecciones presenciales.”
9.6. Comprension general de la materia

En la novena pregunta se evalu6: “;Cudl ha sido su comprension de la materia en térmi-
nos de una escala general?”, utilizando una escala de Likert. El promedio fue de 4.56, con los
siguientes resultados.

e 24 estudiantes seleccionaron el nivel 5.
o 16 estudiantes seleccionaron el nivel 4.

o 1 estudiante seleccion6 el nivel 3.

9.7. Sugerencias para la metodologia

Por dltimo, en la décima pregunta: “Sugerencias o comentarios para la metodologia im-
plementada en € curso”, los estudiantes of recieron las siguientes ideas:

e “Tal vez recibir alguna o algunas clases virtuales sincrénicas.”

e “Repaso de algunos temas muy importantes vistos con el uso de IA, por parte del pro-
fesor, para evacuar dudas.”

e “Tal vez serfa dar una introduccién muy pequefia sobre el tema que se va a ver en los
trabgos grupales”

e “Hacer un plan para cursos semestrales en los que se aplique la metodologia de los
trabgos”

e “Dar un poco mas de guia sobre los temas que se estudian al desarrollar actividades

con IA, ya que, si un estudiante no tiene conocimiento del tema, no tiene el criterio
para cuestionar los resultados dados por las |A.”

Por otro lado, se aplicé un cuestionario al grupo control (modalidad presencial), confor-
mado por una matricula inicial de 43 estudiantes, de los cuales 34 completaron el instrumento
al finalizar & curso.

El formulario disefiado para este grupo abarcé siete dimensiones de andlisis: compren-
sion de los temas, técnicas de estudio, utilizacion de recursos digitales, sugerencias y comen-
tarios, perfil de los estudiantes, asistencia a clases y desempeio del docente. No obstante, para
garantizar una triangulaciéon metodoldgica efectiva con los resultados del grupo experimental,
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se focalizo la interpretacion de los datos en tres dimensiones clave: comprension de los temas,
técnicas de estudio y utilizacion de recursos digitales.

Los siguientes apartados describen las tres dimensiones mencionadas.
9.8. Comprension de los Temas
Para el tema de Sucesiones y series se evalud utilizando una escala de Likert y la pre-

gunta: “;Cdémo califica su compresion del tema de Sucesiones y Series?” El promedio de las
respuestas fue de 4.

e 13 estudiantes seleccionaron el nivel 5.
¢ 9 estudiantes seleccionaron el nivel 4.
e 8 estudiante seleccionaron el nivel 3.

e 3estudiantes seleccionaron € nivel 2.

o 1 estudiante seleccioné el nivel 1.

Se les pidi6, ademds, que comentaran “;Cémo justifica su desempefio en la prueba?” A
continuacion, se destacan los siguientes comentarios:

e “Entendi perfectamente los temas vistos y practiqué lo suficiente para apoyar lo expli-
cado en clase”

e “Los primeros temas de series tienen muchos conceptos y no lo practiqué lo
suficiente.”

e “Como la profesora sube todas las notas puedo concentrarme en prestar atencion y

comprender & tema en lugar de andar intentando anotarlo todo.”

e “El método de estudio me ayudé bastante, estudiar todos los dias, asi la materia no se
me olvida, solo en series que me costé un poco entender, pero mas que todo porque
llevé CDI hace mucho y me costo recordar derivacién e integracion.”

9.9. Técnicas de Estudio

Se les preguntd “;Qué técnica o técnicas de estudio utiliz para este tema?” Algunos
comentarios son los siguientes.

e “Repasar la materia el mismo dia que la vimos, rehacer los ejercicios de la clase y tra-
tar de comprenderlos y luego intentar algunos gjercicios extra por mi cuenta.”

e “Prictica de ejercicios y ver videos, hacer resimenes del material de citedra.”
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e “Realmente no acostumbro a aplicar alguna técnica especifica, pero lo que me sirve es
revisar gercicios desarrollados por otra persona o ver videos de personas resolviendo
ejercicios, de esta manera puedo adquirir los conocimientos y procedimientos nece-
sarios, luego de interiorizar dichos procedimientos realizo un gercicio y avanzo al
siguiente tema, mds tarde buscaria hacer otro ejercicio de manera mental para ver qué
tanta informacién almacené.”

*  “Creé mis propios resimenes durante la clase y los estudié constantemente.”

9.10. Recursos digitales utilizados

Se les pregunto si hicieron uso de algin recurso adicional para estudiar. Algunos de los
comentarios son los siguientes.

e “Algunos videos de YouTube por si tenfa dudas en algiin ejercicio.”
e “ChatGTP cuando no entendia algo.”
° “ChatGTP, YouTube, GeoGebra, Symbolab.”

e “Material de clase, notas del TEC Digital, Internet y otros recursos tecnolégicos.”

Por tanto, la mayoria de los estudiantes indicaron que los recursos digitales empleados
fueron: ChatGPT, Symbolab, videos, libros y herramientas digitales como tabletas.

10. PERCEPCION DE LOS ASISTENTES

Es importante destacar que a los asistentes del curso experimental se les pas6 tam-
bién una encuesta con una serie de preguntas. Se destacan las siguientes con algunos de sus
comentarios.

10.1. Comente como percibioé el trabajo de los estudiantes con el uso de IA

Ante esta pregunta, los asistentes comentaron:

e “Agradable, aunque tal vez muy sencillo para 4 o 3 estudiantes juntos”

e “En el 4ambito de los trabajos en clase (haciendo referencia a los ejercicios a rea-
lizar), a mi parecer fueron un poco “suaves”, pero a la vez eso se entiende dado a
que se tuvo que considerar el factor del tiempo para la realizacion de los ejercicios.
En la parte del cémo los estudiantes trabajaron en los ejercicios, si bien el propdsito de
las TAs es la ayuda en la resolucién de los ejercicios, algunos estudiantes simplemente
“copiaban y pegaban” lo que les decia/daba la IA, sin considerar si lo que arrojaba es-
tuviese bien o mal. Ademads, no habia un razonamiento en lo que se realizaba, solo se
hacia sin cuestionar. Aunque, cabe mencionar, que esto puede deberse mds a un factor
de compromiso y dedicacién por parte del estudiantado por su educacion (el estudio
independiente), mds que por la metodologia del curso.”
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10.2. Comente qué tan importante considera fue el uso de IA en el curso

Ante esta pregunta, los asistentes comentaron:

e “Bastante, pues los estudiantes se pueden dar una idea de cémo estudiar, asi como ve-
rificar pasos en los problemas asignados.”

e “La implementacién de las IAs en cursos de matemadtica suele, o solia ser, algo arries-
gado dado a que pueden ocurrir errores de cdlculos y/o interpretacion de las preguntas;
dejando eso, el uso de IA funcionaria, seglin mi criterio, como una ayuda al “cémo en-
trarle” y “qué sigue” de un ejercicio. En ese aspecto considero que la IA es demasiado
util para la resolucién de problemas matematicos, pero para la realizacién completa y
que solo se “copie y pegue” siento que no es lo mejor.”

10.3. Comente, ;como vivié esta experiencia?

Ante esta pregunta, |os asi stentes comentaron:

*  “Como asistente me gusté que los estudiantes tuvieran nuevas opciones de formas de
estudio, aunque para esto los estudiantes deben tener conciencia en la forma que usan
las|As”

e “La manera en la que se implementd esta metodologia fue algo interesante y nuevo en

el ITCR (al menos de mi conocimiento), atin asi, logré ser algo bueno con sus detalli-
tos que pulir (ribrica mas flexible).”

10.4. Comente qué tan satisfactorio o engorroso fue el trabajo que le asigné el
profesor

Ante esta pregunta, los asistentes comentaron:

e “Pues que el curso fue en el periodo de verano, los trabajos no se consideran de tanta
carga, sin embargo, el hecho de tener que calificar rdpidamente los trabajos genera
cierta presion, pero me gustaron mucho los trabajos, pues sirven para recordar detalles
de los temas del curso”

e “Si bien el calificar mediante rdbrica no es demasiado complicado, la parte que mas
cuesta, al menos en mi caso particular, es la calificaciéon de los aspectos cualitati-
vos de cada estudiante a la hora de la adaptacion de la IA junto con la asignacién
del puntaje en la seccién de participacion; esto debido a la variedad de grupos a
calificar y ayudar en las dudas que tengan. Pero en general, no es trabajo del otro
mundo y es algo lograble.”
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10.5. Comente qué tan importante es el rol de la asistencia en una actividad
como esta.

Ante esta pregunta, los asistentes comentaron:

“Considero que bastante, pues solamente el profesor no podria solo con 40 estudiantes,
pues conllevatiempo, sin contar los trabgos extras del profesor, por lo tanto, € asisten-
te colabora mucho con los trabajos en clase y calificacién de estos.”

“Al ser varias personas en los cursos de matemadticas, al menos en el ITCR, el calificar
a todos una sola persona (docente) es algo cas imposible de realizar en menos de una
hora, por lo que el papel de persona asistente es demasiado importante para la agiliza-
cién del proceso.”

10.6. ;Qué recomendaciones tiene sobre la lista de cotejo implementaday su
viabilidad? Explique

Ante esta pregunta, los asistentes comentaron:

“Considero que se deberian revisar los criterios de calificacion, afiadiendo més op-
ciones en lugar de una evaluacion binaria de ‘si” 0 ‘no’, como, por ejemplo, una escala
porcentual. También seria importante considerar la obligatoriedad de la asistencia
seglin la metodologia del curso. Ademds, se podria evaluar la posibilidad de que los
estudiantes pierdan mds puntos por ciertos motivos especificos. Respecto a los traba-
jos grupales, sugiero reducir su peso en la calificacion final y aumentar la cantidad de
problemas asignados, de modo que haya al menos un problema por estudiante dentro
del grupo.”

“Lo que recomendaria yo, tomando como referencia a la experiencia, seria la utiliza-
ci6én de una ribrica que no sea binaria; ademds de la implementacién de una parte de
calificacién individual para asegurar “forzar” el trabajo de todos, sin que la falla de un
individuo afecte significativamente al grupo.”

1. DISCUSION GENERAL

1.1. Resultados de los Trabajos Grupales con IA

Los estudiantes ofrecieron opiniones variadas sobre los trabajos grupales en los
que se utilizé una IA para el tema de sucesiones y series. Se destacan los siguientes temas
principales.

1

Valoracién Positivadelal A como Herramienta de Apoyo

e LalA fue util para verificar resultados, identificar errores y brindar explicaciones
detalladas.
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e Permite analizar el razonamiento y detectar incongruencias, por lo que fortalece
d aprendizge.

2. Fomento del Trabajo en Equipo
e Lacolaboracion grupal facilit6 el aprendizaje activo y la resolucién de dudas.

e Las discusiones y el intercambio de ideas enriquecieron la comprensién de los
temas.

3. Limitacionesy Recomendaciones

*  Algunos estudiantes encontraron inconsistencias en las respuestas de la IA, lo que
requirié andlisis adicional.

e Se enfatiz6 la necesidad de instrucciones claras para el uso de la IA como
complemento.

e Se sugiri6 incluir una introduccion previa por parte del profesor para contextuali-
zar los temas antes de pasar a uso de |A.

4. Impactoen el Aprendizaje

e Los estudiantes valoraron las explicaciones paso a paso proporcionadas por la IA.
La combinacién de JiTT y PI potencié un aprendizaje auténomo, lo que coincide
con hallazgos de Novak et al. (1999). Sin embargo, la dependencia en IAs para
resolver ejercicios revel6 limitaciones en la autorregulacién, un desafio documen-
tado por Holmes et al. (2019) en contextos de implementacion tecnoldgica en el
aula

*  ElusodeIA —combinado con las discusiones grupales— facilité la comprension
de conceptos compleos, como los criterios de convergenciay divergencia

5. Experiencia General

* La mayoria de los estudiantes describieron la experiencia como enriquecedora,
util y productiva.

*  Algunos mencionaron que la metodologia ayudé a consolidar conocimientos y
aumentar la confianza en sus habilidades.

Los hallazgos muestran que las metodologias activas junto con el uso de IA permiten
mejorar la comprensién conceptual de los estudiantes. Sin embargo, se identificaron desafios
como la dependencia en la A para resolver ejercicios, lo que destaca la importancia de fo-
mentar e pensamiento critico en su uso.
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1.2. Resultados del Curso Semipresencial

En cuanto al sentir de los estudiantes sobre el curso semipresencial, se identificaron los
siguientes atributos.

11.2.1. Opiniones Positivas

1. Flexibilidad y Organizacion del Tiempo
e Los estudiantes valoraron la libertad para organizar su tiempo de estudio.
e Facilito el equilibrio entre el aprendizaje y otras responsabilidades.

2. Equilibrio entre Clases Presencialesy Asincronicas

* La combinacion de sesiones presenciales y contenido asincrénico permitié abor-
dar dudas en persona mientras avanzaban al ritmo propio.

3. Accesibilidad

e  Estudiantes que viven lejos apreciaron evitar traslados diarios, reduciendo costos
en transporte y alimentacion.

4. Mayor Comprension
e La presion de realizar actividades constantes motivé un estudio mds regular, lo

que conllevo a una mejora en la comprension de los temas.

1.2.2. Sugerencias y Areas de Mejora

1. RitmoAcelerado
*  Algunos mencionaron que la rapidez del curso requiri6 un esfuerzo adicional.
2. Material Adicional

e Se destac6 la importancia de contar con grabaciones de clases y recursos
adicionales.

3. Importancia delas Clases Presenciales

e Las sesiones presenciales fueron consideradas fundamentales para resolver dudas
y consolidar conceptos.
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11.2.3. Metodologiay Resultados Académicos

El enfoque metodoldgico implementado se reflejo tanto en las opiniones de los estudiantes
como en sus resultados académicos. En términos cuantitativos, se observd una mejora
moderada en €l rendimiento del grupo experimental, atribuida a la integracion de metod-
ologias activas y a uso pedagdgico de herramientas de s. Estas estrategias permitieron:

e Un aprendizaje mds profundo.
e Una mejor comprension de conceptos complejos.

e Un mayor nivel de participacién y colaboracién grupal.

En la comparacién entre ambos grupos, se observé una tendencia favorable en el grupo
experimental, no solo en el promedio general de calificaciones, sino también en la proporcién
de estudiantes que superaron satisfactoriamente los criterios de evaluacién. Estos resultados
preliminares, s bien no fueron sometidos a pruebas estadisticas inferenciales, permiten plan-
tear la hipétesis de que la combinacién de JiTT, PI e IA contribuye positivamente al rendi-
miento académico.

Se suma a esto el hecho de que los estudiantes valoraron positivamente las estrategias
implementadas, aunque también ofrecieron sugerencias para optimizar la experiencia forma-
tiva. Entre élas, destacaron la importancia de contar con instrucciones més claras desde €
inicio del curso y una mayor diversidad de recursos didacticos. El apoyo en herramientas tec-
nolégicas aplicado a la combinacién de Ensefianza Justo a Tiempo (JiTT) e Instruccién entre
Pares (PI) demostrd ser un enfoque eficaz para la ensefianza de la matemdtica en modalidad
semipresencial.

El rol de los asistentes académicos fue particularmente relevante. Su cercania con los
estudiantes permitid identificar necesidades especificas de mejora. Entre sus propuestas més
destacadas se encuentran la implementacion de listas de cotejo estandarizadas para evaluar
los trabajos grupales —ajustables a partir de la retroalimentacion recibida— y el aumento pro-
gresivo en la cantidad de ejercicios por equipo. No obstante, esta dltima medida debe ser cui-
dadosamente equilibrada con la disponibilidad de tiempo en clase, para evitar que una mayor
carga de actividades comprometa la calidad del aprendizaje o la profundidad de los enfoques
pedagogicos.

A partir de las sugerencias del estudiantado, de los asistentes académicos y de la re-
flexion de los autores, se consideré fundamental definir un conjunto de instrucciones iniciales
que orienten a un uso efectivo de la IA en los trabajos grupales.

Instrucciones para el disefio de prompts con IA

Un prompt es una instruccion inicial que se introduce en un sistema de inteligencia
artificial para generar una respuesta especifica. Para apoyar el trabajo de los estudiantes, se
pueden ofrecer lineamientos basicos para formular prompts de manera clara, €ficiente y peda-
gbgicamente 1til. Se enfatizan cuatro recomendaciones principales:

1. Claridad y precision: formular solicitudes especificas; es decir, evitar preguntas vagas
0 generales.
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2. Evitar ambigiiedades: redactar los prompts de forma que no den lugar a miltiples in-
terpretaciones o respuestas erréneas.

3. Proporcionar contexto: incluir informacidn relevante sobre el tema matematico, como
el tipo de serie o sucesion que se desea analizar.

4. Experimentar y refinar: probar diferentes formulaciones hasta obtener una respuesta
clara, ttil y alineada con los objetivos del ejercicio.

A través de estas instrucciones, los estudiantes no solo utilizaron la IA como una herra-
mienta de apoyo técnico, sino que también desarrollaron habilidades para formular preguntas
adecuadas, evaluar criticamente las respuestas generadas y mejorar la claridad de sus propias
explicaciones. Este enfoque buscé que los trabajos grupales no se limitaran a reproducir res-
puestas automatizadas, sino que promovieran la reflexién critica y la construccion colaborati-
vadel conocimiento matemético.

Ejemplo de un prompt aplicado por los estudiantes

Durante el trabajo grupal correspondiente al criterio de la integral, uno de los equipos
formuld el siguiente prompt para interactuar con ChatGPT:

“Explica paso a paso cdmo aplicar el criterio de la integral para determinar si la serie
>(1/(x In(x))) desde x = 2 hasta % es convergente. Justifica cada paso matemdticamente.”

A partir de esta solicitud, el modelo generé una explicacion detallada del procedimien-
to, que fue analizada criticamente por el grupo. Los estudiantes evaluaron la validez de cada
paso, identificaron posibles errores en la interpretacién del limite impropio e integraron sus
propios razonamientos para construir una version corregida y argumentada de la solucion, que
luego subieron como evidencia ala plataformainstitucional.

Este tipo de interaccién promovié un uso responsable de la IA y contribuy6 al desa-
rrollo de habilidades metacognitivas como la verificacion de resultados, el uso preciso del
lenguage matemético y la capacidad de justificar con claridad cada procedi miento realizado.

En comparacion con estudios recientes sobre el uso de IA en educacién superior ma-
temadtica, los hallazgos de esta experiencia coinciden con las tendencias internacionales que
promueven la autonomia del estudiante, € aprendizaje autorregulado y e pensamiento critico
(Jordan y Mitchell, 2015; UNESCO, 2021). Sin embargo, este trabajo aporta un enfoque me-
todolégico mds integral al combinar tecnologias emergentes con estrategias activas consolida-
das, lo que representa un valor afiadido para la comunidad educativa.

Ademés, a partir de las recomendaciones que surgieron del trabajo con estudiantes y
asistentes, se propuso generar instrucciones claras para €l uso de la | A, incluyendo la redac-
cién de prompts efectivos. Un ejemplo practico es el siguiente:

“ Explicanos, como si fueras un docente universitario que imparte un curso
de Calculo y Algebra Lineal del TEC, como aplicar el criterio de la integral paso
por paso para determinar si la serie (1 / ( In(x))) desde x = 2 hasta © es conver-
gente o divergente. Justifica cada paso matematicamente e indica sugerencias de
revision bibliogréafica.”

CUADERNOS DE INVESTIGACION Y FORMACION EN EDUCACION MATEMATICA - Vol: 18 - N°. 2 -135-160 - 2025 - ISSN: 22-15-5627 @. BY _NC__ND



INTEGRACION DE METODOLOGIAS ACTIVAS E INTELIGENCIA ARTIFICIAL EN LA ENSENANZA ..

A partir de este tipo de interacciones, se puede promover un uso reflexivo y critico de
la IA que permita favorecer el desarrollo de habilidades metacognitivas, argumentativas y de
validacién matemadtica.

12. CONCLUSIONES

La integracién de la Ensefianza Justo a Tiempo, la Instruccién entre Pares y el uso pe-
dagdgico de herramientas de IA se presenta como una estrategia efectiva para fortalecer el
entendimiento profundo de sucesiones y series en estudiantes universitarios. Esta experiencia
evidencié mejoras en el rendimiento académico, en la argumentacion matemadtica y en la mo-
tivacion para el aprendizaje, en linea con tendencias internacionales en educacién STEM. Su
replicabilidad, bgo condiciones smilares, la convierte en una alternativa valiosa para la ense-
flanza de temas complgos.

Estos hallazgos coinciden con estudios previos que evidencian el impacto positivo de
las metodologias activas en la comprension matematica (Crouch y Mazur, 2001), y comple-
mentan las perspectivas emergentes sobre el uso pedagdgico de la inteligencia artificial en
entornos de educacion superior (Zawacki Richter et al., 2019; Holmes et al., 2019).

Considerando que los datos obtenidos muestran un impacto moderado tras la imple-
mentacion de esta metodologia, se recomienda profundizar en su aplicacion y evaluacién en
futuros estudios. En tal caso, las futuras investigaciones pueden indagar en muestras mas
amplias, asi como en estudios cualitativos longitudinales que permitan observar la evolucion
de la autonomia y la motivacion de los estudiantes al enfrentarse a temas abstractos de mate-
madtica universitaria. Ademads, la replicaciéon de esta metodologia en otros cursos (por ejemplo,
Ecuaciones Diferenciales o Calculo en una variable) seria de gran valor para comprobar la
consistencia de los resultados.
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RESUMEN

Este estudio tiene como objetivo disefiar, implementar y valorar una intervencion formativa basada en € uso de la
aplicacion Edpuzzle, orientada a promover € aprendizagje autonomo en estudiantes de primer ingreso del curso de
Matemética Generd. ASmismo, se analiza la percepcidn de los estudiantes sobre e uso de esta herramienta en e
contexto de la metodologia de aula invertida. Es un estudio de tipo descriptivo con enfoque cudlitativo aplicado.
En un curso compuesto por 25 estudiantes se integraron videos interactivos, actividades précticas y evauaciones
para promover e gprendizaje autbnomo. Los datos se recolectaron mediante observacion, evaluacion sumativa 'y
un cuestionario sobre la percepcidn de Edpuzzle. Latriangulacion de datos asegurd la validez y profundidad de los
resultados. El uso de Edpuzzle permitié alos dumnos estudiar y practicar de manera autbnomay superar errores
comunes en ejercicios algebraicos. La evaluacion sumativa reflejé resultados muy positivos. Asimismo, el cues-
tionario mostré que la mayoria encontré la herramienta Util, facil de usar e innovadora, y destacaron su apoyo a
aprendizaje interactivo y auténomo. Sin embargo, se mencionaron dificultades como el acceso a internet, la duraciéon
delos videosy lafdlta de retrodimentacion interactiva. El uso de la herramienta en € aula invertida demostro ser
efectiva para fomentar e aprendizaje autonomo, dado que mejord la comprension de conceptos matematicos. Los
estudiantes val oraron positivamente la herramienta por su interactividad e innovacion, y destacaron suimpacto en la
concentracion y el aprendizaje activo. Aunque se identificaron dreas de mejora, Edpuzzle representa una alternativa
vaiosa para.combinar tecnologiay métodos tradicional es de ensefianza.

Palabras clave: Edpuzzle, aulainvertida, videos educativos, ensefianza de |a matemética, tecnologia digital.
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ABSTRACT

Thisstudy aimsto design, implement, and evauate aformative intervention based on the use of the Edpuzzle appli-
cation, aimed at promoting independent learning among first-year students in a General Mathematics course. Addi-
tionally, it analyzes students’ perceptions of this tool within the context of the flipped classroom methodology. This
isadescriptive study with an gpplied qualitative approach. In aclass of 25 students, interactive videos, practical ac-
tivities, and assessments were integrated to promote autonomous learning. Datawere collected through observation,
summative assessment, as well as a questionnaire on students' perceptions of Edpuzzle. Data triangulation ensured
the validity and depth of the results. The use of Edpuzzle enabled studentsto study and practice autonomously while
overcoming common mistakes in algebraic exercises. Summative assessment reflected highly positive results. The
questionnaire showed that most students found the tool useful, easy to use, and innovative, highlighting its support
for interactive and autonomous learning. However, challenges such as internet access, video length, and lack of
interactive feedback were mentioned. Overall, Edpuzzle’s use in the flipped classroom setting proved effective in
fostering autonomous learning, asit improved the understanding of mathematical concepts. Students valued the tool
for itsinteractivity and innovation, emphasizing its impact on concentration and active learning. Although areas for
improvement were identified, Edpuzzle represents a valuable alternative for integrating technology with traditional
teaching methods.

Keywords: Edpuzzle, flipped classroom, educational videos, mathematics education, educational technology.

1. INTRODUCCION

Desde hace ya varios afios, la tecnologia forma parte integral de nuestra vida cotidiana
en multiples ambitos. Sin embargo, con la llegada de la pandemia por COVID-19 en € afio
2020, su relevancia en el ambito educativo se intensifico notablemente, sobre todo debido ala
implementacion de clases virtuales y € uso de videos para abordar diversas tematicas.

En los distintos contextos educativos la tecnologia fue indispensable para desarrollar
las clases, mismas que con € tiempo se volvieron monétonas, pasivasy sin gusto para muchas
personas, pues carecian de ladindmicay € intercambio real que caracterizan alas clases pre-
senciales. Como docentes universitarias, nos correspondio impartir clases virtuales y compar-
tir grabaciones o videos con los estudiantes, con lalimitante de no poder constatar, realmente,
S estos los visualizaban.

Posterior a la pandemia, algunas instituciones costarricenses de educacion superior han
mantenido cursos virtuales, a partir de sus necesidades e intereses. En € caso de la Escuela
de Matematica de la Universidad Nacional de Costa Rica (en adelante UNA), la mayoria de
los cursos volvieron a la presencialidad. Asi, algunos mantienen en su programacion clases
virtuales esporadicas, pero siempre con un alto porcentge destinado a las evaluaciones pre-
senciales, € cual ronda el 75% o més. (UNA, 2024).

En € caso particular del curso Matematica General, codigo MATO00L, uno delos prime-
ros cursos que deben llevar los estudiantes de primer ingreso, € 100% de la evaluacion se des-
tina a pruebas presenciales. con 4 pruebas de 25% cada una en la evaluacion ddl | ciclo 2024.
Al estudiantado se le brindala posibilidad de repetir una de las pruebas. (UNA, 2024).

Pese a que la educacién siempre ha tenido y tendra retos, en la actualidad los roles del
profesor y del estudiante estan pasando por transformaciones; € profesor esta pasando de
actor principal, donde transmitia conoci mientos, a facilitador o guia; igualmente, € estudiante
esta pasando de receptor pasivo de informacion a ser € protagonista de su propio aprendizaje.
Unido a ese reto también esta la interrogante de cuéles estrategias metodol gicas son las méas
apropiadas para e aprendizaje de las diversas disciplinas 0 areas, pues cada unatiene sus pro-
pias particularidades.
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Para las generaciones de estudiantes universitarios post pandemia, acostumbrados al
uso constante de la tecnologia, de una u otra forma poseen expectativas de una educacién
donde las tecnologias digitales sean utilizadas. Por otro lado, la experiencia como docentes
de matemédtica a nivel universitario permite apreciar la carencia de conocimientos previos que
tienen los estudiantes al ingresar a este nivel educativo, asi como e poco tiempo del que se
dispone para desarrollar todos los contenidos curriculares.

La opcidn del video educativo surge como una herramienta que le permite a estudian-
te no solo repasar conocimientos previos, sino adquirir otros nuevos, de forma que reduce €
tiempo destinado para esto en la clase. En investigaciones como las de Rodriguez Licea et
al. (2017) se obtuvieron resultados muy favorables con respecto al uso de videos, los cuales
demuestran una mejor comprension de los contenidos conceptuales tratados, asi como un enri-
guecimiento € aprendizge de |os estudiantes.

Medina Molina (2008), por g emplo, menciona las siguientes ventgjas del uso del video
educativo:

e El estudiante controla la reproduccion del video, puede pausar, retroceder, adelantar y
verlo las veces que necesite.

» Los videos contienen € audio con la explicacion del propio profesor, o que viene a
complementar los apuntes del estudiante u otros materiales como los libros.

e Esunaherramientade bgo costo que le permite al estudiante enriquecer su estudio.
e Permite crear material adicional al que seimparte en clase.

e Como es un material multimedia que puede ser visto en la television, e ordenador,
dispositivos moviles, etc., hace que € estudio sea mas llevadero, en comparacién con €
uso de apuntes de clasey libros de texto.

Esto ultimo concuerda con Jordan Lluch et al. (2014), quienes afirman que, para € es-
tudiantado promedio actual, los videos resultan méas cercanos que cualquier libro de texto, por
mas |lamativo que este sea. En caso de que € libro sea indispensable, se recomienda comple-
mentarlo con videos.

La herramienta Edpuzzle permite insertar preguntas estratégicas dentro de los videos,
de manera que limita € avance de este hasta que las mismas sean contestadas. De este modo,
no solo se puede comprobar la visualizacion y € rendimiento académico obtenido, sino tam-
bién proporcionar retroalimentacion a las respuestas erroneas.

Con € uso de Edpuzzle, Mazcufian Navarro (2015) redujo € nimero de dudas plantea-
das por los estudiantes en clase, y las realizadas fueron més directas. Esto permitié evacuarlas
de maneramés eficiente y rapida, y evidencia e aprendizaje autébnomo de los alumnos.

Ademés, Pueo et al. (2017) observaron una relacion entre los objetivos alcanzados por
d estudiante y las veces que este visualizaba el video; concluyeron que cuando se aplicala he-
rramienta Edpuzzle los resultados son mejores. También determinaron que la clase invertida
donde se utiliza esta herramienta es percibida positivamente por los estudiantes.

En este contexto, € Informe Estado de la Educacién (2021) destaca la importancia
de fomentar un rol més activo y auténomo por parte del estudiantado, mediante estrategias
como € modelo de aula invertida y la evaluacion del impacto de diversas tecnologias en €
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aprendizgje de las mateméticas. Estas recomendaciones enmarcan la necesidad de explorar
propuestas didacticas innovadoras que integren recursos tecnologicos de forma intencionada
en € proceso de ensefianza-aprendizge.

Siguiendo lo anterior, este estudio pretende disefiar, implementar y valorar una in-
tervencion formativa basada en e uso de la aplicacién Edpuzzle, orientada a promover €
aprendizaje auténomo en estudiantes de primer ingreso del curso de Matemética General.
Asimismo, se analiza la percepcion de los estudiantes sobre el uso de esta herramienta en €
contexto de la metodologia de aulainvertida.

2. ELEMENTOS TEORICOS

Este estudio se fundamenta en tres focos de interés. @ uso del video educativo como
una alternativa mas para € aprendizagje; la herramienta Edpuzzle que permite, entre otras
cosas, editar videos y, por ende, personalizarlos, y la estrategia de clase invertida junto al
aprendizgj e autbnomo, como elemento pedagdgico.

21 Videos educativos

La Real Academia Espafiola (2024) define e concepto multimedia como “aquello que
utiliza conjunta y simultdneamente diversos medios, como imégenes, sonidos y texto, en
la transmisién de una informacion”. Al respecto, Mayer (2002) realizé un estudio sobre el
aprendizgje multimedia; considera que e término multimedia se refiere a la presentacion de
material mediante palabras e imégenes, y su premisa es que los estudiantes pueden compren-
der mejor una explicacion cuando se presenta con palabras e imagenes, que cuando se presen-
ta solo con palabras. Encontrd que los estudiantes aprenden mejor con palabras e imagenes
presentadas a la vez debido a que tienen la posibilidad de construir modelos y conexiones
entre ellos, proceso que no sucede cuando se emplea Unicamente el sistema textual. Para este
autor, los mensgjes multimedia se describen en términos del medio de entrega (como la panta-
Ila de la computadora), é modo de presentacién del video (palabras e imagenes) o modalida-
des sensoriales (auditivay visual).

Con respecto al concepto de video, la Real Academia Espariola (2024) lo define como
“un sistema de grabacién y reproduccion de imagenes, acompariadas 0 no, de sonidos, me-
diante cinta magnética u otros medios eectronicos’. Lacruz Alcocer (2002) expresa que €
video puede poseer Unicamente un uso instruccional, pero para que adquiera una orientacion
educativa debe estimular € interés del alumno por los contenidos. Esta modalidad tiene la
ventga de que € estudiante puede revisarlo tantas veces como |lo desee, total o parcialmente,
hasta comprenderlo.

En esta linea, Serrano (2023) indica que los videos educativos deben priorizar proble-
mas de la cotidianidad del estudiantado para tener mas impacto, asi como evidenciar roles
mas participativos de parte de estos. Sin embargo, Medina Malina (2008) hace un llamado
sobre la importancia de que, cuando € alumno disponga de este tipo de material, esto no lo
Ileve a pensar que es sustitutivo de las clases y deje de asistir a estas. Para ello, reitera que €
docente debe dar un enfoque participativo a sus clases.
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2.2 Acercade Edpuzzle

Edpuzzle es una herramienta de software gratuita creada por programadores y profe-
sores de Barcelona. Esta disponible en versién web y aplicacion y con dos tipos de cuenta:
docentes y estudiantes.

Permite compartir videos elaborados por terceros, o bien elaborados por e propio
docente dd curso. Esta herramienta permite editar partes del video, insertar notas de voz,
incluir preguntas abiertas o de seleccién multiple (con imagenes o enlaces); también notas
aclaratorias, con la posibilidad de utilizar texto matematico. Tiene entre otras ventgias como
la mencionada anteriormente; al intercalar las preguntas dentro de los videos, evita que los
estudiantes avancen si no contestan adecuadamente. Incluso, permite que ellos retrocedan
€ video las veces que necesiten, en caso de que no hayan entendido o contesten de manera
errénea, por lo que pueden retomar € contenido las veces que deseen (Jiménez et al., 2023).
Ademas, al insertar actividades dentro del video permite al estudiante reflexionar, fomentar
su autoaprendizge y relacionar la nuevainformacion, con lo que se convierte en una estrategia
Optima para una mejor comprension.

Debido a que Edpuzzle permite editar los videos, estos adquieren € carécter de videos
personalizados de acuerdo con las necesidades de cada docente; bien podria decirse que se
convierten en lecciones personalizadas. Ademéas, la inclusién de cuestionarios intercalados
—los cuales seran calificados por la misma herramienta— permite al docente, por un lado,
liberarse de la calificacion, pero sobre todo permite observar € nivel de dificultad que se le
presentd al estudiante al adquirir los conceptos (Pueo et al., 2017).

2.3 Aprendizaje autonomoy clase invertida

2.3.1 Aprendizaje auténomo

La Real Academia Espafiola (2025) define € término aprendizaje como “accion y efec-
to de aprender algun arte, oficio u otra cosa’ y € término auténomo como “que trabga por
su propia cuenta’, por ende, se puede expresar que € aprendizge autonomo es la accion de
aprender algo (arte, oficio, etc)) por cuenta propia. En e dmbito educativo, se consideran au-
ténomas las actividades del estudiante que implican la resolucion de gercicios por si mismo,
asi como la sugerencia de otras; investigar, analizar, discutir temas en particular y otras tareas
elaboradas fuera del horario de clasey sin € apoyo del docente (Moreno y Martinez, 2009).

Estas definiciones permiten apreciar la importancia de que los estudiantes trabgen o,
en este caso, estudien por cuenta propia y adquieran los conocimientos necesarios que les
permitan no solamente aprobar un curso, sino también adquirir habilidades intrinsecas como
investigar, razonar, resolver, proponer. Estas competencias son necesarias 'y prioritarias en un
mundo que cambia vertiginosamente y donde se requiere solucionar problemas de diversa in-
dole con inmediatez.

2.3.2 Clase invertida

El término clase invertida o flipped classroom fue acufiado por Bergmann y Sams,
quienes empezaron a grabar sus clases y distribuir sus videos entre los estudiantes que
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faltaban por algin motivo, pues se percataron de que, ademés de ofrecer esa ayuda, conseguian
mas tiempo para atender las neces dades educativas de |os estudiantes (Garcia Barrera, 2013).

Esta estrategia puede ayudar a solventar retos actuales, ya que tiene como sustento €l
aprendizgje auténomo del estudiante antes de la clase presencial, de manera que € aula se
convierta en un lugar para profundizar conceptos, aclarar dudasy discutir gercicios, a partir
de esto, d estudiantado adquiere un papel protagonista. Ellos deben estudiar no solo previo
alas clases 0 para € examen, sino de manera continua y a lo largo del curso para favorecer
la adquisicion de conocimientos por méas tiempo; pues requieren llegar a aula conociendo €l
tema para poder profundizar en este y resolver gercicios, o que vuelve la clase mas dindmica
y participativa. El docente, por su parte, apoya guiando y procurando un trabg o més colabora-
tivo (Jiménez et al., 2023).

En d caso especifico del area de matematica, se buscan estrategias metodol gicas ade-
cuadas a estos nuevos roles; para Guerrero Salazar et al. (2018) las estrategias metodolégicas
deben promover € desarrollo de competencias y una mejor comprension, sin llegar a la me-
morizacion de definiciones o propiedades. Laideaes que € estudiante pueda aplicar los cono-
cimientos en laresolucion de problemas.

En relacion con esto, Garcia Barrera (2013) asegura que la metodologia activa del aula
invertida fomenta e pensamiento critico, dado que los estudiantes pueden reflexionar en sus
casas sobre las tematicas expuestas por € docente en los videos, y luego exponer esas re-
flexiones a sus comparieros e intercambiar opiniones para llegar a soluciones conjuntas. Todo
esto propicia un ambiente de aprendizaje cooperativo en e aula (Gonzédlez, 2020). Asl, este
modelo favorece la creacidn de un entorno flexible y una cultura de aprendizgie. Sin embargo,
es claro que su efectividad depende de la planificacion del docente y del compromiso real del
estudiantado (Blasco et al., 2016).

3. ABORDAJE METODOLOGICO

Este estudio se enmarca en la investigacion cualitativa y corresponde a un estudio de
caso. Baxter y Jack (2008) afirman que un estudio de caso es una investigacion contextual de
un fendémeno, y que @ disefio de un estudio de caso depende del propdsito general del estudio.
A partir de la naturaleza de esta investigacion, el estudio de caso corresponde al descriptivo,
ya que busca ilustrar y describir algo en € contexto en e que ocurri6 (describir e uso de la
aplicacion Edpuzzle y conocer la percepcion del estudiante en relacion con una nueva meto-
dologia en su curso de matemética). La ventga del estudio de caso es que puede acercarse a
situaciones de la vida real y comprobar ideas en relacion directa con € fendmeno a medida
gue se desarrolla en la practica (Duran, 2012).

Ademés, esta investigacion analiza la transicion de métodos de ensefianza convencio-
nales hacia estrategias que favorecen una participacion més activa del estudiantado. En este
enfoque, € alumno construye su aprendizge a su propio ritmo integrando de manera funda-
mental |as tecnologias digitales, especialmente a través de la herramienta Edpuzzle.

31 Contextoy participantes

La experiencia se llevd a cabo en la Universidad Nacional de Costa Rica, una de las
cinco universidades publicas del pais. El estudio involucré a un grupo de la cétedra de Mate-
matica General, conformado por 25 estudiantes del | ciclo del afio 2024, los cuales recibieron
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clases de manera tradicional y también bgjo la modalidad de clase invertida con Edpuzzle. La
edad de los alumnos comprende entre 17 y 21 afios, en su mayoria de primer afio universitario,
todos con acceso ainternet en sus domicilios y dispositivos moviles para visualizar videos en
linea. La seleccidn de este grupo fue por conveniencia, debido a que una de las investigadoras
teniaacargo € grupo mencionado.

3.2 Descripcion del procedimiento

La experiencia se fundamenta en la aplicacion parcial de la metodologia de aula invertida
y @ uso de recursos digitales en ciertas clases, porque la universidad mantiene un formato predo-
minantemente presencial; aun asl, los académicos pueden optar por impartir algunas sesiones de
forma asincronica en modalidad virtual. Las clases presenciales posteriores ala estrategia del aula
invertida fueron dedicadas exclusvamente a actividades practicas y consultade dudas.

Para implementar e uso de la herramienta Edpuzzle, se inici6 con la seleccion de los
temas por desarrollar, priorizando aquellos que representaban mayores desafios para € estu-
diantado debido a su nivel de complgjidad. En estos casos, se opt6 por la grabacién de videos
ingtructivos, con € fin de que las personas estudiantes pudieran consultarlos de manera auto-
noma cuando o necesitaran.

Se produjeron materiales audiovisuales enfocados en dos tematicas principales. ecua-
ciones con radicales y elementos basicos de funciones. En particular, € tema de ecuaciones
con radicales se abordd con mayor profundidad, con € objetivo de explorar la efectividad de
la intervencion formativa en la promocion del aprendizgje auténomo. Para este propésito, se
aplico una evaluacion sumativa cuya descripcion se detalla mas adelante.

El trabajo con los videos se organizé en los siguientes pasos.

1. Ladocente elaboré tres videos educativos sobre e tema de ecuaciones con radicales,
con duraciones de 14 a 21 minutos.

2. Las personas estudiantes debian visualizar cada video durante la sesién de clase co-
rrespondiente, resolviendo las actividades propuestas conforme avanzaban en la com-
prensién de los contenidos, con la posibilidad de repetir la visualizacion cuantas veces
fuera necesario.

3. El progreso del estudiantado fue monitoreado mediante los reportes que genera la
aplicacion, los cuales indicaron quiénes habian visualizado los videos, cuantas veces
lo hicieron y € tiempo dedicado a cada uno. Las preguntas cerradas fueron corregidas
autométicamente por la plataforma, mientras que las respuestas abiertas fueron revisa-
das manual mente por la docente.

En cuanto al contenido de los videos, se elaboraron tres materiales audiovisuales. Los
dos primeros se centraron en la resolucién de ecuaciones con un solo radical (raices de indice
dosy tres), procurando que las explicaciones fueran clarasy concisas para evitar una duracion
excesiva. El tercer video abord6 ecuaciones con dos radicales, o que implicé un mayor nivel
de complgidad. En los tres casos se explicaron temas fundamentales como las propiedades de
los radicales, ecuaciones lineales y cuadraticas, operaciones basicas de algebra (sumay resta
de monomios, multiplicacion de polinomiaos), asi como distintos métodos de factorizacion (por
inspeccion, factor comun y férmula general), entre otros conocimientos necesarios para € de-
sarrollo de esta temética
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Se optd por la grabacion de los videos, aungue también existia la opcién de utilizar vi-
deos ya disponibles en plataformas como YouTube, Khan Academy o Crash Course. Una vez
elaborados los materiales audiovisuales, se llevo a cabo la edicion mediante la incorporacidn
de distintos elementos interactivos. se agregaron preguntas de diversos tipos, notas aclarato-
rias en formato de texto y audio, y configuraciones paraimpedir a los estudiantes adelantar €
video. Ademéas, cuando fue necesario, se incluyd retroalimentacion para cada pregunta inser-
tada, lo cual contribuy6 afacilitar una comprension mas detallada de |os conceptos abordados.

Finalmente, se cred una clase en la plataforma Edpuzzle, se subieron los respectivos
videos elaborados por la docente del curso y se compartio € enlace o € codigo de acceso con
los estudiantes, 1o que les permitid ingresar ala clase y trabgar con los contenidos de manera
autdnoma. Este proceso proporciond un recurso accesible y adaptable, promovio lainteraccion
activa de cada estudiante con el material y facilito su aprendizgje através de medios digitales.

En la Figura 1 se muestra uno de los videos editados, tal y como los estudiantes o
visualizaron.

Figura1- Video editado.

Fuente: Tomado de la cuenta Edpuzzle de la docente (2024).

En la imagen anterior se aprecian marcas en forma de gota; cada una representa una
actividad, ya sea una pregunta o una nota aclaratoria. En la Figura 2 se muestra una de las
actividades de uno de los videos de Edpuzzle, en este caso una pregunta de verdadero o falso.
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Figura 2 - Actividad de verdadero o falso.

Fuente: Tomado de la cuenta Edpuzzle de la docente (2024).

Edpuzzle permite a estudiante verificar S su respuesta es correcta o no. En caso de
error, la aplicacion ofrece la opcidn de reproducir € video nuevamente, de forma que brinda
a estudiante una nueva oportunidad para responder adecuadamente. El estudiante puede re-
troceder € video, mas no puede adelantarlo, si € docente previamente lo ha configurado asi.
Las respuestas se califican autométicamente en la cuenta del docente (excepto las preguntas
abiertas). Los resultados aparecen tal y como se muestra a continuacién en laFigura 3.

Figura 3 - Calificaciones obtenidas automaticamente.

Fuente: Tomado de la cuenta Edpuzzle de la docente (2024).

Nota. En la imagen se han ocultado los nombres de los participantes para salvaguardar su
privacidad.
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Como se menciono anteriormente, € video se puede asignar de dos maneras. por medio
de un enlace directo o un codigo de insercion. En la Figura 4 se observa como € docente vi-
sualiza las dos maneras de compartir latarea con sus estudiantes.

Figura 4 - Formas de compartir la tarea.

Fuente: Tomado de la cuenta Edpuzzle de la docente (2024).

La aplicacion le indica al estudiante s acertd o no en su respuesta. El docente puede
insertar preguntas brindando retroalimentacidn, tal como se puede ver en la Figura 5. Como
se menciono, la aplicacion también brinda la posibilidad de que € estudiante pueda volver a
visualizar € contenido en caso de que tenga dudas al responder; esto se puede ver en lamisma
imagen, donde se describe la retroalimentacion.

Figura 5 - Retroalimentacion a una pregunta en el video editado.

Fuente: Tomado de la cuenta Edpuzzle de la docente (2024).
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En la Figura 6 se muestra un gemplo de cémo visualizan los estudiantes € video.
Como se dijo, las gotas poseen distintos colores, cada color tiene un significado y representa
una actividad (pregunta de opcion multiple, un falso o verdadero, una nota escrita o de audio).
El color verde significa que € estudiante contestd correctamente la pregunta; € color rojo, que
larespuesta fue incorrecta; por ultimo, € color blanco puede representar una nota del profesor
0 bien que & estudiante omitié la pregunta.

Figura 6 - Actividades realizadas en el video editado.

Fuente: Tomado de la cuenta Edpuzzle de la docente (2024).

De este modo, € procedimiento contempla laintegracion de Edpuzzle como parte de la
metodologia de aula invertida, con e objetivo de promover € aprendizaje auténomo mediante
recursos digitales interactivos.

3.3 Recolecciény analisis de la informacion

Para esta investigacion se utilizaron los siguientes instrumentos de recogida de
informacion.

3.3.1 Laobservaciéon no participante

Se tom6 en cuenta esta técnica, ya que la investigadora permanecio gena a la situacion
que se observo, sin inmiscuirse en € grupo, lo que facilité una mayor imparcialidad (Nifio
Rojas, 2011). Mediante esta técnica se pretendié explorar € contexto ddl trabgo en clase de
los estudiantes después de haber estudiado |os videos de forma auténoma. Se observo qué tan
bien trabgjaban sin la necesidad de consultar constantemente a la docente y qué tan acertada-
mente. Ademas, se pretendid observar las conductas de los educandos, |as distintas relaciones
gue surgian entre estos, consigo mismo, con sus compafieros y con la docente.
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Parallevar a cabo lo anterior, se disefié una guia de observacion no estructurada con al-
gunos indicadores generales, que permitieran registrar aspectos clave del comportamiento del
estudiantado durante las clases. Entre |os aspectos observados se incluyeron los siguientes. la
autonomia para resolver gercicios sin solicitar ayuda inmediata, la precision en € desarrollo
de las actividades propuestas, € nivel de colaboracidn entre pares, la determinacion de posi-
bles errores y la actitud frente a estos, y la interaccién con la docente. Se tomaron notas de
campo durante las sesiones, registrando € emplos representativos de las dinamicas observadas.
Estos registros se utilizaron para complementar € andlisis de la efectividad de la estrategia de
aulainvertida con apoyo de Edpuzzle.

El entorno en € cual se desarrollaron las clases observadas consistio en una Unica aula
donde las sesiones se impartian regularmente dos veces por semana, para un total de cinco
horas de contacto semanales.

Durante las sesiones posteriores a la asignacion de los videos, las clases en € aula se
designaron Unicamente a précticas, donde la docente asumié un rol principalmente como
observadora. Su paped consistié en supervisar individualmente € trabgo de los estudiantes
mientras resolvian las ecuaciones o practicaban los temas correspondientes.

3.3.2 Evaluacion sumativa

Esta fue disefiada por la catedra del curso MATOOL y fue aplicada a la muestra sujeto
de estudio. En € segundo parcial se evalllan ecuaciones e inecuaciones algebraicas, y dentro
de este, @ tema de ecuaciones con radicales. Este tema fue elegido por su dificultad, con €
objetivo de evaluar los conocimientos adquiridos por los estudiantes y, alavez, poder conocer
los alcances que se obtuvieron al aplicar esta estrategia metodol 6gica de estudio auténomo.

Para esto se seleccion6 d gercicio “resuelva la ecuacion " d
cual tuvo un valor de 10 puntos.

S bien la evaluacion de este item no formaba parte directa de los objetivos principales
de este estudio, su inclusion permitié obtener informacion complementaria sobre la efectivi-
dad de la estrategia empleada en relacion con € fomento del aprendizagje auténomo.

3.3.3 Cuestionario aplicado a los estudiantes sobre la percepcion del uso de
Edpuzzie

Se aplicd una encuesta de satisfaccion para conocer € criterio de los estudiantes sobre
la herramienta Edpuzzle en las distintas tematicas aplicadas. El cuestionario estaba compues-
to por 7 preguntas cerradas relacionadas con datos demograficos, experiencia de Edpuzzle y
clases desarrolladas sin mediacion tecnoldgica. Con respecto a las cuatro preguntas abiertas,
estas se enfocaron en aspectos positivos, negativos o dificultades encontradas durante € uso
de la herramienta Edpuzzle, asi como sugerencias en cuanto al uso de la herramienta en futu-
roS CUrsos universitarios.

En cuanto al rigor y la confiabilidad de los datos recolectados en este trabgo, se
aplico latriangulacion de fuentes y tipos de datos, una estrategia clave en la investigacion
de estudios de caso. Esta técnica permite analizar y explorar los fendmenos desde diver-
sas perspectivas, 1o que enriquece la comprension y fortalece la validez de los resultados
(Baxter y Jack, 2008).
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4. RESULTADOS Y DISCUSION

41 Resultados obtenidos de la observacion no participante

En este caso particular, la docente opté por mantenerse distante de la ensefianza tradi-
cional, con € objetivo de evaluar la comprension de los estudiantes Unicamente a partir de su
estudio independiente. Aunque su intervencion fue minima, respondié de manera puntual a
las pocas dudas planteadas por los estudiantes, como lo mencionan Jménez Hernandez et al.
(2023).

Durante estas clases destinadas a practicar, se observé que los estudiantes enfrentaron
errores comunes que suelen presentarse en gercicios algebraicos. Por gemplo, dificultades al
desarrollar expresiones como € cuadrado de un binomio; es decir, (A+B)"2, errores en la apli-
cacién delareglade signos o al devar al cuadrado solo un lado de laigualdad (A=B = A”2=B).
En estos casos, la docente corrigié los errores puntual mente, evitando involucrarse en explica
ciones extensas, para retomar su rol de observadora.

L as reacciones de los estudiantes antes estas correcciones reflgaron, en su mayoria, que
dichos errores respondian a olvidos superfluos y no a un desconocimiento del procedi miento
como tal; por gemplo, fueron comin expresiones como “Ah, si, profe, es cierto” o “Uy, si”.
Posteriormente, los alumnos continuaban su trabgjo de forma correctay fluida

Luego ddl espacio designado a la préactica, los gercicios se revisaron en conjunto en la
pizarra, con la excepcion de las ecuaciones con radicales. Este tema fue excluido de la revi-
sion colectiva con la intencion de evaluar en € examen qué tan bien se desempefiaban en este
tema, contando Unicamente con € material proporcionado en los videos. Con respecto a los
otros temas abordados mediante videos, la docente tuvo mayor participacion en las explicacio-
nes dadas en € aula, debido a que € desempefio en estas tematicas en e examen no es objeto
de estudio en esta investigacion, pero es relevante para e rendimiento del curso MATOOL

4.2 Resultados obtenidos de la evaluacién sumativa

En d gercicio que evalud € tema de ecuaciones con radicales se obtuvieron resultados
muy favorables, pues solo 8 estudiantes obtuvieron menos de la mitad del puntge asignado,
como se observa en la Tabla 1. Ademas, 17 estudiantes (68%) lograron obtener més de la
mitad de los puntos. Respecto a esto, se reitera la importancia del compromiso real del estu-
diante, como lo afirman Blasco et al. (2016).

Tabla1- Puntos obtenidos por los estudiantes, en el ejercicio Il prueba
MATOOI (IC, 2024).

Puntaj e obtenido 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Cantidad estudiantes 1 1 2 1 5 0 5 1 1 0 10

Fuente: Elaboracién propia.
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El promedio de notas para este gercicio fue de 6.60, donde 12 estudiantes (de 25 en
total) obtuvieron calificacion igual o superior a 7. Cabe resaltar que 10 estudiantes realizaron
g gercicio de forma correcta, detallada, amplia y minuciosa, incluyendo la respectiva com-
probacion de los valores numéricos encontrados.

Se pueden observar en la Figura 7 dos resoluciones de dos estudiantes, donde cada uno
opta por distintas estrategias de resolucion; obsérvese como cada uno de ellos desarrolla la
férmula notable.

Figura 6 - Resolucidn correcta del ejercicio, Il prueba MATO0O1 (IC, 2024).

Fuente: Evidencias de los estudiantes.

En la imagen del lado izquierdo, € desarrollo de la férmula notable se hace por do-
minio de esta; es decir, con € desarrollo del cuadrado de lasumade A y B, esigual a A a
cuadrado mas 2 veces AB més B a cuadrado, lo cual es (A+B)"2=A"2+2AB+B"2. En €l lado
derecho, se resuelve mediante el producto respectivo; o sea, € cuadrado de lasumade Ay B
esigual a A més B multiplicado por A mas B, esto es, (A+B)"2=(A+B)(A+B). Es importante
recalcar e no uso de la calculadora para la resolucién de la ecuacion cuadrética que surge
dentro del mismo proceso algebraico, esto se evidencia en los videos asignados. Sin embargo,
como se aprecia en la Tabla 1, hubo estudiantes que, a pesar de tener € recurso disponible de
forma permanente para estudiar y aprender el tema previo al examen, no lograron adquirir €
conocimiento necesario para resolver la ecuacion.

4.3 Resultados obtenidos del cuestionario sobre la percepcion del uso de
Edpuzzle

Posterior al uso de la herramienta Edpuzzle, a los estudiantes se les consulté acerca de
lamisma. De la primera parte (preguntas cerradas) se extrae la siguiente informacion.

Como se menciond anteriormente, € grupo de MATOOL estuvo conformado por 25
estudiantes, de los cuales 20 accedieron a contestar € cuestionario. De estos estudiantes, la
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edad promedio fue de 18.9 afios, compuesto en partes iguales por mujeres y hombres. En su
mayoria son estudiantes de primer afio universitario (80%); solamente 2 estudiantes estén en
segundo afio y 2 en tercer afio.

Un alto porcentge del estudiantado no habia utilizado antes la herramienta Edpuzzle,
tal como se observaen € grafico de laFigura8.

Figura 8 - Uso previo de Edpuzzle por los estudiantes.

Fuente: Elaboracion propia.

Aun asi, més de la mitad (e 70%) de los estudiantes indicé que le resulté facil o muy
fécil usar esta herramienta

Con respecto alainclusion en los videos de preguntas o notas interactivas, un 70% de
los estudiantes afirmd que definitivamente les ayudd a reforzar su aprendizaje, mientras que
un 30% menciond que solo en cierta medida. Sin embargo, al 100% del estudiantado le gusta-
riaque Edpuzzle se utilice en € desarrollo de otros temas.

En la Figura 9 se presentan los resultados de la percepcion del estudiantado en relacion
con la utilidad de esta herramienta para comprender temas con contenido matematico, como
por gemplo & de ecuaciones con radicales.
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Figura 9 - Percepcion de la utilidad de los videos editados con Edpuzzle.

Fuente: Elaboracién propia.

Adicionalmente, € 100 % consideré que la calidad de los videos fue buena, muy buena
0 excelente. Nuevamente, un alto porcentgje de los jovenes sefialaron su preferencia por €
aprendizgje con videos interactivos, en concordancia a lo expresado por Jordan Lluch et al.
(2014) sobre la preferencia por estos junto con las clases tradicionales (aulay pizarra). Losre-
sultados se muestran a continuacién en la Figura 10.

Figura 10. Preferencia estudiantil sobre modo de aprendizaje.

Fuente: Elaboracién propia.

Referente a la percepcion de s aprendié mejor cierto tema con € apoyo de Edpuzzle
comparado con otros desarrollados de forma tradicional, mas de la mitad (60%) indico que si
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obtuvo mejor aprendizge, en concordancia también con lo mencionado por Rodriguez Licea
et al. (2017).

De las preguntas abiertas, relacionadas con |os aspectos positivos, negativos o dificulta
des del uso de Edpuzzle, los estudiantes consideraron diversas situaciones que se resumen en
laTabla 2.

Tabla 2 - Resumen de la percepcion del estudiantado sobre el uso de
Edpuzzle.

Aspectos positivos Aspectos negativos o dificultades

» Esdinamica, interactiva e innovadora.
¢ Los videos pueden verse varias veces y llegar con

dudas a clase.
 Las preguntas evallan el conocimiento durante el

video.  El limitado acceso ainternet.
e La herramienta promueve el aprendizaje auténo- e Largaduracion de los videos.

mo y eficaz, como sefiala Medina Molina (2008). e Sin opcién de adelantar €l video.
Menciones textuales de |os estudiantes: Menciones textuales de | os estudiantes:

¢ “Es una herramienta para lograr aprender de una ¢ “Lanecesidad de estar conectado ainternet”.

maneramaés personalizada, y asi no sesienteel ter- e “No poder corregir las respuestas erroneas a las
ror a hacer preguntas que muchas veces la gente preguntas’.
siente” .

e “Es muy interactiva'y me permite estar mas con-
centrada porque no sé qué me van a preguntar lu-
g0’

Fuente: Elaboracion propia.

Es importante agregar que un 35% del estudiantado manifesté no haber encontrado nin-
gun aspecto negativo o dificultad asociado al uso de Edpuzzle.

Asimismo, los sujetos de investigacion afiaden algunas sugerencias para mejorar €l
uso de esta aplicacion tecnoldgica en futuros cursos. que la explicacion sea mas lenta; mayor
implementacién de la herramienta; subir los videos de acuerdo con las précticas de examen
y temas complicados, mejorar € audio y calidad de video; y mayor vinculacion entre clases
virtuales y presenciales. Otras actitudes adicionales mencionadas por los estudiantes son las
siguientes. “excelenteiniciativa’, “excelente app” y “me gusté utilizar esta herramienta’.

Se pudo apreciar que la mayoria de los estudiantes —ademés de tener la condicion de
primer ingreso universitario— no habia empleado la herramienta Edpuzzle, pero estos no fue-
ron impedi mentos para su utilizacion de manera sencillay amigable.
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4. CONSIDERACIONES FINALES

Este trabgjo se propuso disefiar, implementar y valorar una intervencién formativa basa-
daen e uso de la aplicacion Edpuzzle, orientada a promover € aprendizaje auténomo en estu-
diantes de primer ingreso del curso de Matemética General. Asi como analizar la percepcion
de los estudiantes sobre € uso de esta herramientaen e contexto de la metodologia de aulain-
vertida. De los resultados obtenidos se puede concluir que no se presentaron consultas de gran
relevancia cuando se practicod € tema de ecuaciones con radicales en las clases presenciales,
posteriores a las clases asignadas mediante Edpuzzle. La totalidad de los estudiantes se mos-
tr6é conformey a gusto con la calidad y utilidad de los videos. Aquellos que realmente los vi-
sualizaron, mostraron que lo hicieron de forma completa, atentay minuciosa, al dgar entrever
estrategias rigurosas explicadas desde este recurso, 10 que comprueba que € estudiante real-
mente comprometido con la metodologia puede adquirir conoci mientos de forma auténoma.

El uso de Edpuzzle como herramienta tecnoldgica para la ensefianza del tema en cues-
tion demostré ser una alternativa efectiva para fomentar € aprendizage auténomo y mejorar la
comprension de los temas abordados. Los resultados evidencian que otorgar al estudiantado
material didactico adecuado y accesible puede conllevar al desarrollo de competencias mate-
maticas con un alto grado de autonomia y precision, siempre que exista un compromiso real
con d estudio independiente.

En términos de percepcion, los estudiantes valoraron positivamente la implementacion
de Edpuzzle al considerarlo un recurso interactivo, dindmico e innovador, que facilita la com-
prension de temas complegos. El formato de videos con preguntas insertadas no solo permitio
un aprendizaje mas activo y enfocado, sino que también incentivé la concentracion y la revi-
sion constante del material. Esto reafirma e potencial de esta herramienta para fortalecer €
proceso de ensefianza-aprendizgie y megorar la experiencia educativa en combinacion con las
clases presenciales.

Pese a ser una herramienta disefiada desde hace més de 10 afios, Edpuzzle resultd ser
novedosa para la mayoria de la poblacién objeto de estudio, pero aln asi bien recibida por
estos. Lo anterior muestra un impacto positivo en la comprension de los temas'y la promocién
de un aprendizaje més independiente e interactivo, que ayuda resolver necesidades actuales
como € papd protagénico del estudiante (Jiménez Hernandez et al., 2023). Ahora bien, exis-
ten areas de mejora relacionadas principal mente con las condiciones de uso técnico y pedagé-
gico, cuyas adecuaciones pueden optimizar su implementacion. Es importante mencionar que,
aunque € estudiantado prefiere aprender con videos interactivos (preguntas y notas aclarato-
rias), esta modalidad no descarta € aprendizag e mediante |as clases tradicionales.

Por tanto, se concluye que la integracion de Edpuzzle en la ensefianza de temas mate-
maticos representa una opcidn valiosa para megjorar € aprendizgje, Ssempre que se acomparie
de un disefio pedagdgico que responda a las necesidades del estudiantado y que aproveche las
ventgjas de la tecnologia de manera efectiva.

DECLARACIONES DE CONTRIBUCIONES DE LAS PERSONAS AUTORAS
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Los materiales concretos y pseudo concretos son de mucha utilidad para llegar a una
comprension de los significados de probabilidad en primaria y secundaria. En Costa Rica,
los Programas de Estudio de Matemética (MEP, 2012) ofrecen metodoldgicas especificas
para la ensefianza enfocadas en facilitar una transicion progresiva desde una comprension
intuitiva hasta el célculo formal de probabilidades. Los PEM sefialan que, 10s juegos de azar
ofrecen una excelente oportunidad para generar ejemplos que faciliten la comprension de
conceptos sobre la probabilidad, ya que estos permiten a los estudiantes relacionar € con-
tenido matematico con situaciones reales y cercanas a su contexto cotidiano, manteniendo
ademas un caréacter adico.

Por otro lado, € plan de estudios de la carrera de Educacion Matemética de la Univer-
sidad de Costa Rica ofrece tres areas de formacién, de manera que las mismas integren la
construccion del conocimiento tedrico-practico necesario para € desempefio del educador
matematico. Una de estas areas corresponde a lo didactico matematico, la cual es la responsa-
ble de “la transformacion de conocimiento provisto por la teoria en conocimiento Util para
la accion donde no es un proceso de aplicacion sino de reconstruccion situacional” (Diker y
Terigi, 1997, p. 118). Es por dlo que, la carrera integra didéacticas especificas, de manera que
se les brinda a los futuros docentes de Matemética diferentes herramientas y espacios para €
desarrollo de habilidades y poder llevar a cabo tareas de disefio, implementacion y andlisis.

Este ensayo tiene como propdsito compartir mi experiencia personal durante mi for-
macién como bachiller en Educacién Matemética. En € marco del curso MA0024 Didactica
de la Estadistica y Probabilidad, desarrollé una estrategia didactica para la ensefianza de la
probabilidad frecuencial en un espacio muestral no equiprobable como parte de mi practica
profesional, la cual consistié en la implementacion de un taller, dirigido a personas docentes

1 Bachiller en Educacion Mateméticay estudiante en la Maestria de Estadistica de la Universidad de Costa Rica, Montes de Oca, San José,
CostaRica. C. P. 11501. Correo €lectrénico luis.chavarriabrenes@ucr.ac.cr
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de primaria. Esta estrategia tuvo como g e un abordg e de fendmenos aleatorios, € significado
frecuencial de la probabilidad, la experimentacion y la exploracion de espacios muestrales no
equiprobables. El disefio se fundamentd en € analisis fenomenoldgico, desarrollado a través
de sus cinco fases: simplificacidn, matematizacion, resolucién, comunicacion e interpretacion.
Lo anterior con € objetivo de aproximar la fenomenologia didactica al quehacer docente por
medio de la exploracion de un juego matemético para una construccion progresiva sobre €l en-
foque frecuentista de la probabilidad.

Previo a compartir € proceso de implementacion del taller, es importante resaltar que
€ juego matemético se relaciona con las abgas y la polinizacion de flores, de manera que se
dé un proceso de exploracion de los conceptos de probabilidad con este fendmeno real (fo-
mentando célculo de probabilidades ssmples y la comparacion de resultados esperados con los
observados), promoviendo un aprendizae constructivista incorporando elementos de la feno-
menologia didéctica.

El juego consiste en lanzar un balin que ssimula ser una abga. Este se dediza por una
serie de canales que lo conducen a una de cuatro flores posibles. Una de las flores tiene una
probabilidad de “un medio” de ser alcanzada, otras dos tienen una probabilidad de “un cuar-
to” cada una, y una de las flores nunca recibe a la abeja (probabilidad 0). Antes de cada lan-
zamiento, los estudiantes deben eegir laflor en la que creen que caerala abga. Quien acierte
gana un punto, y al finalizar 20 rondas, € estudiante con mas puntos sera e ganador. El ob-
jetivo de esta actividad es que reconozcan, a través del juego, que algunas flores tienen mayor
probabilidad de ser alcanzadas que otras, a medida que observan los resultados en cada ronda,
Ilevando un registro mediante un tablero.

El taller se ofrecié a docentes de primaria en la escuela Otto Hibbe, estructurado en
una sesion de 80 minutos, dividido en tres bloques, 1) introduccion y contextualizacién de
los enfoques de la probabilidad, 2) aplicacion del juego matemético y contextualizacion sobre
la fenomenologia didécticay 3) discusion y evaluacion. . Entre los materiales son € acrilico,
MDF y tornillos plésticos. En cuanto alas herramientas, se emplearon los softwares SketchUp
y Adobe Illustrator para € disefio, y maquinas como la Router Esko y una maguina de graba-
doy corte laser paralafabricacion y acabado del producto.

El desarrollo del blogue 1, se enfatizé en dejar claro como la base de la probabilidad
es la aleatoriedad, recordando que, un fenémeno se le considera aleatorio s se comporta con
e célculo de probabilidades, detallando que, al trabgar con la aleatoriedad hay una necesidad
de modelizar, es decir, trabagar con situaciones reales. Por esta misma linea se especifican los
diversos enfoques de la probabilidad, de manera que e juego construido no es posible traba-
jar con e Teorema de Laplace, por lo que invita a tradadar conoci mientos de otros enfoques
probabilisticos, como € frecuencial y € intuitivo, permitiendo dar una pincelada de lo que es
la probabilidad condicional o subjetiva, que se gjusta a casos a contextos de la vida donde no
se pueden realizar infinitas repeticiones. Por otro lado, se discutié € sesgo de la equiprobabi-
lidad, detallando como de manera natural, las personas piensan que todos los resultados posi-
bles de un experimento tienen la misma probabilidad de ocurrir. Sin embargo, esto no sempre
escierto. A veces, las situaciones no son tan simples como un dado o una moneda

Para € blogue 2, los docentes pusieron en practica € juego, teniendo un acercamien-
to a una clase. Previo a la implementacion se les brind6 una contextualizacion del juego, asi
como una discusion del como las abejas realizan e proceso de recoleccion del polen, brin-
dandoles un material impreso. Para este punto, mediante una serie de preguntas se les explico
a los docentes e objetivo del juego y como € mismo promueve esa construccion progresiva
sobre ciertos conceptos probabilisticos. Las preguntas elaboradas fueron las siguientes:
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Identificar cual fue el resultado mas observado durante el juego

Objetivo: Que los docentes vean como la frecuencia de los resultados ayuda identificar
patrones y reflexionar sobre cOmo esta observacion puede ser usada para ensefiar conceptos
de probabilidad en e aula.

Analizar si se puede abordar este resultado a través del enfoque clasico
laplaciano

Objetivo: Que los docentes vean como al tratarse de un espacio muestrear no equipro-
bable no se puede utilizar este enfoque.

Determinar la probabilidad de las demas flores

Objetivo: Que los docentes interpreten los resultados observados utilizando € célculo
probabilistico.

Brindar interpretaciones intuitivas y frecuenciales de los resultados obtenidos

Objetivo: Que los docentes puedan desarrollar explicaciones claras que combinen la
intuicion y la frecuencia observada.

Reflexionar sobre como puede este juego ayudar a comprender mejor la
probabilidad.

Objetivo: Tener una vision de la opinién de las personas docentes y reflexionar sobre
como € juego puede ser una herramienta efectiva para ensefiar probabilidad de manera practi-
cay experiencial.

Valorar la importancia de realizar experimentos al enseiar probabilidad ;Por
qué si o por qué no?

Objetivo: Fomentar el debate sobre la relevancia de las actividades experimentales en
la ensefianza de la probabilidad, ayudando a los docentes a valorar € impacto que tienen los
experimentos en la comprension de los estudiantes.

Para € blogque 3, se realizé una discusién sobre la fenomenologia didéctica, detallandoles
diferentes metodologias de clase para la ensefianza de la probabilidad. Entre estas, destacando las
edrategias orientadas a smplificar las relaciones mateméticas, que induyen € uso de Ssmulaciones,
y aquellas que integran aplicaciones, donde se fomenta € uso de experimentacion y € juego. Au-
nado a punto anterior, se les comentod lo mencionado por Gutiérrez-Fallas (2024), quien, citando a
Penalvay Linares (2011), destaca que las tareas mateméticas deben demostrar la aplicabilidad de
la matemética en la resolucion de problemas contextualizados en los fendmenos que rodean a las
personas estudiantes (esto conectando con los PEM), de manera que, € aprendizge de las matema
ticas en las personas estudiantes es condicionado por las tareas que propone € docente.
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Parafinalizar e bloque 3 se enfatiz6 € analisis fenomenol 6gico, sefial&ndoles como:

Mediante el organizar, estructurar y matematizar es que cada individuo se
apropia personalmente de las matematicas.

Objetivo: Que las personas docentes comprendan como, al pasar la persona estudiante
por este proceso ayuda a involucrar procesos metacognitivos, teniendo como consecuencia
una comprension significativa del objeto matematico e incluso su aplicabilidad.

La fenomenologia viene a constituir una pieza fundamental en los curriculos
por competencias que promueven un enfoque funcional de las matematicas
escolares.

Objetivo: Que los docentes interpreten como la fenomenologia didactica contribuye a
que las personas estudiantes les den un significado funcional alas mateméticasy comprendan
su aplicabilidad en lavidareal por medio de estudio de fendmenos.

El fenémeno de estudio contribuye al entendimiento del objeto matematicoy
viceversa.

Objetivo: Que los docentes comprendan cdmo el objeto matemético tiene que nacer del
fendmeno de estudio, para asi este ayude a un entendimiento del fenémeno.

La construccion del juego e implementacion del taller me brindd la oportunidad de
tener un pequefio acercamiento a la fenomenologia didactica, donde resulta muy importante
que e docente tenga una sélida comprension del fendmeno que se quierallevar al aula parala
ensefianza de contenidos matematicos, esto para proceder con su matematizacion, lo cual tam-
bién implicaria un buen manegjo de los objetos matematicos tratados. Ademas, al fomentar €l
uso de fendmenos que rodean a los estudiantes, se da una construccién de conoci mientos mas
significativos, dandole una funcionalidad a las matematicas y comprendiendo el mundo real
por medio de las mismas, promoviendo asi procesos metacognitivos, donde los estudiantes lo-
gran aduenarse de los nuevos conoci mientos adquiridos desarrollando un pensamiento propio
de estos.

Por otro lado, los docentes comentaron la necesidad de este tipo de metodologias en
las aulas, sobre todo la implementacion de juegos matematicos, ya que para los estudiantes de
primaria les ayuda a estimular ciertos pensamientos 16gicos y abstractos, asi como la creati-
vidad, relaciones sociales, estimulacion de autorregulacion y un reforzamiento de los aprendi-
zgjes. Por estamismalinea, se evidencid una necesidad por parte de los docentes de tener este
tipo de capacitaciones, especificamente en probabilidad, ya que desconocian los diferentes
enfoques de la probabilidad.

Respecto a la construccion de juego matemético, se present6 la dificulta en la presion
de las probabilidades, esto ya que se realizaron diferentes tableros y fallaban en los pesos
de las probabilidades, por lo que se generd la necesidad de recurrir diversos materiales y he-
rramientas. De esta manera es importante resaltar como, para este tipo de construcciones se
deben considerar diversos factores, entre ellos la claridad del experimento aleatorio aredlizar,
probabilidades reales y coherentes, que exista una posibilidad de andlisis y comparacion,
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que € juego fomente € uso de los contenidos matematicos, reglas 'y disefios adecuados a los
estudiantes.
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APENDICES

Apéndice1: Juego Matematico.

Fuente: Elaboraciéon propia.

Apéndice 2: Fases de ciclo fenomenolégico escolar aplicados en el juego
matematico.

Roles de acuerdo Descripcion Relacion con

al autor de acuerdo al autor el juego matematico

En estafase, la perso-
nadocente introduce €l
fendmeno del juego, esto
mediante una contextu-

Consiste en dos mo- alizacion alas personas

mentos en los cuales estudiantes sobre la

la persona docente es importancia de las abejas

responsable: y €l rol que estastienen en

1) Indagacion de lapolinizacion. Lo anterior
fenémenos que mediante laindagacion
problematicen situ- del fenémeno como tal,

aciones def mundo explicando cémo el color,
iz 20 3“‘{’; COZE_G' el olor, la disponibilidad
contenido matemati= de néctar y laformade
co ;

las flores influyen en la

Docente: investiga,
organiza, disefiay
planifica.

Fase 1
Simplificacion

2) Simplificar ese

fendmeno y disefiar
una tarea mateméti-
cafenomenoldgica
proponiendo un
modelo escolar del
fenémeno.

preferencia de las abgjas,
siendo esto una escogencia
aleatoria. Posteriormente,
|la tarea matemética con-
siste en predecir en qué
flor caerd la abeja (balin),
relacionando asi las carac-
teristicas de las flores con
la probabilidad de que una
abeja se sienta atraida.
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EXPERIENCIA DE FORMACION: ESTRATEGIA DIDACTICA PARA LA ENSENANZA..

Roles de acuerdo
al autor

Descripcion

de acuerdo al autor

Relacion con
€l juego matematico

Fase 2
M atematizacion
Resolucién

Fase 3
Comunicacion
Interpretacion

Docente: orienta,
acompariay moni-
torea.

Estudiante: trabgjaen
equipo, conjeturay
resuelve.

Docente: dirige, vali-
day sistematiza
Estudiante: participa,
revisay cuestiona

Fuente: Elaboracién propia.

Se da esa exploracion
matemética de la
tarea por parte de

las personas estudi-
antes, movilizando
Su razonamiento
matemético y utili-
zando conocimientos
conceptos- procedi-
mentales que tienen
para matematizar la
situacion

Momento en el cua
se da unadiscusion
colectiva, donde

la persona docente
dirige el didlogo con-
structivo invitando a
las personas estudi-
antes a argumentar y
justificar sus resul-
tados, de modo que
permita finalmente
validar las conclu-
sionesalaluz dela
interpretacion del
fendmeno de estudio.

Durante esta fase, las
personas estudiantes
participan activamente en
€l juego, de manera que se
explorael fendmeno lan-
zando a balin, observando
€l resultado. Es aqui donde
discuten sobre |os eventos
probables, improbablesy
seguros, basandose en los
resultados observados tras
varias rondas del juego
(enfoque frecuentista).
Aqui es donde las personas
estudiantes deben utilizar
sus conocimientos implici-
tos sobre la probabilidad
para de esta manera poder
hacer predicciones méas
argumentadas de acuerdo
a pasar las rondas.

Para esta fase, la persona
docente debe facilitar una
discusion sobre los resul-
tados que obtuvieron las
personas estudiantes. Aqui
€l docente debe validar

y sistematizar |os datos
registrados en las pizarras,
donde |as personas es-
tudiantes revisan cuantas
veces acertaron en sus
predicciones y justifican
por qué crefan que la abeja
(balin) caeria en una flor
especifica. Esto tiene como
objetivo que las personas
estudiantes interpreten

los resultados del juego,
comparando |os resultados
esperados con |os obser-
vados y reflexionar sobre
|as decisiones estratégicas
tomadas durante el juego.
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En e campo de Educacion Matemética, es cada vez méas urgente encontrar estrategias
gue no solo transmitan conocimientos, sino que también despierten la curiosidad, la compren-
siony e gusto por las mateméticas. En esta blsqueda los cuentos didacticos han demostrado
ser una herramienta fundamental en e desarrollo del pensamiento, particularmente en la
infancia (Rojas y Prieto, 2019; Jménez y Gordo, 2014). A través de las historias, las 'y los es-
tudiantes no solo aprenden contenidos, sino que los estructuran en esquemas mentales que les
permiten recordar, relacionar y dar sentido a los objetos matematicos presentes.

Desde el marco tedrico de Duval (1995), comprender un objeto matemadtico exige usar
varios registros de representacion semidtica, asi como e poder convertir informacién entre
estos registros. En este sentido, los cuentos permiten presentar ideas matematicas integradas
dentro de una narracion con contextos visuales, linglisticos y simbdlicos, facilitando € movi-
miento entre registros y promoviendo una comprension de los contenidos.

Al integrar los conceptos mateméticos dentro de una historia, las y los estudiantes no
solo se enfrentan a problemas o definiciones, sino que interactlan con personges, escenarios
y conflictos que hacen que € contenido cobre vida. Esta integracion de registros (narrativo,
visual y smbdlico) favorece el aprendizaje, especialmente en los niveles de educacion prima-
riay primeros afios de secundaria, donde € lengugje y laimaginacion son clave para e desa
rrollo cognitivo.

La experiencia de formacion que se reporta es parte de una vivencia concreta: la crea
cion dd cuento matematico “El Reloj Circunferencia’. El compartir esta experiencia tuvo
como objetivo motivar a las y los futuros educadores matematicos y a colegas en gercicio,
para elaborar productos de acceso libre que fomenten la accesibilidad del aprendizge ma-
tematico y promuevan actitudes positivas hacia esta asignatura, la cual socialmente ha sido
estigmatizada y se considera como accesible para pocos, una consideracion paraddjica al tam-
bién ser conscientes de su relevancia en los avances cientificos y su utilidad cotidiana.

1 Bachiller en Educacion Matemética de la Universidad de Costa Rica, Montes de Oca, San José, Costa Rica, C. P. 11501. Correo €lectroni-
co: aaron.vargascarrillo@ucr.ac.cr
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Para la elaboracion del cuento segui una trayectoria que tiende a las cuatro fases de la
ingenieria didéctica, iniciando por un andlisis preliminar en donde se consulté € Ministerio
de Educacién Publica [MEP] (2012) en los Programas de Estudio de Matematicas focalizando
la atencion en un contenido, determinando significados institucionales, dificultades, creencias;
posterior se realizé un disefio en donde se determind un contexto o situacion que pudiera
modelar e contenido, ademés de realizar una transposicion didactica del mismo, adaptando
las ideas a un vocabulario accesible para e publico meta articulandolo, a su vez, con larima;
continuando con la implementacion en donde tuve la oportunidad de presentarlo a colegas,
profesores y personas colaboradoras, recibiendo retroalimentaciéon; y finalizando con una eva-
luacion o andlisis retrospectivo acerca de la experiencia, contrastando lo previsto en € disefio
y lo observado en laimplementacién (Godino et al, 2014).

La experiencia vivida me permitié ser mas consciente de la necesidad de elaborar re-
CUrsos ricos en creatividad, por un lado, para la formacién de las y los futuros docentes (me
incluyo), pero especialmente para los protagonistas del aprendizgje: las y los estudiantes.
Como menciona Gontijo et al. (2020), & conocimiento y la creatividad se relacionan de tal
forma que € primero no emerge sin la segunda. Promover la creatividad permite que las 'y
los estudiantes no solo comprendan contenidos, sino que también desarrollen formas perso-
nales de pensarlos, representarlos y comunicar sus ideas. De acuerdo con Garcia et al. (2020),
la elaboracion de este tipo de productos creativos puede ser un medio de formacion efectivo
para los futuros maestros de primaria, pues permite incrementar € aprendizaje en la materia,
propiciar la creatividad, trabgjar aspectos relacionados al componente afectivo y creencias y
mejorar su vision como futuro profesional en € aula

El cuento fue reconocido con e segundo lugar en un concurso internacional organizado
por FUNDAPROMAT en Panam4, € cual tuvo 115 participantes de 10 paises latinoameri-
canos. Este logro no solo evidencié € potencial creativo de integrar narrativay matematicas,
sino que también sirvié como punto de partida para reflexionar sobre € valor de los cuentos
como medio de aprendizgje de lasy los estudiantes, asi como propuesta de formacion para los
futuros maestros de primaria.

CUENTO. EL RELOJ CIRCUNFERENCIA

Toc... tic... tac... tuc...

Esta es la historia de un reloj muy desentonado, que marcaba los segundos muy agota-
do, los minutos los marcaba intensamente y las horas... muy lentamente.

Iba muy desenfrenado, no tenia descansos ni pausas, él en verdad estaba cansado. Cada
vez que marcabalas 4:40, con mucha certeza, su cara se llenaba de tristeza.

- Todavia queda mucho para que termine € dia. jQué dolor de cabeza - El relgj no lo
negaba, era un trabgo que le agotaba.

Toc... tic... tac... tuc...
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A é en su tiempo de gloriay esplendor le pusieron un alias con mucho honor. Al ser
curvo, cerrado y con la misma distancia del centro a cualquier lado, fue llamado “Reloj
Circunferencia’, sendo un alias muy apropiado.

L e gustaba exhibir su figura, estaba encantado por su longitud de cintura. Cada 9:15, al
reloj le gustaba medirse. Con ayuda de sus manecillas, que hacian de radio, formaba un seg-
mento, que llegaba de lado a lado, pasando por el centro; sacaba su didmetroy al instante,
jestaba muy contento!

- Admiro mucho mi figura. Es sensacional. A pesar de que la razon entre mi diame-
troy cintura se considereirracional, pienso que me veo realmente excepcional. Puedo estar
relleno, pero jno me queda nada mal! - El reloj encantado se daba un cumplido, le hacia sentir
enorgullecido.

Y para acabar, alas 12:15 con sus agujas hacia una tltima medicion, haciendo un angu-
lo de noventa grados formaba su cuadrante con gran emocién.

Toc... tic... tac... tuc...

Por muchos afios fue de gran utilidad, fue una gran reliquia de una familia de gran
humildad. Vio florecer un sinfin de generaciones alas que le obsequid su tiempo en todas las
ocasiones.

El relgj circunferenciatuvo unavida Gtil muy larga, proximaaterminar. Yaestabavigo
y un poco oxidado, estaba a punto de dgjar de contar.

- Recuerdo la primera vez que en brazos fui cargado y en una pared fui colocado. - El
reloj con gran nostalgia recordé su pasado, viendo atras recordd todo |o que habia vivenciado.

La casa en la que habitaba también le cobro factura € tiempo, ya en pedazos estaba ca-
yendo y parecia un amplio desierto, poco a poco se fue desolando y lentamente en escombros
se fue haciendo.

El relgj circunferencia estuvo casi en soledad, solo fue por un pequefio nido de arafas
gue lo acomparié en toda agquel la adversidad.

Poco a poco las arafias tgieron cuerdas muy tensadas, algunas pasaban por € centro,
Ilegaban de un punto del marco del relgj a otro, formando un segmento.
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El reloj con € pasar del tiempo, por més arafias fue llenado de cuerdas, quedo irreco-
nocible, ya estaba estropeado y a punto de llegar a su limite, esto era algo irreversible. El relgj
circunferencia lo sabiay a @ le generé una gran melancolia, esos iban a ser sus ultimos mo-
mentos y recordar su pasado no le produjo ninguna mejoria.

Pero su suefio se estaba realizando, concluir su jornada de trabgo y jubilarse, al fin
ese tiempo estaba llegando. Hizo un Ultimo esfuerzo de armonizar para dejar de sonar y alas
10:00 € relgj por ultimavez marcé € minuto 10... y al fin... pudo descansar de unavez.

Tic...tac... tic... tac...
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