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				Resumen

				La gran mayoría de los billetes actuales poseen marcas fluorescentes de seguridad, pero su estudio mediante técnicas espectroscópicas ha sido escaso en Costa Rica. Por ende, esta investigación analiza la homogeneidad de las características fluorescentes en billetes de dos mil y diez mil colones mediante espectroscopía de fluorescencia, con el objetivo de fortalecer las estrategias de autenticación y seguridad. Se analizaron estadísticamente quince billetes de cada denominación mediante un diseño experimental de dos factores con un bloque aleatorio. Para ello, se consideró como factores principales la región de medición en las marcas y el tiempo de circulación de los billetes. Los resultados muestran que la posición de las marcas fluorescentes en el billete es homogénea en los billetes analizados. Sin embargo, las propiedades espectrales, como la longitud de onda e intensidad de emisión, mostraron efectos significativos para el factor de región de medición. Por su parte, el factor temporal de circulación no tuvo efecto relevante, lo que sugiere que las capas protectoras preservan las propiedades de las tintas fluorescentes. En conclusión, se confirma la viabilidad de la espectroscopía para el control de calidad y autenticación de billetes, sugiriendo extender la investigación a otras denominaciones o variables.
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				Abstract

				Most of the current banknotes contain fluorescent security features, yet their analysis using spectroscopic techniques has been limited in Costa Rica. Therefore, this study examines the homogeneity of fluorescent marks in two-thousand- and ten-thousand-colón banknotes through spectroscopic methods, with the aim of enhancing authentication and security strategies. Fifteen banknotes of each denomination were statistically analyzed using fluorescence spectroscopy within a two-factor experimental design with a randomized block, where the main factors were the measurement region of the fluorescent marks and the circulation time of the banknotes. The results showed that the spatial positioning of the fluorescent features is consistent across the analyzed banknotes. However, spectral properties such as emission wavelength and intensity exhibited significant effects with respect to the measurement region factor. In contrast, the circulation factor did not show a relevant effect, suggesting that protective coatings effectively preserve the properties of fluorescent inks. In conclusion, the findings confirm the feasibility of using spectroscopy for quality control and banknote authentication. Further research is recommended to include additional denominations or variables.
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				I. INTRODUCCIÓN

				Aunque el uso de dinero en efectivo está disminuyendo gradualmente en gran parte del mundo, incluyendo Costa Rica, el debate sobre el futuro de los billetes como medio de pago persiste [1]. De hecho, pese a esta tendencia, una gran parte de las transacciones aún se realiza con dinero impreso. Así las cosas, el conjunto de billetes y monedas de curso legal, emitido por el Banco Central de Costa Rica, representa el numerario nacional [2]. Este desempeña un papel crucial en las actividades económicas diarias, ya que es la única forma física de dinero en curso legal, garantizada por el Estado y disponible para su uso en todo tipo de transacciones. Por consiguiente, es fundamental que tanto los individuos como las autoridades competentes posean conocimiento de las características de seguridad en los billetes para prevenir el fraude e identificar falsificaciones [3], [4], [5].

				De acuerdo con datos del Banco Central de Costa Rica (BCCR) [6], solo en el año 2024 se presentaron 1072 casos de falsificación en todas las denominaciones, 376 de la serie en sustrato de algodón y 696 de la serie en sustrato de polímero. Los más afectados son los billetes de diez mil colones con un 77 %, seguidos por los billetes de veinte mil colones con un 23 % del total de falsificaciones en la serie de polímero. Dicha cifra continúa siendo relevante, a pesar de que, en años anteriores, cuando se utilizaba la serie impresa en sustrato de algodón, la cantidad de billetes fraudulentos era hasta siete veces mayor [6]. No obstante, el desafío para los bancos centrales es que la mayoría de las falsificaciones sean detectadas por equipos automatizados, mediante características legibles por máquina, y no por los mismos usuarios del efectivo [7].

				Las características de seguridad del papel moneda corresponden a aquellas propiedades únicas presentes en billetes genuinos, que los diferencian de billetes falsificados [3]. Una gran variedad de métodos ha sido empleada para determinar la autenticidad en billetes, siendo el más común el basado en la inspección sensorial (toque, mire y gire), seguido por la evaluación con instrumentos especializados [8]. Así, mientras que el usuario promedio solo verifica las características de seguridad visibles a simple vista, los que manejan grandes cantidades de billetes al día emplean dos tipos de dispositivos de autenticación. El primero permite a los usuarios determinar la autenticidad de forma manual, mediante instrumentos como lámparas ultravioletas, visores infrarrojos o lupas; a su vez, el segundo la determina de manera automatizada [9].

				La conservación de la calidad de las características de seguridad de los billetes a lo largo de su tiempo de circulación es fundamental para prevenir la confusión entre aquellos que son auténticos y falsificaciones. Los nuevos billetes de Costa Rica, en sustrato de polímero Guardian® de CCL Secure [10], han permitido la adición de características de seguridad más duraderas, las cuales dificultan y encarecen la falsificación. De acuerdo con Mikulicova [11], los billetes en sustrato de polímero son la última etapa de desarrollo del dinero físico en la actualidad, diseñados a partir de varias capas de polipropileno orientadas biaxialmente [12].

				En este contexto, el presente artículo se enfoca en las propiedades fluorescentes de las marcas de seguridad en dos denominaciones de billetes costarricenses actualmente en circulación: los de dos mil y de diez mil colones. El estudio de las propiedades luminiscentes en billetes ha presentado mayor auge en el último cuarto de siglo, con especial énfasis en la fluorescencia de los billetes de polímero. En un trabajo desarrollado por Mutanen [13], se analiza espectroscópicamente las propiedades luminiscentes de diversos eurobilletes y la durabilidad de estos. En otra investigación por Mikulicova [11], se examina las propiedades fluorescentes en billetes poliméricos del Reino Unido, Hong Kong, México y Rusia, en donde se compara los espectros de emisión de la marca fluorescente con una zona no fluorescente del billete. Más recientemente, en una investigación de Ruiz-Vásquez y Montero-Zeledón [14], se estudió las propiedades espectroscópicas de marcas de seguridad fluorescentes en billetes poliméricos de la segunda serie en Costa Rica.

				Otros trabajos relevantes sobre las marcas de seguridad luminiscentes en billetes se han enfocado en la identificación por reconocimiento automático de fibras fluorescentes [9], la revisión de marcas de seguridad en denominaciones de distintos países mediante comparadores espectrales de vídeo [15], el estudio de las características de seguridad en billetes [16] y las características luminiscentes en billetes de polímero [12]. Además, se han analizado las texturas del fondo de documentos de seguridad que involucran pigmentos fluorescentes [17].

				Ante este panorama, el objetivo de esta investigación es analizar la homogeneidad de las características fluorescentes en quince billetes de dos mil colones y quince billetes de diez mil colones, mediante técnicas espectroscópicas, con el fin de contribuir al fortalecimiento de las estrategias de autenticación y seguridad de las denominaciones seleccionadas. Asimismo, se ejecuta un diseño de experimentos factorial con su respectivo análisis de varianza (ANOVA), pruebas de hipótesis estadísticas y comparaciones post-hoc, para la evaluación de las características fluorescentes en dichas denominaciones durante distintos tiempos de circulación. De esta forma, mediante los análisis de las propiedades fluorescentes, es posible brindar un insumo para el control de la calidad de los billetes.

				II. ESPECTROFLUORIMETRÍA EN BILLETES

				La luminiscencia es la emisión de radiación originada cuando un átomo o molécula retorna desde un estado electrónico excitado a otro de menor energía [13]. Para que ello ocurra, la especie debe excitarse previamente, ya sea por absorción de radiación u otros procesos. La luz ultravioleta (UV), como mecanismo de excitación, permite revelar características luminiscentes en los billetes que no son observables con luz visible, por ejemplo, patrones que resaltan sobre el sustrato del billete. La presencia de propiedades luminiscentes suele considerarse suficiente para autenticar un billete; empero, estas características pueden ser imitadas fácilmente por los falsificadores debido a la amplia disponibilidad de tintas UV [9].
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				La fluorescencia en los billetes es explicada por el modelo energético de emisión-excitación [19]. Los electrones en el pigmento fluorescente no excitado se encuentran en un estado energético basal, E1, como se muestra en el diagrama de Jablonski de la Fig. 1. Los electrones, al absorber la energía de excitación, se promocionan a un estado energético excitado e inestable, E2 [19]. En ciertos materiales, como las tintas fluorescentes, la banda de energía prohibida es tal que, cuando el electrón regresa al estado de energía basal, se emite un fotón en el rango visible, predominando una longitud de onda correspondiente a la brecha de energía (E2 - E1) [20]. Una vez retirado el estímulo, los electrones excitados vuelven al estado energético basal y la emisión de fotones ocurre en escalas de tiempo típicas del orden de nanosegundos [18].

				El espectrofluorímetro o espectrómetro de fluorescencia es un instrumento espectroscópico utilizado para caracterizar la fluorescencia y fosforescencia de una muestra, el cual es representado esquemáticamente en la Fig. 2. Este equipo permite obtener dos tipos generales de espectros. Primero, el de emisión, en el que se mantiene fija una longitud de onda de excitación y se mide la distribución espectral de emisión. Segundo, el de excitación, en el que se fija una longitud de onda de emisión y se registra la señal fluorescente mientras se varía la longitud de onda de excitación [21]. En la mayoría de las muestras, la fluorescencia solo se emite tras la absorción de luz incidente a una longitud de onda específica, por lo que el espectro de excitación suele coincidir en gran medida con el espectro de absorción UV-Vis. 

				Los pigmentos fluorescentes orgánicos que presentan una gran diferencia entre las longitudes de onda de excitación y emisión —es decir, una gran brecha de energía (E2 - E1)— están sometidos a un mayor estrés molecular, de modo que tienden a reducir su vida útil [13]. Así pues, el mayor desafío asociado 

				con los pigmentos fluorescentes utilizados en tintas de seguridad es garantizar un desempeño estable bajo condiciones adversas, como iluminación prolongada, ambientes ácidos o alcalinos y exposición a solventes [23]. Además, se recomienda que estos pigmentos sean difíciles de adquirir en el mercado y que no puedan reproducirse con productos disponibles comercialmente. Para asegurar la durabilidad del efecto luminiscente, es fundamental que no haya ningún elemento que obstruya la radiación que excita esta característica de seguridad [13].

				III. DISEÑO EXPERIMENTAL

				El diseño de experimentos (DOE por sus siglas en inglés: Design of Experiments) es un enfoque sistemático para planificar y ejecutar pruebas, con el fin de generar datos que, al ser analizados estadísticamente, proporcionen evidencia objetiva para responder preguntas sobre un sistema en estudio [24]. Estos análisis son útiles cuando no se conoce la relación entre los factores que afectan al sistema y donde no es posible determinar un modelo mecanicista del fenómeno [25].

				Un factor de interés es una variable, cualitativa o cuantitativa, que puede ser modificada con el fin de estudiar su efecto sobre la variable de respuesta [26]. Dependiendo del diseño experimental, los factores pueden clasificarse como fijos o aleatorios. Los factores fijos son aquellos cuyos niveles se seleccionan intencionalmente para ser estudiados en su totalidad, mientras que los factores aleatorios corresponden a niveles que representan una muestra aleatoria de una población más amplia. La combinación de todos los niveles de los factores se denomina tratamiento y, para cada tratamiento, se registra al menos una observación de la variable de respuesta. 

				En el diseño experimental, es posible incorporar un factor de bloqueo como una variable adicional explícita, aunque su efecto no sea de interés en el estudio [24]. La adición de bloques al modelo permite una partición de las fuentes de variabilidad, de forma que se logra una mayor precisión en la comparación. Esto implica que la variabilidad debido al factor de bloqueo no se distribuya al error aleatorio, de modo que sea más sensible a detectar efectos en los tratamientos.
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				Fig. 1. Proceso de fotoluminiscencia: absorción de luz, excitación, transiciones no radiativas, fluorescencia y retorno al estado fundamental E1 [18].

			

		

		
			
				Fig. 2. Esquema óptico de un espectrómetro de fluorescencia [22].
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				A.	Diseño factorial

				El diseño factorial es un diseño experimental que permite estudiar tanto los efectos individuales como las interacciones entre varios factores sobre una o más variables de respuesta, donde el efecto del factor se refiere al cambio observado en la variable de respuesta ante una variación en el nivel de dicho factor [24]. Dependiendo de la cantidad de factores y niveles, el diseño puede variar en complejidad experimental. En consecuencia, antes de determinar la cantidad de observaciones de cada tratamiento, es importante considerar el tiempo necesario para llevar a cabo las ejecuciones experimentales [25]. En un diseño factorial, el número total de ejecuciones N se calcula con (1), donde k representa la cantidad de factores y L la cantidad de niveles.

				(1)

				En este artículo se realiza un diseño factorial mixto 32, con un factor de bloqueo y repeticiones por cada denominación en estudio. Ergo, como se muestra en el CUADRO I, el número total de ejecuciones es de 9, considerando únicamente los factores fijos. Estos son el tiempo de circulación y la región de la marca fluorescente en la que se medirá el espectro. Para robustecer el modelo, se incluye un factor de bloqueo basado en réplicas, donde cada réplica abarca los nueve tratamientos del diseño factorial. Al realizar cinco grupos diferentes de muestras, el factor de bloqueo tiene cinco niveles: 1, 2, 3, 4 y 5, lo que incrementaría el número total de ejecuciones a 45.

				B.	Modelo lineal general

				El modelo estadístico de regresión lineal para un diseño factorial 32 con un factor de bloqueo está dado por (2). En este, se considera que los factores A (tiempo de circulación) y B (región) son fijos, mientras que el factor de bloqueo es aleatorio.

				(2)

				En esta expresión, Yijk es el valor de la variable de respuesta, μ representa la media general, αi es el efecto del i-ésimo nivel del factor A, βj es el efecto del j-ésimo nivel del factor B, (αβ)ijes la interacción entre A y B, uk es el efecto aleatorio de la k-ésima réplica del diseño factorial (bloque) y εijk el error aleatorio asociado a la medición Yijk. Los índices se definen como i=1,..., a niveles del factor A, j=1,...,b niveles del factor B y k=1,...,m réplicas o niveles del factor bloqueo.

				IV. ANÁLISIS ESTADÍSTICO

				A. Análisis de varianza (ANOVA)

				Suponiendo que las interacciones entre los factores de interés y el bloqueo no son significativas, así como que uk y εijk son variables independientes, normales y con media cero (N(0,σ2)); por tanto, la varianza total del modelo puede describirse mediante (3). En este caso, dado que se tiene un modelo mixto con factores fijos y aleatorios, únicamente los factores aleatorios contribuyen a la varianza total.

				(3)

				Siendo Var(Yijk ) la varianza total de la variable de respuesta, σu2 la varianza debida al efecto aleatorio del bloqueo y σε2 la varianza debida al error aleatorio. Los factores fijos representan efectos constantes y no son fuentes de variabilidad aleatoria en la respuesta. Además, debido a la influencia de factores aleatorios, no tiene sentido probar hipótesis sobre estos efectos; en su lugar, es más adecuado estudiar la varianza que generan [24].

				El ANOVA descompone la varianza total en varianzas parciales correspondientes a cada fuente de variación. La partición se basa en la suma de cuadrados, la cual se subdivide en la suma de cuadrados asociada a cada factor, el bloqueo y el error aleatorio. Así, las variaciones en los niveles de los factores generan desviaciones en los valores de respuesta respecto a la media total μ [24]. Esta división de la varianza se representa mediante una tabla ANOVA, como se muestra en el CUADRO II. Además, se emplea el estadístico de prueba F para evaluar la significancia estadística de los factores, comparando los valores F calculados con los valores críticos F a una probabilidad específica.

			

		

		
			
				CUADRO I

				DISEÑO FACTORIAL 32 Y EJECUCIONES EXPERIMENTALES
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				Yijk = μ + αi + βj + (αβ)ij + uk + εijk

			

		

		
			
				Var(Yijk )= σ 2u + σ 2ε 
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				CUADRO II

				ANÁLISIS DE VARIANZA DE UN DISEÑO FACTORIAL CON DOS FACTORES 

				PRINCIPALES FIJOS Y UN FACTOR DE BLOQUEO ALEATORIO

			

		

		
			
				Consecuentemente, se definen hipótesis estadísticas relativas a los efectos de los factores de interés, las cuales son afirmaciones sobre los parámetros de una población que pueden ser probados mediante la información contenida en una muestra [24]. Así, las hipótesis nulas por probar son: H0: αi = 0, H0: βi  = 0 y H0: (αβ)ij  = 0; es decir, que no hay efectos significativos de los factores A, B y su interacción sobre la variable de respuesta. Por su parte, las hipótesis alternativas por verificar son: H1: αi ≠ 0, H1: βi ≠ 0 y H1: (αβ)ij  ≠ 0; es decir, que existen efectos significativos de los factores A, B y su interacción sobre la variable de respuesta.

				Las hipótesis sobre el efecto de los factores pueden evaluarse mediante el estadístico F; sin embargo, el valor p o significancia observada constituye una medida para cuantificar la evidencia en contra de H0, bajo el supuesto de que esta es verdadera. Dicho valor representa la probabilidad de obtener un resultado al menos tan extremo como el valor estadístico de prueba observado y, por ello, representa una medida de la contundencia con la que se rechaza o no H0 [25]. El criterio de rechazo se define a partir de un nivel de significancia α = 0.05, que corresponde al riesgo máximo de rechazar H0 siendo esta verdadera [26]. Así, H0 se rechaza si la significancia observada es menor que el nivel de significancia (valor p < α).

				B. Comparaciones post-hoc 

				Uno de los métodos recomendados para realizar comparaciones entre pares de medias de tratamientos es el de Tukey, el cual está basado en intervalos de confianza [26]. Se emplea cuando se rechaza la hipótesis nula después de aplicar un ANOVA y se quiere conocer cuáles tratamientos son diferentes entre sí. Dado que el método de Tukey es conservador, permite controlar la probabilidad de cometer errores tipo I, aunque ello implique una reducción en la potencia estadística. Esto supone una ventaja cuando se desea evitar falsos positivos, aunque se pierda sensibilidad para detectar pequeñas diferencias como significativas [24]. No obstante, este inconveniente se compensa cuando el tamaño de muestra es adecuado y son pocas las comparaciones.

				 El método establece que la hipótesis nula es H0: μi = μj y la alternativa H1: μi ≠ μj para toda i ≠ j [25]. Para la prueba de hipótesis, se emplea el valor crítico dado por (4).

				(4)

				donde

				Tα	valor crítico de Tukey para un nivel de 

					significancia α;

				qα (k,N-k) puntos porcentuales de la distribución de rango 

					estudentizado para k números de tratamientos;

				N-k grados de libertad del error;

				MSE el cuadrado medio del error; 

				n número de observaciones por tratamiento 

					cuando el diseño es balanceado. 

				La hipótesis nula se rechaza si la diferencia muestral en valor absoluto de los pares de medias, | y̅i - y̅j |, es mayor que Tα.

				V. METODOLOGÍA

				A.	Planeamiento experimental

				Para el análisis de las propiedades fluorescentes de los billetes, se planificó una matriz del diseño de experimentos con el fin de determinar la cantidad de muestras y mediciones por realizar. Además, se determinó el orden aleatorio y el tipo de diseño factorial usando Minitab® Statistical Software [27]. Se consideraron los factores de región en la marca fluorescente (factor A), el tiempo en que los billetes estuvieron en circulación (factor B), la interacción entre dichos factores de interés (factor A:B) y el factor de bloqueo debido a las réplicas. Cabe señalar que se realizó una aproximación del tiempo de circulación basado en la numeración de la serie de los billetes: los billetes con baja numeración corresponden a los primeros que entraron en circulación, mientras que los billetes con alta numeración lo hicieron más recientemente.
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				Por otra parte, se definieron tres zonas de medición en la marca fluorescente principal de cada denominación, tal como se muestra en la Fig. 3. Se realizaron tres mediciones consecutivas por cada espectro de emisión de cada tratamiento del diseño factorial y el orden de los tratamientos fue aleatorizado. Para simplificación del modelo, las tres mediciones por tratamiento fueron promediadas antes de analizar el diseño experimental con ANOVA.

				B.	Muestras

				El BCCR proporcionó quince muestras de billetes de dos mil colones y quince de diez mil colones de la segunda serie (serie B), pertenecientes al Estudio de Durabilidad del Departamento de Emisión y Valores. Para ambas denominaciones, se definió un criterio temporal basado en la numeración de la serie como estimación del tiempo de circulación. Si bien para los billetes de dos mil colones se tiene registro del año de emisión, para los de diez mil colones, no se cuenta con dicha información. En el caso de los billetes de dos mil colones, se conoce que los de mayor circulación fueron emitidos en el 2020 (baja numeración), los de circulación moderada en el 2021 (numeración intermedia) y los de menor circulación en el 2022 (alta numeración).

				Por esta razón, ambas denominaciones se clasificaron de esta forma: 1) mayor tiempo de circulación para los billetes numerados entre 1 y 5 000 000; 2) tiempo de circulación moderado para los numerados entre 5 000 001 y 20 000 000; y 3) menor tiempo de circulación para aquellos con numeración mayor a 20 000 001. La elección de este factor temporal se fundamenta en el estudio de durabilidad, dada la alta circulación de estas denominaciones. 

				Los billetes de dos mil colones son ampliamente utilizados por su baja denominación, mientras que los de diez mil colones destacan por su mayor incidencia en falsificaciones. 

				C.	Instrumentos y adquisición de datos

				En primer lugar, se estableció un sistema de coordenadas (x,y) en la esquina inferior izquierda del anverso de cada muestra, considerando el eje x a lo largo y el eje y a lo ancho del billete. Luego, se midió la posición del brillo en el ojo izquierdo del personaje representado en cada denominación: Mauro Fernández Acuña en el billete de dos mil colones y José Figueres Ferrer en el de diez mil colones. Esta referencia permitió facilitar la medición de la posición de la marca fluorescente, evaluar la homogeneidad de su ubicación y determinar puntos específicos para la medición de los espectros de emisión de las marcas en cada muestra.

				Para identificar las marcas fluorescentes, se utilizó un analizador multifuncional de billetes BJ-661 de la marca BAIJIA. Luego de identificar la marca de seguridad, se fotografió cada muestra bajo luz UV, colocando una regla metálica cuya mínima división de escala es 0.5 mm, tal como se muestra en la Fig. 4. 

				Se establecieron puntos de medición en las esquinas inferiores de la denominación: uno a la izquierda de la letra “M” (posición A) y otro a la derecha de la letra “L” (posición B), correspondientes a la palabra “MIL”. Utilizando el software ImageJ [28], se midieron las posiciones A y B de las marcas fluorescentes en cada denominación, a partir del punto de referencia establecido en la Fig. 4. A partir de estas mediciones, se calculó el mejor estimador de la posición de cada marca fluorescente, junto con su incertidumbre, tanto en las coordenadas x como en y.

				Para la medición de las características espectroscópicas en los billetes, se utilizó un espectrómetro de fluorescencia FL 8500 de PerkinElmer, ubicado en el Centro de Investigación en Ciencia e Ingeniería de Materiales (CICIMA) de la Universidad de Costa Rica. Este equipo cuenta con una lámpara de xenón de 150 W, un fotomultiplicador R928 sensible en el rango de 200 nm a 900 nm, y un fotodiodo de referencia para el haz de excitación. 
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				Fig. 3. Regiones de medición de los espectros de emisión en las muestras de dos mil colones y diez mil colones, respectivamente.

			

		

		
			
				Fig. 4. Identificación de los puntos de referencia y medición de las marcas fluorescentes en los billetes de dos mil y diez mil colones.
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				La separación de la luz en distintas longitudes de onda se realiza mediante dos monocromadores de 1200 ranuras por milímetro.

				En cuanto a la medición de los espectros de emisión, se establecieron los siguientes parámetros: 1) un tiempo de integración de 0.05 s; 2) una longitud de onda de excitación de 365 nm; 3) un filtro de excitación en 370 nm; y 4) una abertura de excitación de 5 nm. Se utilizó un soporte de muestras sólidas con ángulo variable, como se observa en la Fig. 5, fijado a una incidencia de 60 ° respecto de la normal. Además, se midió el espectro de emisión en el rango visible, de 400 nm a 700 nm, configurándose una abertura de emisión de 5 nm y una velocidad de medición de 60 nm/min.

				D.	Procesamiento de datos

				Para el análisis de las posiciones de las marcas fluorescentes, se realizó un ANOVA de un factor, con el fin de comparar las medias de las posiciones en las abscisas y ordenadas a partir del factor circulación. Posteriormente, se determinó el promedio mancomunado de todas las mediciones y la incertidumbre expandida, considerando contribuciones debidas a la repetibilidad, la resolución del instrumento y al posicionamiento del origen de la escala. La incertidumbre por resolución se refiere a la mínima división de escala de la regla, mientras que la incertidumbre por 

				posicionamiento del origen corresponde a la dificultad de alinear el inicio de la escala con el borde del billete.

				Con las mediciones realizadas en el espectrómetro de fluorescencia, se analizó los espectros de emisión de las marcas de seguridad fluorescentes de las denominaciones de billetes seleccionadas. Para ello, se empleó el lenguaje de programación R [29] para extraer las siguientes variables de respuesta: longitud de onda de máxima emisión (λmáx.), intensidad máxima de emisión (INTmáx.) y la longitud de onda ponderada (λponderada), también conocida como longitud de onda centroidal [30], la cual se determina mediante (5).

				(5)

				En (5), λ es la longitud de onda de emisión y P(λ) es la intensidad de emisión a una determinada longitud de onda. Para datos discretos, como los obtenidos de un espectrómetro de fluorescencia, las integrales se transforman en sumatorias.

				Los paquetes de R empleados en el análisis son los siguientes: 1) “tidyverse” [31] para la manipulación de datos en “DataFrames”; 2) “photobiology” [32] para la determinación de las longitudes de emisión máxima, así como su intensidad correspondiente; 3) “lmtest” [33] para la prueba de los supuestos del modelo de regresión; 4) “car” [34] para las pruebas de igualdad de varianzas de Levene; por último, 5) “lme4” [35] y “nlme” [36] para el análisis de modelos lineales de efectos mixtos.

				Cabe resaltar que, para el cumplimiento de los supuestos del modelo lineal, se ejecutaron pruebas de hipótesis de normalidad e igualdad de varianzas antes de llevar a cabo el ANOVA. Asimismo, se efectuó una revisión visual de los supuestos basados en las gráficas de residuales vs. valores ajustados, Q-Q normal de residuales, ubicación extendida y residuales vs. valor de palanca para cada nivel de los factores.

				VI. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

				A.	Uniformidad de la ubicación de las marcas fluorescentes

				Para comprobar la uniformidad de la posición de las marcas fluorescentes en las denominaciones de interés, primeramente, se representó en diagramas de cajas los datos para las coordenadas en x y y. Estas se muestran en la Fig. 6(a) para las muestras de dos mil colones y en la Fig. 6(b) para las de diez mil.
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				Fig. 5. Montaje experimental del billete en espectrómetro de fluorescencia PerkinElmer FL 8500.

			

		

		
			
				λponderada ≡ ∫λP(λ)dλ

				 ∫λP(λ)dλ
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				En el caso de las muestras de dos mil colones, como se observa en la Fig. 6(a), los promedios y las varianzas parecen homogéneas en ambas posiciones de referencia A y B. Además, no se evidencia presencia de datos anómalos en ninguno de los niveles de circulación. No obstante, para las mediciones de la posición en x y y con una circulación moderada, se observa cierto sesgo hacia valores más altos, dado que la posición de la media es más cercana al tercer cuartil. Caso contrario se presenta en la coordenada x para los billetes de menor circulación, donde el sesgo es hacia valores más bajos, dado que la media se acerca al primer cuartil. 

				Por otra parte, para las muestras de diez mil colones, como se presenta en la Fig. 6(b), los promedios no parecen homogéneos para la posición en x, tanto en la esquina inferior izquierda como en la derecha. En estos casos, las muestras con una circulación 

				menor muestran un valor en x más grande que en las circulaciones moderadas y mayores. En el caso de la coordenada y, los billetes con mayor circulación exhiben un promedio menor en comparación con los otros niveles. Además, se presentan valores atípicos en la posición x y y de la esquina inferior izquierda, así como en la posición x de la esquina inferior derecha. Estos pueden deberse a irregularidades durante los procesos de impresión o corte de los billetes en su fabricación.

				Ahora bien, para determinar estadísticamente si la posición de las marcas fluorescentes es homogénea, se realizó un ANOVA de un solo factor en ambas denominaciones. Al aplicar la prueba de normalidad de Shapiro-Wilk y la prueba de igualdad de varianzas de Levene, se obtuvieron valores p muy por encima del nivel de significancia, de manera que es adecuado aplicar un ANOVA.
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				Fig. 6. Diagramas de caja de las posiciones (x,y) de la marca fluorescente en billetes de (a) dos mil y (b) diez mil colones.

			

		

		
			
				(a)

			

		

		
			
				(b)

			

		

	
		
			
				Ruiz-Vásquez, montero-ZELEDÓN: Diseño experimental para analizar marcas de seguridad fluorescentes...	9

			

		

		
			
				CUADRO III

				RESULTADOS DEL ANOVA DEL FACTOR TEMPORAL PARA LA POSICIÓN DE LA MARCA FLUORESCENTE EN LA ESQUINA INFERIOR IZQUIERDA (A) E INFERIOR DERECHA (B)

			

		

		
			
				
					Denominación

				

				
					Posición

				

				
					Eje

				

				
					Valor p

				

				
					Promedio

				

				
					Incertidumbre

					(k = 2) / mm

				

				
					Dos mil colones

				

				
					A

				

				
					x

				

				
					0.771

				

				
					66.54

				

				
					0.65

				

				
					y

				

				
					0.360

				

				
					28.30

				

				
					0.53

				

				
					B

				

				
					x

				

				
					0.736

				

				
					80.90

				

				
					0.90

				

				
					y

				

				
					0.342

				

				
					28.19

				

				
					0.57

				

				
					Diez mil colones

				

				
					A

				

				
					x

				

				
					0.226

				

				
					73.88

				

				
					0.65

				

				
					y

				

				
					0.376

				

				
					27.88

				

				
					0.52

				

				
					B

				

				
					x

				

				
					0.185

				

				
					89.14

				

				
					0.87

				

				
					y

				

				
					0.418

				

				
					27.73

				

				
					0.55

				

			

		

		
			
				Los resultados del ANOVA se observan en el CUADRO III. En este, se resumen los valores p obtenidos para las coordenadas (x,y) de las marcas fluorescentes. Para la comparación entre medias de las posiciones en x, y y de la marca fluorescente, se utilizó el factor circulación con el fin de observar si existen diferencias significativas entre los grupos.

				Dado que el valor p en todos los casos es mayor que el nivel de significancia de 0.05, no hay suficiente evidencia estadística para afirmar que las medias de cada tiempo de circulación sean distintas. Por este motivo, puede deducirse mediante las pruebas de hipótesis que la ubicación de las marcas fluorescentes es uniforme para ambas denominaciones de interés. De esta forma, es posible determinar un promedio mancomunado de todos los valores medidos, debido a que son estadísticamente iguales. Además, para validar el modelo de regresión lineal empleado en el ANOVA, se verificó los supuestos de normalidad, igualdad de varianza e independencia de los residuos de forma gráfica, por lo que las conclusiones extraídas son válidas y confiables a nivel estadístico.

				Cabe resaltar que, en la incertidumbre expandida del CUADRO III, no se toman en cuenta las fuentes de incertidumbre debido al software ImageJ, ya que sus aportes no son significativos. Por consiguiente, únicamente se consideraron las incertidumbres por resolución, posicionamiento del origen y repetibilidad en el análisis de incertidumbres. De igual forma, se empleó un factor de cobertura de k = 2 para reportar la incertidumbre expandida, correspondiente a una distribución normal con un nivel de confianza del 95.45 %. La coordenada que presentó mayor incertidumbre fue la posición en x de la esquina inferior derecha de la denominación de dos mil colones, con un valor de (80.90 ± 0.90) mm. En cambio, la que presentó menor incertidumbre corresponde a la posición y de la esquina inferior izquierda de la denominación de diez mil colones, con un valor de (27.73 ± 0.52) mm. En todos los casos, la repetibilidad fue la principal fuente de incertidumbre.

				B.	Homogeneidad espectral de las marcas fluorescentes

				Como estudio exploratorio de las variables de respuesta analizadas, en la Fig. 7, se muestran los histogramas para la longitud de onda de máxima emisión, la longitud de onda ponderada y la intensidad de emisión máxima para cada denominación.
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				Fig. 7. Comparación de histogramas de las variables de respuesta para las muestras de dos mil y diez mil colones.
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				Para las muestras de dos mil colones, como se observa en la Fig. 7, la longitud de onda de máxima emisión presenta dos máximos de frecuencia principales, lo cual se evidencia por la densidad de Kernel. Una de las modas se encuentra en el intervalo de (500 – 525) nm y la otra en el intervalo de (600 – 625) nm, por lo que es clara la no normalidad de los datos. La longitud de onda ponderada posee una distribución más simétrica, leptocúrtica con una moda en el intervalo de (536 – 539) nm y con valores atípicos en ambos extremos. Por su parte, la intensidad máxima de emisión presenta una densidad de Kernel que tiende a ser platicúrtica, con una moda en el rango de (15 000 – 20 000) cps. Además, se evidencia un sesgo hacia la derecha, el cual está relacionado con la presencia de valores anómalos en el extremo superior. 

				En relación con las muestras de diez mil colones, como se visualiza en la Fig. 7, la longitud de onda de máxima emisión exhibe una distribución multimodal: una moda en el intervalo de (525 – 550) nm y la otra en el intervalo de (600 – 625) nm, de forma similar a las muestras de dos mil colones. Para la longitud de onda ponderada, se visualiza una distribución leptocúrtica con una moda en el rango de (542 – 545) nm. Respecto a la intensidad de emisión máxima, el histograma muestra una distribución con sesgo hacia la derecha y con una moda en el rango de (10 000 – 15 000) cps.

				Antes de analizar los efectos de los factores de interés sobre 

				las variables de respuesta, se verificó la normalidad de los datos y la igualdad de varianzas considerando los factores de interés. Mediante la prueba de Shapiro-Wilk bajo un nivel de confianza del 95 %, se comprobó que los datos de cada grupo (circulación × región) siguen una distribución normal para las variables λponderada e INTmáx.. Aun así, para λmáx., se observó que algunos de los grupos no cumplen el criterio de normalidad en ambas denominaciones. Asimismo, la totalidad de los datos de cada variable de respuesta no siguen una distribución normal, como se mostró en la Fig. 7, lo cual podría indicar que los diferentes grupos poseen medias diferentes. Por otra parte, la suposición de homogeneidad de varianzas se cumple en todas las variables de respuesta de ambas denominaciones. Para ello se aplicó la prueba de Levene para un nivel de confianza del 95 %.

				Dado el cumplimiento de los supuestos del ANOVA para los residuos del modelo, en el CUADRO V, se sintetiza los resultados del ANOVA de efectos mixtos aplicado a cada variable de respuesta. En este, se muestran los valores p obtenidos para cada variable, desglosados por los factores de interés. Los valores p que indican resultados significativos a una significancia observada menor a 0.05 están resaltados con un asterisco (*), mientras que aquellos con una significancia observada entre 0.05 y 0.10 están marcados con una daga (†).

			

		

		
			
				Los resultados presentados en el CUADRO V revelan variaciones significativas en las variables de respuesta bajo diferentes factores del diseño experimental. En particular, se observa que para el factor región (B), se obtuvo valores p menores a 0.05 para λponderada e INTmáx. en la denominación de dos mil colones, pero únicamente en λmáx. para la denominación de diez mil colones. Esto implica que las diferencias en las medias de las variables de respuesta son lo suficientemente grandes y, debido a ello, existe suficiente evidencia estadística para concluir que el factor posición tiene un impacto importante sobre dichas respuestas.

				Ahora bien, si se modificara el nivel de significancia a 0.10, el factor región podría resultar significativo para todas las variables de respuesta en ambas denominaciones. Este ajuste 

				reduce el nivel de confianza del 95 % al 90 %, lo que implica un mayor riesgo de rechazar la hipótesis nula cuando en realidad es verdadera (aumento del error tipo I). Sin embargo, este cambio también incrementa la sensibilidad del análisis, aumentando la probabilidad de detectar diferencias estadísticamente significativas si están presentes. En este contexto, el factor región podría ser significativo en aquellas variables de respuesta cuyos valores p se encontraban previamente cercanos al límite de significancia. Esta modificación permite considerar relevantes los efectos que, bajo un nivel de significancia más estricto, no habrían alcanzado el umbral.

				En cuanto al factor de circulación y la interacción entre factores (A:B), se muestra que no son significativos en ninguna de las variables de respuesta de ambas denominaciones. 

			

		

		
			
				CUADRO V

				RESULTADOS DEL ANOVA PARA EL DISEÑO FACTORIAL EN CADA VARIABLE DE RESPUESTA ANALIZADA

			

		

		
			
				
					Denominación

				

				
					Variable

				

				
					Tiempo de circulación (A)

				

				
					Valor p por factor

					Región (B)

				

				
					A:B

				

				
					Dos mil colones

				

				
					λmáx.

				

				
					0.342

				

				
					0.055†

				

				
					0.606

				

				
					λponderada

				

				
					0.128

				

				
					0.020*

				

				
					0.214

				

				
					INTmáx.

				

				
					0.521

				

				
					0.010*

				

				
					0.913

				

				
					Diez mil colones

				

				
					λmáx.

				

				
					0.580

				

				
					0.002*

				

				
					0.594

				

				
					λponderada

				

				
					0.290

				

				
					0.071†

				

				
					0.726

				

				
					INTmáx.

				

				
					0.802

				

				
					0.084†

				

				
					0.866
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				Por lo tanto, no hay suficiente evidencia estadística para afirmar que el factor temporal produce un efecto en la intensidad y longitud de onda de emisión. 

				Esto implica que las medias de las variables de respuesta son estadísticamente iguales a lo largo de los diferentes tiempos de circulación.

				Ahora bien, los resultados del ANOVA muestran que el factor región es estadísticamente significativo en gran parte de las variables de respuesta, considerando un nivel de confianza del 

				95 %. No obstante, resulta pertinente explorar cómo varían los niveles entre sí mediante comparaciones post-hoc con el método de Tukey, para identificar diferencias específicas que podrían tener implicaciones prácticas en el estudio de ambas denominaciones. Las comparaciones post-hoc para el factor región se resumen en el CUADRO VI. Los niveles que no comparten una letra difieren significativamente en cada variable analizada, indicando diferencias en intensidad y longitud de onda en función de la región para ambas denominaciones de billetes.

			

		

		
			
				CUADRO VI

				AGRUPACIÓN BASADA EN COMPARACIONES POST-HOC DE TUKEY PARA EL FACTOR REGIÓN EN AMBAS DENOMINACIONES CON UN NIVEL DE CONFIANZA DE 95 % 

			

		

		
			
				
					Denominación

				

				
					Región

				

				
					λmáx.

				

				
					λponderada

				

				
					INTmáx.

				

				
					Dos mil colones

				

				
					A

				

				
					Δ

				

				
					Δ

				

				
					Δ

				

				
					B

				

				
					Δ

				

				
					Δ Γ

				

				
					Δ Γ

				

				
					C

				

				
					Δ

				

				
					Γ

				

				
					Γ

				

				
					Diez mil colones

				

				
					A

				

				
					Ψ

				

				
					Ψ

				

				
					Ψ

				

				
					B

				

				
					Ψ

				

				
					Ψ

				

				
					Ψ

				

				
					C

				

				
					Ω

				

				
					Ψ

				

				
					Ψ

				

			

		

		
			
				En el caso de la longitud de onda de máxima emisión para la denominación de dos mil colones, todas las regiones son estadísticamente iguales. Para la longitud de onda ponderada, la región A muestra diferencias significativas con la región C, aunque la media de la región B se puede considerar equivalente a las regiones A y C. Respecto a la intensidad máxima de emisión, las medias en las regiones A y C son estadísticamente diferentes entre sí. Para la denominación de diez mil colones, las regiones A y B son estadísticamente iguales para la longitud de onda máxima, pero la región C difiere de ambas. En cuanto a la longitud de onda ponderada y la intensidad máxima, no se encontraron diferencias estadísticas entre las regiones. Estas diferencias en intensidad y longitud de onda entre las regiones sugieren que la posición de medición dentro del billete podría jugar un papel relevante en su autenticación y control de calidad, proporcionando una base para futuros estudios que busquen optimizar estos métodos con la integración de modelos de aprendizaje automático e inteligencia artificial.

				VII.	CONCLUSIONES

				En este trabajo, se ha analizado la homogeneidad de las características de seguridad fluorescentes de las denominaciones de dos mil y diez mil colones. Mediante el análisis estadístico de la posición de la marca fluorescente principal, se concluye que no hay diferencias significativas entre los distintos tiempos de circulación. Esto indica que la ubicación de las marcas fluorescentes es homogénea, lo que contribuye a establecer un estándar confiable para la autenticación de estas denominaciones. La incertidumbre 

				expandida en las mediciones fue aceptable, aunque se identificaron diferencias en la precisión entre las posiciones x y y.

				Mediante la espectrofluorimetría y el análisis estadístico, se mostró que las longitudes de onda de máxima emisión y ponderada, así como la intensidad de emisión máxima, presentan distribuciones diferentes en ambas denominaciones. Ninguna de las variables de respuesta se asemeja a una distribución normal. En cuanto al diseño experimental, se evidencia que el factor región tiene un efecto significativo en gran parte de las variables de respuesta de ambas denominaciones. En consecuencia, se resalta la importancia de considerar la región de medición al evaluar las características fluorescentes de los billetes. La interacción de la región con el factor temporal resultó ser no significativa para las variables de respuesta de ambas denominaciones. Asimismo, el factor circulación no es significativo, por lo que no hay diferencias en las características espectroscópicas con distintos tiempos de circulación de los billetes. Esto sugiere que las capas protectoras del billete son eficaces para evitar la degradación de las tintas fluorescentes.

				Asimismo, este estudio proporciona una base para el control de calidad de las denominaciones analizadas, al establecer de forma estadística que las propiedades fluorescentes son confiables y homogéneas. Los resultados indican que es posible aplicar la espectroscopía para la autenticación de los billetes. Esto podría fortalecer las estrategias de seguridad en el manejo de efectivo, así como en la identificación de falsificaciones. Finalmente, se sugiere realizar estudios adicionales para las demás denominaciones, además de una evaluación más profunda de las condiciones de almacenamiento y manejo que podrían afectar las características 
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				fluorescentes. Igualmente, resultaría importante considerar otras variables de respuesta de interés, como la intensidad de emisión percibida por el ojo humano, o desarrollar técnicas que permitan autenticar de forma automatizada a partir de las características espectroscópicas de los billetes. 
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