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2 A. PIEDRA

Resumen

El objetivo de este articulo de revisién es sintetizar y exponer, de forma de-
tallada, la técnica de especializaciéon de curvas. Especificamente, revisamos
y analizamos ejemplos clave sobre como ciertas curvas de grado 4 y género
aritmético 0 (parametrizadas por el esquema Hilb*"*!(P?)) pueden transfor-
marse o degenerar a otras curvas. Se detalla el procedimiento de calculo
computacional, ilustrado con el apoyo del software Macaulay2. Finalmente,
se evalta la utilidad de las especializaciones para describir explicitamente y
clasificar las componentes irreducibles de los esquemas de Hilbert y sus co-
rrespondientes variedades de Chow. La técnica de especializaciéon de familias
de curvas se ha consolidado como un método poderoso y riguroso en geome-
tria algebraica. Al proveer un diagrama de estratificacién bien definido, esta
herramienta permite, consecuentemente, alcanzar una clasificaciéon precisa
de las curvas y comprender la conectividad de las componentes del esquema
de Hilbert.

Palabras clave: variedad de Chow; especializacion; esquema de Hilbert.
Abstract

The objective of this review article is to synthesize and present, in a detailed
manner, the technique of specialization of curves. Specifically, we review
and analyze key examples on how certain curves of degree 4 and arithmetic
genus 0 (parametrized by the Hilbert scheme Hilb*"*'(P?)) can transform or
degenerate into other curves. The computational calculation procedure is de-
tailed and illustrated through the use of the Macaulay?2 software. Finally, the
utility of specializations for explicitly describing and classifying the irreduc-
ible components of Hilbert schemes and their corresponding Chow varieties
is evaluated. The technique of specialization of families of curves has estab-
lished itself as a powerful and rigorous method in algebraic geometry. By
providing a well-defined stratification diagram, this tool allows for a pre-
cise classification of curves and an understanding of the connectivity of the
components of the Hilbert scheme.

Keywords: Chow variety; specialization; Hilbert scheme.

Mathematics Subject Classification: Primary: 14H50, 14H10; secondary: 14D06,
52-08.

1. INTRODUCCION

Las familias de curvas aparecen con frecuencia en distintas areas de las mate-
maéticas, y el estudio de ellas juega un papel especial que conlleva a la solucién
de problemas o a la descripcién de nuevos objetos. Por ejemplo, en calculo, las
familias de curvas de nivel sirven para describir la grafica de una funcién de va-
rias variables; en teoria de nimeros, las curvas elipticas sobre campos de nimeros
surgen en familias parametrizadas, y estudiar sus especializaciones permite anali-
zar reduccién de curvas médulo p; en sistemas dinamicos algebraicos, las familias
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de curvas aparecen al estudiar espacios de soluciones de ecuaciones diferenciales
algebraicas. Ahora bien, estudiar el comportamiento de las familias de curvas en
geometria algebraica es fundamental, pues permite entender cémo varian las curvas
cuando cambian ciertos pardametros y qué propiedades se conservan o se modifi-
can en ese proceso. En el caso de los espacios de moduli de curvas, nos ayudan
a comprender su estructura, a clasificar las curvas parametrizadas y a construir
compactificaciones de estos espacios.

Hay muchos trabajos de investigacién que han usado la técnica de especiali-
zacién para obtener resultados interesantes. En [22], Piene y Schlessinger usaron
especializaciones para estudiar el cierre de la érbita de las ciibicas alabeadas, bajo
la accién de PGL, sobre P3. Demostraron que la especializacién de una ciibica no
singular conduce a curvas degeneradas (como la unién de una cénica y una recta
secante) con puntos incrustados en los nodos para que el limite sea plano en el
esquema de Hilbert, lo cual fue crucial para probar la conexidad e irreducibilidad
de este esquema. Nollet [19] utilizé especializaciones para construir trayectorias
de degeneraciones que conectan curvas muy diferentes (no singulares, singulares,
reducidas y no reducidas) dentro de la misma componente del esquema de Hilbert.
Con esto demuestra que el esquema de Hilbert de curvas localmente Cohen Macau-
lay de grado 3 y género g, es conexo y ademds, encuentra todas las componentes
irreducibles del esquema.

Seis afios mds tarde, Nollet y Schlessinger [20] aplicaron la técnica de espe-
cializacién para probar que el esquema de Hilbert de curvas localmente Cohen
Macaulay de grado 4 y género g, también es conexo. El estudio de las degene-
raciones planas les permitié distinguir las distintas componentes irreducibles del
esquema, mostrando cémo las cudrticas no singulares se especializan en uniones
de rectas y cénicas, donde la dimensién y la geometria de la curva limite depen-
den de las estructuras incrustadas que aparecen. Las posibilidades para el género
g [16, Fig. 4], para curvas de grado 3 y grado 4 son g = {..,-3,-2,-1,0,1} y
g={...,-3,-2,-1,0,1, 3}, respectivamente.

En [15], el autor hace una recopilacién de esquemas de Hilbert de curvas de
grado bajo en P3, y siguiendo el espiritu de [19] y [22], usa especializaciones para
identificar las curvas no reducidas con puntos incrustados que aparecen en el cierre
de las componentes de curvas no singulares. En [2], los autores usan especializa-
ciones de forma maés especializada para estudiar el esquema de Hilbert de un par
de subespacios lineales de codimensién 2 en P*, para n > 3. Demostraron cémo la
especializacién de dos subespacios disjuntos a subespacios que se intersectan re-
sulta en una degeneracién plana no reducida, cuyo soporte geométrico es singular
pero cuya estructura algebraica mantiene la planitud requerida.

Este manuscrito de revisiéon se centra en la literatura que aborda la compo-
nente irreducible del esquema Hilb*"*!(P?), que parametriza curvas de grado 4 y
género aritmético 0 en P?. La bibliografia existente ha revelado la rica y compleja
estructura de este esquema, con especial atencién a las multiples componentes que
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4 A. PIEDRA

corresponden a diferentes tipos de curvas. Las referencias clave que proporcionan
un andlisis profundo de la geometria de estos esquemas son [20], [23], [17] v [1].

Por otro lado, una variedad de Chow C,4(P") parametriza los ciclos algebraicos
efectivos de dimensién r y grado d contenidos en P". Mientras que los esquemas de
Hilbert utilizan el polinomio de Hilbert para distinguir estos objetos, las variedades
de Chow usan un enfoque alternativo basado en la forma Chow (o funcién Chow).
Estas variedades estan estrechamente relacionadas con los esquemas de Hilbert,
ya que, aunque parametrizan objetos distintos, son birracionalmente equivalentes;
es decir, son esencialmente el mismo espacio desde una perspectiva de la geome-
tria birracional. Esto las convierte en herramientas duales e indispensables en la
geometria algebraica enumerativa y la teoria de interseccién.

La motivacion del presente articulo va en la direccién del trabajo que se hizo
en [21]. En él se obtuvo la compactificacién (mediante especializaciones) completa
de dos componentes de la variedad de Chow C;3(P*) [21, Figura 2 y Figura 3], que
parametriza 1—ciclos de grado 3 en P3, asf como algunas propiedades topoldgicas
de esta variedad. El trabajo crucial para obtener tal compactificacién fue la pre-
sentacion de los diagramas de estratificacién de las correspondientes componentes
de la variedad C;3(P3) en los respectivos esquemas de Hilbert, y el uso del morfis-
mo birracional Hilbert-Chow [18, pdg. 5.10]. El autor piensa que serfa interesante
estudiar el caso de la variedad C;4(P?), que parametriza 1—ciclos de grado 4 en
P3. Para tal caso es necesario presentar las estratificaciones de las corresponientes
componentes C; — Cy7 en los esquemas Hilb*"*+1-¢(P3), donde g=-3,-2,-1,0,1,3,
y usar el morfismo Hilbert-Chow para poder obtener la compactificaciéon de esta
variedad. Esto justifica el interés por tratar con curvas de grado 4 en el presen-
te articulo. En la literatura se sabe que la variedad de Chow C;4(P?) contiene 7
componentes irreducibles, esto es,

Ci14(P)=CLUC,UC3UC4UCsUCs U Cr,

donde los puntos genéricos de estas componentes son una curva cudrtica plana,
una curva racional de grado 4, una curva eliptica de grado 4, una curva cibica
plana y una recta disjunta, dos curvas cuadricas disjuntas, una curva cuddrica y
dos rectas disjuntas, y 4 rectas disjuntas, respectivamente.

A manera de ejemplo y motivacién trabajaremos en la componente irreducible
del esquema Hilb*"*!(P?) correspondiente a la componente Cy; es decir, en la com-
ponente que parametriza una cubica plana no singular unién disjunta una recta.
Denotaremos a esta componente por Ho(CL L, 3). Esto justifica el interés por tratar
con las especializaciones de curvas que aparecen en la Figura 1. En [24] se puede
consultar mas acerca de las variedades de Chow y familias de ciclos.

El desarrollo central de este articulo de revisién esta dado en tres secciones,
que a modo de resumen contienen lo siguiente: en la seccién 2 se exponen las
definiciones esenciales acerca del esquema de Hilbert, el concepto de especializa-
cién, asi como una breve explicacion sobre los limites de curvas. En la seccion

Rev.Mate. Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 33(1): 1-20, Jan — Jun 2026



ESPECIALIZACIONES DE FAMILIAS DE CURVAS DE GRADO 4 ... 5

3 se presentan paso a paso ejemplos de especializaciones de curvas de grado 4,
usando coordenadas afines x,y y z de A3. En la seccién 4 se comenta acerca de
los cédlculos computacionales (usando Macaulay2) que se necesitan en el proceso
de especializacion de curvas, como el polinomio de Hilbert de las curvas, la des-
composicion primaria de los ideales limites, la verificacién de la planitud de las
familias de curvas, por mencionar algunos. A lo largo de este trabajo K serd un
campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

2. LAS DEFINICIONES

Las siguientes son las definiciones basicas que se requieren para lo que resta de
este articulo.

Definicién 1. Sea X un espacio topoldgico. Dados cualesquiera x,y € X. Decimos
que y es una especializacion de x (o x especializa a y) en X si y estd en la cerradura
{x}, y denotamos esto por x — y.

Un objeto algebraico que resulta de manera natural cuando especializamos
curvas es el de componente incrustada, y lo que sigue va en la direcciéon de explicar
y definir este concepto.

De acuerdo con [7], la definicién se entiende mejor en el contexto de un esquema
afin X = SpecK|[xy,...,x,]/I, donde K[xi,...,x,] es el anillo de polinomios en las
variables xi, ..., x,, con coeficientes en K e [ es un ideal de K[xy, ..., x,]. El conjunto
de puntos del esquema X se identifica con los ideales primos p C K[x,..., x,] que
contienen a I. Asi, las componentes irreducibles de X se corresponden con los ideales
primos minimales de K[xy,...,x,]. Un punto p de X es un punto asociado de X si
es un ideal primo asociado del ideal nulo (0) C X. Estos puntos asociados codifican
toda la informacion sobre la estructura no reducida del esquema. De esto se sigue
la siguiente definicién.

Definicién 2. Un punto asociado p de X es un punto incrustado (o punto asociado
incrustado) si no es un punto genérico de una componente irreducible de X. En
términos de ideales primos, un punto incrustado es un ideal primo asociado p del
anillo de coordenadas Kl[x, ..., x,]/I del esquema X, que no es minimal. Es decir,
es un ideal primo que contiene estrictamente a otro ideal primo asociado q.

Se sigue la siguiente definicién.

Definicién 3. La componente incrustada asociada al punto incrustado p es la sub-
variedad cerrrada definida por el ideal primo incrustado p:

Z(p)={qeX:pCaql

Rev.Mate. Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 33(1): 1-20, Jan — Jun 2026



6 A. PIEDRA

Geométricamente, una componente incrustada es un subesquema cerrado cuya
estructura subyacente (su soporte) estd estrictamente contenida en el soporte de
otra componente de X de mayor dimensién. La componente incrustada lleva consigo
la estructura extra de los elementos nilpotentes en el anillo local; esto marca la
diferencia entre la componente irreducible que la contiene.

Ahora bien, la construccién del esquema de Hilbert requiere parametrizar fami-
lias planas de curvas. En ese sentido, un esquema de Hilbert es una compactifica-
cion, esto es, incluye todas las especializaciones (o limites planos) de configuracio-
nes dadas de curvas. Es decir, si tenemos una familiaC — S (donde S = S pec(K[t]))
de curvas en el espacio proyectivo P", el limite de la familia de subesquemas cerra-
dos {C;}/z0es en el sentido del esquema de Hilbert estd definido por el limite ideal

}1’_1;18 I(C[) = I(CHilb)’

donde Cyjj es la fibra especial del esquema cerrado C € P" X §. Por la completitud
del esquema de Hilbert, el limite Cg;; siempre existe.

A menudo, la curva limite Cgi en el sentido de Hilbert no siempre coincide
con la curva limite geométrica esperada Cp, atin cuando ambas tienen el mismo
soporte. En efecto, consideremos una familia de curvas proyectivas {C;};es obtenida
a partir de incrustaciones ¢, : C — P", donde C es una curva abstracta no singular
fija de género g. Cuando 7 # 0, la aplicacién ¢, es un incrustamiento, entonces la
curva imagen C; = ¢;(C) es no singular, y su género aritmético p,(C,) coincide con
su género geométrico g. Luego, si t = 0, la aplicacién ¢q es solo birracional y no un
incrustamiento (pues no es un isomorfismo local en los puntos singulares de Cp),
lo que significa que Cy = ¢o(C) es una curva singular (posiblemente con nodos o
ctspides). Si la curva geométrica Cy es singular, su género aritmético p,(Co) puede
ser estrictamente mayor que g. Por lo tanto, si p,(Co) > g, la curva geométrica Co
no puede ser la fibra especial Cyjy;, del limite de Hilbert, dado que este limite debe
ser tal que p,(Cgin) = g (el valor constante de la familia C;).

En resumen, el limite de una familia de curvas en el sentido del esquema de
Hilbert esta forzado a preservar el polinomio de Hilbert de las curvas generales,
y lo hace anadiendo estructuras incrustadas y nilpotentes en el limite, lo que lo
obliga a diferir de la curva geométrica singular esperada.

Asi, para exhibir una familia plana, la condicién necesaria es la constancia del
polinomio de Hilbert de las fibras [13, Teorema II1.9.9]. Esto es suficiente si la fibra
especial es Cohen-Macaulay [5, Teorema 23.1], un criterio utilizado comtinmente
en la geometria algebraica computacional.

Por otro lado, dos curvas en P3 son proyectivamente equivalentes si una se
obtiene como la imagen de la otra bajo la accién de PGLy4. Una drbita es el conjunto
de todas las curvas que son proyectivamente equivalentes; es decir, es una clase
de equivalencia proyectiva. Definimos un estrato como el espacio de curvas en el
esquema Hilb®*1=8(P3) que consiste de puntos que parametrizan todas las curvas
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en una orbita. En estos términos, decimos que una érbita B es una especializacion
de la érbita A si existe una familia de curvas en A cuyo limite es una curva en B. En
este caso, también decimos que una curva C en la érbita B es una especializacién
de las curvas de la érbita A. Un diagrama de estratificacion es un diagrama en
el que se indica la dimensién de cada estrato asi como también las relaciones de
inclusién bajo cerradura.

En la siguiente seccién se exponen ejemplos explicitos de especializaciones
de curvas.

3. ALGUNOS EJEMPLOS DE ESPECIALIZACIONES DE CURVAS EN EL ESQUEMA
HILB4m+1 (P3)

El esquema Hilb*"*!(P3) parametriza curvas cuyo polinomio de Hilbert es p(m) =
4m + 1, esto es, curvas de grado 4 y género aritmético 0, en el espacio proyectivo
P3. Recordemos que el género més alto para una curva no singular de grado 4
en P? es 3, y no existen curvas no singulares de grado 4 y género 2, [13, Pagina
354], [16]. Por tanto, si la curva es de grado 4, entonces los géneros posibles para
ella son: ...—3,-2,-1,0,1, 3.

Dos componentes irreducibles del esquema Hilb*™*!(P?) son Ho(C U L,3) y
H(4,0), cuyos miembros generales son la union disjunta de una cubica plana C
y una linea recta L; y curvas cudrticas racionales, respectivamente [20]. En nues-
tra notacién, en Hco(C U L,3) y H(4,0) se permiten curvas con puntos incrustados.

Para los siguientes ejemplos, las especializaciones de curvas ocurren en la com-
ponente Ho(C U L,3), v x,y ¥ z son coordenadas afines de A®. El interés por pre-
sentar especializaciones de cubicas nodales recae en que una ciibica nodal es el
modelo simple singular de una degeneraciéon de una curva eliptica, y su estudio
es importante en varios contextos. Por ejemplo, es el modelo tipico para enten-
der la resolucién de singularidades [27, Pégina. 100], [25]; es el ejemplo ideal para
introducir conceptos como deformacion, especializacién, familias de curvas, fibra
genérica y especial, [14], [10]. En conclusién, la curva cibica nodal es un laborato-
rio perfecto para aplicar ideas fundamentales de la geometria algebraica moderna,
con un ejemplo concreto y visualmente accesible.

El interés de exponer ejemplos de curvas con puntos incrustados es crucial,
pues con ello es posible garantizar la propiedad més importante de los esquemas de
Hilbert: la compacidad (o completitud). Es posible ver que estas componentes in-
crustadas surgen de manera natural en el proceso de especializacion y actian como
un tipo de memoria algebraica de cémo se produjo la especializacién, absorbiendo
parte de la multiplicidad que se pierde en la estructura geométrica subyacente.

Aunque todos los resultados son vélidos sobre cualquier campo K algebraica-
mente cerrado de caracteristica cero, para fines de visualizacion e interpretacién,
los siguientes ejemplos se consideran sobre el campo de los nimeros complejos C.
La notacién C* significa C — {0}.
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8 A. PIEDRA

Ejemplo 3.1. Sea la curva C’ dada por la interseccion en tres puntos de una cibica
nodal C’ y una recta L' con puntos incrustados de multiplicidad 1 en las inter-
secciones. Entonces C’ se puede degenerar a: (I) la interseccién en 2 puntos de
una ctbica nodal y una recta, con puntos incrustados en las intersecciones, uno
de multiplicidad 1 y otro de multiplicidad 2; (IT) la interseccién en tres puntos de
una curva cuspidal y una recta, con puntos incrustados de multiplicidad 1 en las
intersecciones; y (III) la interseccién en 3 puntos (con puntos incrustados en dos
de ellos) de una cénica singular (con un punto incrustado en el punto singular)
y una cénica no singular. Los puntos incrustados son de multiplicidad 1. En la
Figura 1, los puntos remarcados indican puntos incrustados en las intersecciones
y el niimero junto a ellos, su multiplicidad.

Solucion: Para la especializacién [(C')—(I)] consideramos a la curva C’ dada por
el ideal I(C') = (z,y* = X*(x+ 1D))N(z,2y=3x=3)N(x+1,y,2) N (x=3,y—6,22) N (4x +
3,8y — 3,7%). La descripcién geométrica de cada ideal (en el plano z = 0) en I(C’)
es la siguiente: una cénica nodal; una recta; puntos incrustados de multiplicidad 1
en las intersecciones (-1, 0, 0), (—%, %, 0) v (3,6,0), respectivamente.

Para lograr la especializacién deseada vamos a dirigir en familia la recta 2y—3x—
3 =0alarectay = 0. Para esto consideramos la familia de rectas {2y = t(3x+3)},ec,
para cuando f = 1 — 0. Enseguida, necesitamos conocer los puntos de interseccién
para cada ¢ de la recta 2y = #(3x + 3) con la cibica nodal y* — x*(x + 1) = 0. Esto se
consigue resolviendo la ecuacién

4% + (4 - 92)x% — 18°2x - 972 = 0. (3.1)

Es claro que cuando x = -1, la ecuacién 3.1 siempre se cumple para todo f.
Asi, tenemos que
45 + (4 - 9)x> — 1877 x — 97 = (x + D)(4x* = 9%x - 97%) = 0.

Al resolver la ecuacién cuadrética resultan las soluciones

e 3rV9r2 + 16 + 972 v x= =3t V92 + 16 + 972
- 8 B 8 '

Por tanto, para todo ¢, las intersecciones de la ciibica nodal y la recta 2y = t(3x+3)
son las siguientes:

3tV +16 + 92 92 V92 + 16 + 278 + 24:)
b y
8 16

(_1’ 0)’ (

[—3: Vo2 +16 +92 —92 V92 + 16 + 2783 + 341‘]
8 ’ 16 :
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—_
)

-1

=2 1

(I) (1) (I11)

Figura 1: Especializaciones de la curva C’.

Entonces, consideramos la familia de curvas dada por la familia de ideales
IC) =(z,y* = X(x+ 1) N (2, 2y — 1Bx + ) N (x + 1,y,2%)
N (8x = 3t V92 + 16 — 92, 16y — 972 V922 + 16 — 277 — 241, 7%)

N (8x + 31 V92 + 16 — 972,16y + 972 V972 + 16 — 277 — 241, 7%).

Cuando ¢ — 0 en la familia I(C}), resulta el ideal limite deseado I(Cj), con
descomposicién primaria

I(C) = (2, + X =y) N () NG, 25 0) N, x+ 1,2).
La presencia de los ideales (y,z%, x*) y (, x+1,2z%) en la descripcién de I(C}) indica

que hay puntos incrustados en los puntos (0,0,0) y (-1,0,0), respectivamente. El
primero de multiplicidad 2 y el segundo de multiplicidad 1.

En la Figura 2 aparece la curva C’ junto con degeneraciones especificas para
ciertos valores de t en la familia /(C}). Los puntos remarcados indican los puntos
incrustados en las intersecciones, y el nimero junto a ellos, su multiplicidad.

Para la especializacién [(C’)—(II)] iniciamos considerando la curva inicial C’ da-
da por el ideal I(C’) = (z, x3+x2—xy—y2)ﬂ(z, y=2x+1)N(x—-2- \/5), y—-3-2 \/5), 2)N
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10 A. PIEDRA

x-1Ly-1,22Nn(x -2+ V3),y - 3 +2V3),7%). Los primeros dos ideales co-
rresponden a una cubica nodal y una recta en el plano z = 0, respectivamen-
te; y los tres ultimos ideales corresponden a puntos incrustados en los puntos
2- \/§, 3-2 \/§, 0), 2+ \/§, 3+2 \/§, 0) y (1, 1,0), respectivamente. Para la especia-
lizacién vamos a intersectar la familia de ciibicas nodales {x* + tx* — txy —y> = 0} e
con la recta y = 2x — 1; es decir, vamos a resolver para x la ecuacién cibica

-+ )P+t +Hx-1=0. (3.2)
Como la ecuaciéon 3.2 siempre se cumple cuando x = 1, entonces podemos
escribirla, como
-+ +t+dDx-1=x-DX* -t+3)x+1) =0,

donde las soluciones de la ecuacion cuadratica son

a V2 +6t+5+1t+3 v ox= - V2 +6t+5+1+3
B 2 - 2 ‘

X

Por lo tanto, consideramos la siguiente familia de ideales

IC) =z, +1(x* —=xy) =y N(zy-2x+ DN (x - Ly-1,2)
NQx—Ve+6r+5-1t-3,y— V2 +61+5-1-2,7)
NQx+ Ve +61+5-1-3,y+ V2 +61+5-1-2,7%).

Cuando ¢ — 0 resulta el ideal limite I(C{) dado por la descomposicién primaria

I(Cy) =(z,x3—y2)ﬂ(z,2x—y— DNx-1,y- 1,22)N(2x + \/5—3,y+ \/5—2,22)
NnQR2x- \/5—3,)7— \/3—2,12).

Segtn la definicién 3, los ideales (x — 1,y — 1,22), 2x+ V5 -3,y + V5 -2,2) y
(2x—V5-3,y— V5-2,72) corresponden a puntos incrustasdos en las intersecciones
de la cibica y la recta. Asi, el ideal limite /(C})) es justamente la descripcién de la
curva (II) de la Figura 1. En la Figura 3 aparece la degeneracién de la curva C’
para algunos valores de t en la familia I(C}).

Para la especializacién [(C’)—(III)] consideramos a la curva C’ dada por el ideal

IC)=@X+x—xy—y)N(@Zx—-2y+1)
Nx+1Ly,2)NnM@Ax+1,8y-3,2)Nn(x-1,y-1,2.

Los objetos geométricos correspondientes a los ideales en la descripcién de I(C”)
son precisamente una ctbica nodal; una recta; puntos incrustados de multiplicidad

I en los puntos (-1,0,0), (-4, 2.0) y (1,1,0), respectivamente.
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6
5
"
3
2
1 1 1
}a\/l 1 2 3 T 2 : 71% T 1 T@T

Curva C’,1=1 =05 +=0.2 (T)= Curva limite = I(C))

Figura 2: Algunas degeneraciones de la curva C" a (I).

1
T ° 1 1
1 4
6 n 4
5 3
3 3
.
2
3 2 2
2
g1 o1 0o
.01
| 1 1 2 3 4 ec3 1 1 2 3 0 ﬂ 1 2 3 0 xl 2 3
=
Curva C’, t=1 t=05 t=02 (Il)= Curva limite = I(C;)

Figura 3: Algunas degeneraciones de la curva C" a (II).
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12 A. PIEDRA

Para exhibir la familia plana I(C;) necesitamos calcular las intersecciones de la
familia de ctibicas nodales {x* — x> — xy — 1y> = O},cc- con la recta x — 2y + 1 = 0.
Para esto tenemos que resolver la ecuacién cubica

4 + 2 - - Qt+2)x—1=0. (3.3)
Como la ecuacién 3.3 siempre se cumple para x = —1, entonces

A3+ Q2 - - Qt+Dx—t=(x+ D@ -Q2+D)x—-1) =0,

y al resolver la ecuacion cuadratica resultan las soluciones

V2 +20t+4+1+2 V2 +20t+4+1+2
X = X = N
8 Y 8
Asi, para cada t, las intersecciones son
V2 +20t+4+1+2
(—1,0),[ 3 ,Vt2+20t+4+t+10) y

V2 +20t+4+1t+2
( A 8+ T ,—\/t2+20t+4+t+10].

Entonces, consideramos la familia plana dada por la familia de ideales

IC) =z X+ —xy-)N(@x=2y+ DN (x+1,,7%)
N@Bx— V2 +20t+4—1-2,16y — V2 +20t +4 - 10— 1,2%)
NBx+ V2 +20t+4—1-2,16y+ V2 +20r + 4 — 10— 1,7%).

Cuando t — 0 en I(C)) resulta el ideal limite /(C{) dado por la descomposicién
primaria

I(Ch) = (z, ¥ +x=y)N(zZ, )N (z, x=2y+ DNQ2y— 1, x, )N (x+1,y,2)NQ2x—1,4y-3,7%).

Otra vez, por la definicion 3, los ideales (2y — 1,x,z%), (x + 1,y,22), ¥y
(2x — 1,4y — 3,7%) corresponden a puntos incrustados en las intersecciones de las
curvas. Asi, la configuraciéon geométrica de los objetos geométricos asociados con
los ideales en la descomposicién primaria de I(Cj) es justamente (III), a saber, la
interseccién en 3 puntos (con puntos incrustados en dos de ellos) de una cénica
singular (con un punto incrustado en el punto singular) y una cénica no singular.
Los puntos incrustados son de multiplicidad 1. En la Figura 4 aparece la dege-
neracion de la curva C’ para algunos valores de ¢ en la familia I(C;). Los puntos
remarcados indican puntos incrustados en las intersecciones y el ntimero junto a
ellos, su multiplicidad.
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il 1/]./ 11/1/ : - \\ J/
Zde Nl \ 1

-2 T 1 2 s 4 & v 2 4 6 3 20 1 2

- 1 i

Curva C’, t=1 t=0,5 t=0,1 (III)= Curva limite = I(C})

Figura 4: Algunas degeneraciones de la curva C’" a (III).

No es dificil ver que la dimensién del espacio de curvas del ejemplo 3.1 de tipo
C’ es 13. En efecto, dado que el soporte de la curva C’ estd en un plano IT c P3| la
dimension total se calcula de la siguiente manera:

dim(C") =dim(plano II) + dim(ctibica nodal en II)
+ dim(eleccién del punto nodal)
+ dim(direcciones tangenciales en el nodo)

+ dim(L en IT) + dim(puntos incrustados).

Primero, la dimensién del soporte geométrico de la curva C’ se calcula como

sigue.

(1)

(2)

Rev.Mate. Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 33(1): 1-20, Jan

FEleccion del plano TI: El espacio de todos los planos en P3 se parametriza
por la grassmanniana G(2,3) o equivalentemente P3. Asi, la dimensién del
espacio es 4 — 1 = 3.

Eleccion del punto nodal: Una vez elegido el plano, el nodo es un punto
singular en el plano IT = P2, Esto genera una dimensién 2.

Eleccion de las direcciones tangenciales del nodo: Dado que hay 2 direcciones
tangenciales distintas, estas ya estan determinadas por la forma de la cibica
nodal, es decir, no hay libertad de eleccién. Por tanto, la libertad de eleccion
es 0.

Eleccion de la cubica plana: Dado que la cibica nodal tiene un punto singular
fijo y dos direcciones tangentes fijas, la deformacion de la ctibica es un espacio
de dimensién 4.

Eleccion de la recta L: Si suponemos que la recta L solo depende de un grado
de libertad, entonces la dimension es 1.

Jun 2026



14 A. PIEDRA

Por lo tanto, la dimension total del soporte es 10.

Ahora, por el teorema de Bézout [13, Pédgina. 54], la interseccién de la cibica
nodal y la recta L en el plano P? debe consistir de 3 puntos. Luego, los 3 puntos
sobre la ctibica definen la posicion de la recta L, resultando un espacio de dimensién
3. Se asume que la contribucién a la dimensién por la estructura incrustada es la
libertad para deformar la recta L de manera que capture la estructura nilpotente
en cada punto. Asi pues, la dimensién total del espacio de curvas del tipo C’ es 13.

La dimensién de la familia de curvas limites I(C;) en las especializaciones
[(C)—=(D)], [(C)—-1D)], y [(C")—(III)] es 12. En efecto, para (I):

dim((I)) =dim(plano II) + dim(cibica nodal en IT)
+ dim(eleccién del punto nodal)
+ dim(direcciones tangenciales en el nodo)
+ dim(L en IT) + dim(puntos incrustados)
=3+4+2+0+1+2=12.

Para (II), tenemos:

dim((11)) = dim(plano II) + dim(ctibica ctspidal en IT)
+ dim(eleccién del punto ctspide)
+ dim(direcciones tangenciales en el singular)

+ dim(eleccién de dos puntos sobre la ciibica para la recta L)
=3+44+2+1+2=12.

La estructura incrustada (puntos de multiplicidad 1 y 2) no afiaden dimensién
adicional; sino que es la manera en que el limite plano se forma sobre el soporte
geométrico de dimensién 12.

La curva dada por (III) esta definida por la interseccién de un cono cuadrético
singular Q; y una cuddrica no singular Qy, y el resultado es una curva de grado
2 x 2 = 4. Una cuddrica (superficie de grado 2) estd definida por un polinomio
homogéneo de grado 2, por lo que resultan 10 coeficientes para el polinomio ho-
mogéneo. Esto quiere decir que la dimension del espacio de todas las cuadricas es
9. Tomando en cuenta esto, se tiene que:

dim((I1I)) =dim(cuéddrica no singular Qo) + dim(cuddrica singular Q)
+ dim(estructuras incrustadas)
=9+0+3=12.

El grado de libertad de mover una cuadrica no singular es 9. La cénica singular
también es definida por 9 parametros, pero tiene libertad de un punto singular
fijo (el vértice). Resulta que en el espacio ambiente P* la libertad de mover un
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cono estd contenida en el espacio de cuddricas. Por lo tanto, la curva resultante
de la interseccién Qp N @ se mueve con grado de libertad 9 (el de las cuddricas
no singulares) y de la eleccién de alguna otra cuddrica que force la singularidad
deseada en la curva dada por (III). Ademds, el punto incrustado en el punto
singular (el vértice del cono Q) anade un grado de libertad y los otros dos puntos
incrustados anaden una dimensién 2.

Para calcular las dimensiones de los espacios de curvas dentro del contexto
del espacio de Hilbert hay varias referencias importantes; por ejemplo en [8], [7],
[13, Capitulo 4] y [12, Capitulo 18] se da una buena introduccién a familias de
curvas, técnicas de conteo de parametros y calculo de las dimensiones locales de
las componentes de los esquemas de Hilbert.

El polinomio de Hilbert de las curvas de tipo C’, (I), (I), y (III) es p(m) = 4m+1.
Un célculo manual y un estudio profundo sobre los polinomios de Hilbert de curvas
se puede ver en [13, Capitulo 17], [5, Capitulo 13], [12, Capitulo 9] y [26].

Ejemplo 3.2. Una especializacién de una curva de tipo (IT), a saber, la interseccién
en tres puntos de una curva cuspidal, con puntos incrustados de multiplicidad 1
en las intersecciones, es la curva (II)’. Esta estd dada por una cénica y una linea
L tangente a ella, y otra recta L; (con LN L; # 0) que intersecta a la cénica en dos
puntos. Los puntos incrustados son de multiplicidad 1. La situaciéon aparece en la
Figura 5.

Solucidn: Sea M la curva dada por (IT). Consideramos a M de la forma

IM) = (2, —y)N(z 3y-Tx+HN(x—-4,y-8,22)N(x—1,y—-1,22)N(9x—4,27y+8, 2%).

Vamos a considerar la familia de ciibicas cuspidales {x*y =y + t(x> = x*})};ec+ ¥
la vamos a intersectar con la recta 3y — 7x + 4 = 0. Las intersecciones resultantes

son
_ 8V3r+1+20 _ =8V3r+1+20
T T T oo

Por lo tanto, los puntos de intersecciones son

8V3t+1+20 56V3r+1+48t+56 —8V3r+1+20 —56V3r+1+48t+56
21-12¢t ° 63 — 36¢ ’ 21-12t  ° 63 — 36¢ ’

x=1, y

y (1, D).
Con esto en mano, consideramos la familia de ideales

M) =(z, Xy = y* + (X =) N3y -Tx+HN(x—-1,y-1,2%)
N (21 = 12H)x = 8 V3t + 1 — 20, (63 — 36r)y — 56 V31 + —48t—56,z2)
N (21 = 120)x + 8 V3t + 1 =20, (63 — 36r)y + 56 V3r + 1 — 48 — 56,z2).
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Figura 5: Algunas degeneraciones de la curva (II) a la curva (II)’.

Cuando t — 0, se obtiene el ideal I(Mj) dado por la descomposicién primaria

I(Mo) =(z,7x =3y =4 N (z,y) N (z, x> =) N (Tx —4,y,2%)
Nx—-1,y-1,2)NGBx—4,9 - 16,2%).

Este tltimo ideal describe justamente a la curva (I1)’. La degeneracién de la
curva (IT) a la curva (II)’ para algunos valores de ¢ se puede ver en la Figura 5.

La dimensién del espacio de curvas de tipo (II)’ es 11. En este caso, la curva
total dada por (II)’ es la unién de las siguientes tres componentes: la cénica C, la
recta tangente L y la recta L;. Luego esta curva total es de grado 2+ 1+1=4. La
dimensién total del espacio de estas curvas es

dim((11)’) =dim(plano IT) + dim(componentes en IT)
+ dim(estructuras incrustadas)
=3+8+0
=11.

Sélo falta ver la dimensién de las 3 componentes en el plano I1 y la dimensién
de las estructuras incrustadas. Una cénica en P? estd definida por 6 coeficientes,
por lo que el espacio es de dimension 5. Una vez fijada la cénica C, L se determina
eligiendo el dnico punto de tangencia en C; es decir, hay un grado de libertad
(dimensién 1) para elegir a la recta L. Las condiciones LNL; # 0y Ly NC = {p1, p>}
resultan equivalentes a elegir dos puntos en el plano (2 grados de libertad). De este
modo, los puntos incrustados de multiplicidad 1 no anaden dimensién adicional al
espacio de curvas del tipo (II)’.
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Se puede observar que en las especializaciones de los ejemplos anteriores, la
dimension del espacio de curvas limite siempre es menor o igual que la dimensién
del espacio de curvas inicial. Esto siempre sucede en el proceso de especializacion,
dado que ciertas propiedades de las curvas se pueden perder durante el proceso.
En [11] se puede leer mds acerca de este tema.

4. ACERCA DE LOS CALCULOS COMPUTACIONALES

Macaulay2 es una herramienta poderosa y especializada para el estudio compu-
tacional de algebra conmutativa y geometria algebraica, y es ampliamente utilizado
para la investigacién de problemas tedricos y realizar calculos explicitos en geome-
tria algebraica, teoria de curvas, singularidades, modulos, polinomios de Hilbert,
y mucho mads. Asi pues, la verificacion de la planitud de las familias, el proceso de
saturacién de los ideales, el polinomio de Hilbert de las curvas, y la descomposicién
primaria de los ideales limites de las familias planas de los ejemplos 3.1 y 3.2 se
han obtenido mediante el programa Macaulay2 [9]. En [21] aparece el algoritmo
usado en Macaulay2 para obtener especializaciones de familias curvas de grado 2
y 3, asi como sus polinomios de Hilbert. Adem4ds en [15, Apéndice] se pueden ver
algoritmos sobre especializaciones de familias de curvas y algoritmos para verificar
que una familia de curvas es plana, usando Macaulay2. Los algoritmos para verifi-
car y calcular lo mencionado en las lineas 5 y 6 de esta seccién también se pueden
consultar en los manuales [6] y [9]. Por ejemplo, el algoritmo para determinar la
multiplicidad de un punto incrustado se puede ver en [6, Pagina. 61]. Otros célcu-
los précticos en geometria algebraica y algebra conmutativa donde se hace uso de
esta herramienta computacional se pueden ver en [28], [3] y [4]. En el sitio web
oficial de Macaulay2 se mantiene una lista actualizada de publicaciones que citan
el sistema.

Como se ha podido ver en la secciéon precedente, calcular especializaciones de
curvas en los esquemas de Hilbert, Hilb™*+1=8(P3?), es un trabajo muy técnico y exi-
gente a la vez, y dicha exigencia se debe a varias razones. Por ejemplo, se requiere
control sobre la familia de curvas, y construir explicitamente familias planas y bien
comportadas puede ser un trabajo dificil, especialmente en espacios de dimensién
mayor o con condiciones adicionales (intersecciones, multiplicidades, etc.). Tam-
bién, pueden aparecer varios fenémenos como fusién de componentes, aparicion
de puntos no reducidos o incrustados, cambios en la multiplicidad o en el género,
descomposicion esquemdtica més complicada que las curvas de la familia, etc. Adn
cuando Macaulay2 puede ayudar a resolver estos detalles, se necesita saber cémo
codificar adecuadamente la familia de curvas y cémo interpretar los resultados geo-
métricamente. El estudio de especializaciones esta intimamente ligado a la teoria
de deformaciones y a los espacios de moduli, que son dreas altamente técnicas por
s{ mismas.

A pesar del tecnicismo que resulta determinar el diagrama de estratificacion
de las componentes de un esquema Hilb™#*1-8(P3), el resultado obtenido sirve de
mucho; por ejemplo, ofrece una clasificacion de las curvas que parametriza esa
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18 A. PIEDRA

componente y ayuda a resolver problemas de conexidad de las componentes. Por
si fuera poco, mediante el morfismo birracional Hilbert-Chow se pueden describir
las componentes correspondientes de las variedades de Chow, y dar informacién
acerca de la normalidad de la compactificacién de la correspondiente componente
(a nivel Chow) y de la ocurrencia de su lugar singular.
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