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50 C. CRUZ — M. VILLAFRANCA

Resumen

Los modelos autorregresivos vectoriales (VAR) son usados para capturar las
relaciones dindmicas de series de tiempo multivariadas. Por otro lado, los
modelos de volatilidad estocédstica multivariada (MSV) permiten modelar la
varianza cuando cambia en el tiempo. La distribucién t de Student es usada
para modelar valores en las series de tiempo que a menudo son de magnitud
extrema. Por lo anterior, en este articulo se propone la integracién de un
modelo VAR, un modelo MSV y una distribucién t de Student (VAR-MSV-t).
La eleccién del orden VAR-MSV-t méas adecuado se lleva a cabo por medio
del Criterio de Informacién de Desviacién (DIC). Se presentan férmulas para
estimar la asimetria de Mardia y la curtosis de Koziol del modelo. Se hizo una
aplicacién a tres variables macroeconémicas clave para los Estados Unidos.
Agregamos el indice del mercado de valores S&P 500 y se interpretaron los
resultados. Para estimar los parametros se usan métodos de Monte Carlo via
Cadenas de Markov (MCMC). Los resultados indican que el modelo captura
las relaciones dinamicas, asi como la varianza cambiando en el tiempo y los
valores de magnitud extrema de manera eficaz.

Palabras clave: volatilidad estocastica multivariada; asimetria multivariada; curtosis mul-
tivariada; error de colas pesadas.

Abstract

Vector autoregressive (VAR) models are used to capture the dynamic rela-
tionships among multivariate time series. On the other hand, multivariate
stochastic volatility (MSV) models allow modeling the variance as it changes
over time. Student’s t-distribution is used to model extreme values in time
series. Therefore, this article proposes the integration of a VAR model, an
MSV model, and a Student’s t-distribution (VAR-MSV-t). The selection of
the most appropriate VAR-MSV-t order is carried out using the Deviance
Information Criterion (DIC). Formulas are presented to estimate the Mardia
skewness and the Koziol kurtosis of the model. The model is applied to th-
ree key macroeconomic variables for the United States. The S&P 500 stock
market index is added, and the results are interpreted. Parameter estimation
is carried out using Markov chain Monte Carlo (MCMC) methods. The re-
sults indicate that the model effectively captures the dynamic relationships,
time-varying variance, and extreme magnitude values.

Keywords: multivariate stochastic volatility; multivariate skewness; multivariate kurtosis;
heavy tails error.

Mathematics Subject Classification: Primary: 62H12; secondary: 62F15, 62M10,
62P20.

1. INTRODUCCION

Las variables macroeconémicas permiten a los macroeconomistas estudiar el
crecimiento y fluctuaciones de un pais desde una perspectiva amplia. Para modelar
la dindmica y relaciones causales entre un conjunto de variables macroeconémicas,
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Christopher A. Sims [56, 57, 58, 59] propuso el uso de los modelos autorregresivos
vectoriales (VAR). La configuracién de los modelos VAR es tal que los valores
actuales de un conjunto de variables se explican en parte por los valores pasados
de las variables involucradas. Debido a que los modelos VAR, involucran valores
actuales y pasados de multiples series de tiempo, capturan comovimientos que
no pueden capturarse en modelos univariados. Estadisticas estandar de resumen
VAR como las pruebas de causalidad Granger, las funciones de respuesta impulso
y las descomposiciones de varianza son métodos bien aceptados y ampliamente
utilizados para representar estos comovimientos.

Sin embargo, los modelos VAR mantienen la suposicién de choques con distri-
bucién normal y matriz de covarianza constante en el tiempo. Hay muchas razones
para pensar que tal suposicion puede ser demasiado restrictiva en muchas aplica-
ciones macroeconémicas. Por ejemplo, antes y después del periodo conocido como
la Gran Moderacién (1984-2006), las variables macroeconémicas son mas voldti-
les (movimientos de baja frecuencia) y con choques raros (movimientos de alta
frecuencia) (ver, por ejemplo, [3, 12, 20, 49, 64]). En las tdltimas décadas, un ni-
mero creciente de estudios ha proporcionado evidencia que cuestiona la practica
del supuesto de normalidad. Algunos argumentan que los modelos VAR con estos
supuestos dificilmente podrian explicar o predecir los eventos con movimientos de
baja y alta frecuencia, principalmente porque estos modelos les asignan probabili-
dad casi cero (ver, por ejemplo, [18, 46]). Lawrence J. Christiano [8] comenta que
la distribucién de los residuos de los anélisis VAR estandar presenta un marca-
do exceso de curtosis, y concluye que la evidencia en contra de la suposicién de
normalidad es sustancial. Frederic Mishkin [40] advierte contra los estudios cuan-
titativos de politica monetaria 6ptima que suponen que los choques que afectan la
economia tienen distribucién normal invariable en el tiempo, y argumenta que en
realidad “la distribucién de los choques que afectan a la economia es mas compleja”
y “pueden exhibir exceso de curtosis, es decir, colas pesadas”.

En finanzas se suelen usar modelos de volatilidad estocastica multivariada
(MSV) para capturar la volatilidad en multiples retornos financieros. Los modelos
MSV postulan que la volatilidad es conducida por su propio proceso estocastico.
Para poder capturar los movimientos de baja frecuencia, los investigadores ma-
croeconomistas han integrado los modelos VAR con modelos MSV (VAR-MSV).
Por ejemplo, Harald Uhlig [69] introduce la volatilidad estocéstica multivariada sin
restricciones en el contexto de los modelos VAR, escogiendo la distribucién beta
multivariante para explotar una conjugacion entre esa distribucion y la distribu-
cién Wishart, de modo que la integracién sobre el choque no observado en la ma-
triz de precisién se pueda realizar de forma cerrada. Giorgio Primiceri [49] estimé
un modelo VAR-MSV con pardmetros que varfan en el tiempo (TVP-VAR-MSV)
estructural con el fin de investigar las causas potenciales del pobre desempeno eco-
némico de los Estados Unidos en los afios 70 y principios de los 80 y en qué medida
la politica monetaria desempend un papel importante en esos episodios de alto de-
sempleo e inflacién. La literatura de los modelos VAR-MSV y TVP-VAR-MSV es
extensa (ver, por ejemplo, [2, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 20, 42, 43, 67]).
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52 C. CRUZ — M. VILLAFRANCA

Curdia, Del Negro y Greenwald [13] en el contexto de los modelos de equilibrio
general dindmico estocéstico (DSGE) advierten que la evaluacién de los movimien-
tos de baja frecuencia puede potencialmente verse distorsionada por la presencia
de movimientos de alta frecuencia. Argumentan que estimar un modelo que solo
permite movimientos de baja frecuencia, sin tomar en cuenta los movimientos de
alta frecuencia, resultara en que la volatilidad estocastica intentara ajustarse a los
residuos, por lo que los movimientos de alta frecuencia pueden interpretarse como
cambios persistentes en la volatilidad cuando, en realidad, pueden ser realizaciones
raras de un proceso con distribucién invariable en el tiempo. Para superar esta di-
ficultad, algunos autores han integrado a los modelos VAR-MSV distribuciones de
colas pesadas (VAR-MSV-t) para poder capturar los movimientos de alta frecuen-
cia. Por ejemplo, Chiu, Mumtaz y Pintér [7] proponen un modelo VAR-MSV con
errores t de Student para investigar el ajuste dentro de la muestra y el rendimiento
de prondstico fuera de la muestra.

En macroeconomia, normalmente se supone que los choques de las ecuaciones
de la volatilidad estocastica son independientes de los choques de las variables
enddgenas. Ademads, la evolucién de la volatilidad se modela como una caminata
aleatoria con barreras reflectantes (ver, por ejemplo, [2, 7, 9, 11, 12, 14, 15, 20,
49]). Uhlig y Triantafyllopoulos [67, 69] configuran la volatilidad estocédstica mo-
delando la matriz de precisién del error como un componente no observado con
choques extraidos de una distribucién beta multivariante, pero los choques de las
ecuaciones de volatilidad estocédstica son independientes de los choques de las va-
riables enddgenas. Clark y Ravazzolo [10] comparan modelos VAR alternativos con
volatilidad que varia en el tiempo en el que los choques de las ecuaciones de vo-
latilidad estocéastica son independientes de los choques de las variables endégenas,
pero uno de los modelos que proponen trata la evolucién de la volatilidad siguiendo
un proceso autorregresivo de orden 1. Mumtaz [42, 43] configura los choques de
las variables enddgenas y los choques de la volatilidad siguiendo una distribucién
normal multivariada, permitiendo la correlacién entre los choques en el tiempo t.
Cruz y Villafranca [50, 65] proponen un modelo VAR-MSV en el que los choques
de las variables endégenas en el tiempo t estan correlacionados con los choques de
la volatilidad en el tiempo 7+ 1. Sin embargo, el modelo no captura los movimientos
de alta frecuencia.

El primer objetivo de este articulo es proponer un modelo VAR-MSV-t en el
que los choques de las variables enddgenas en el tiempo ¢ estan correlacionados
con los choques de la volatilidad en el tiempo ¢+ 1 y, de esta forma, medir el
efecto de los choques de las variables endégenas en el tiempo ¢ en los choques de
la volatilidad en el tiempo ¢ + 1. La evoluciéon de la volatilidad sigue un proceso
VAR de orden 1, lo que permite medir la persistencia de la volatilidad. Asimismo,
la volatilidad estocastica estd disenada para capturar los movimientos de baja fre-
cuencia. La introduccién de una variable aleatoria de cola pesada en la estructura
de choque capturara los movimientos de alta frecuencia que a menudo son de mag-
nitud extrema. El niimero de grados de libertad, que determina la probabilidad de
observar choques grandes raros, se estima a partir de los datos. El modelo VAR-

Rev.Mate. Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 33(1): 49-106, Jan — Jun 2026



MODELO VAR INTEGRADO CON VOLATILIDAD ESTOCASTICA... 53

MSV-t determinaré si la variacién temporal en la estructura del modelo se deriva
de eventos raros o de cambios persistentes en la volatilidad. El segundo objetivo
es proporcionar algunas propiedades del modelo VAR-MSV-t. El tercer objetivo
es desarrollar una metodologia con el fin de ajustar el modelo VAR-MSV-t para
estimar los pardmetros. Para lograr este fin se usan métodos de Monte Carlo via
Cadenas de Markov (MCMC). El cuarto objetivo es aplicar el modelo para ana-
lizar el comportamiento de series macroeconémicas clave de los Estados Unidos:
produccién industrial, tasa de desempleo e indice de precios al consumidor. Ade-
mads, debido a la reciente evidencia sobre la influencia de las variables financieras
en las variables macroecondmicas (ver, por ejemplo, [7, 63]), agregamos el indice
de rendimiento del mercado de valores S&P 500 con el fin de medir su influencia
en las variables macroeconémicas.

El resto de este articulo estéd organizado de la siguiente manera. En la Seccién 2
presentamos el modelo VAR-MSV-t y algunas de sus propiedades. En la Seccién 3
presentamos el método de estimacion. En la Seccién 4 exponemos el método para
escoger el orden VAR-MSV-t. En la Seccién 5 presentamos un ejemplo con datos
simulados. En la Seccién 6 aplicamos el modelo VAR-MSV-t a datos reales. Por
ultimo, en la Seccién 7 exponemos las conclusiones.

2. MoDELO VAR INTEGRADO CON VOLATILIDAD ESTOCASTICA
MULTIVARIADA

El modelo presentado en este articulo es un modelo autorregresivo vectorial
con volatilidad estocdstica multivariada y errores t de Student. La volatilidad es-
tocastica y los errores ¢t de Student modelados son los propuestos por Ishihara y
Omori [24]. En este modelo, los choques de las variables enddgenas estédn corre-
lacionados; el modelo se disend asi para capturar las posibles relaciones lineales
entre ellos. Lo mismo ocurre con los choques de la volatilidad. Los choques de las
variables endégenas en el tiempo ¢ y los choques de la volatilidad en el tiempo ¢+ 1
estan correlacionados, lo que permite medir el efecto de los choques de las variables
endégenas en el tiempo ¢ en los choques de la volatilidad en el tiempo ¢+ 1. Esto
significa que un choque de g afecta a @, en lugar de @, [70]. Esto se puede ob-
servar, ya que cov(g, @.1) = cov(g, ®a, +1),) = cov(g, 11;) (ver la Observacién 3 del
Apéndice A). De esta manera se puede medir el efecto de los choques en la varian-
za condicional de las variables macroeconémicas [42]. Los errores de cola pesada
se modelan como un proceso con distribucién invariable en el tiempo, disenado
para capturar pesos latentes que ajustan la intensidad de los choques, permitiendo
representar eventos raros y extremos. En condiciones normales, estos pesos son
aproximadamente 1; sin embargo, cuando toman valores mayores, amplifican la
magnitud de los choques, lo que refleja situaciones atipicas con alta variabilidad.
Las matrices de coeficientes estan diseniadas para medir la dependencia lineal de las
observaciones pasadas sobre las observaciones actuales, en otras palabras, miden
la fuerza con la que las observaciones pasadas afectan a las actuales. El modelo es
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de la siguiente manera

Vi=V+AY . Ayt Wy, (2.1)

wo ="V e t=1,...,n,
y =®a;+1, t=1,...,n—-1, (2.2)
a; ~N,(0,X), (2.3)

a
V!/? = diag (exp(%), . ,exp(Tpt)), (2.4)
® = diag(¢1,...,p), (2.5)

8[ ZSS 28
~Ny,(0,X), X= m, 2.6
('Tt) (0. %) (Ens me) (26)
vec(Zo) = (I, — ® ® ®) ' vec(Z,,), (2.7)

VARY

A~ G (—,—), t=1,....n, 2.8
¢ ammal 5, > n (2.8)
v ~ Gamma(my, ), (2.9)
donde y;, t = —k+1,...,0,1,...,n, son variables disponibles de dimensién px 1. &,
t=1,...,n, son choques gaussianos de dimensién p X 1. El vector v es un término
de intercepcién de dimensién p X 1, mientras que A;, i = 1,...,k, son matrices

de coeficientes de dimensién p X p. La variable 4; es un escalar con distribucién
gamma comun. Usamos Gamma(a, b) para denotar una distribucién gamma con
media § y varianza ;5. El pardmetro v representa los grados de libertad, mientras
que my y s; son hiperparametros. El vector @, = h; — p;, es de dimensién p X 1,
donde h, es el correspondiente vector de log volatilidad y y;, es el vector de media.
El operador vec convierte una matriz A = [ay,...,a,], donde a; es de dimensién
px1,i=1,...,p, en un vector (a/,...,a})" de dimensién p?> x 1. El operador ® es
el producto de Kronecker.

Los elementos de las matrices de coeficientes Afj, j=1,...,p,1=1,...,k, deno-
tan la dependencia lineal de y;, (valor actual de la serie i) en y;,—;, j#i,1=1,...,k
(valores pasados de las otras series) en la presencia de y;,—, I = 1,...,k (valores
pasados de la serie i). Por lo que, Afj, j=1,....,p,1 =1,...,k, es el efecto con-

dicional de y;,—;, j # i,] = 1,...,k, sobre y; en presencia de yj,—, [ = 1,...,k. Si
Afj = 0 para todo [ y j # i, entonces y; no depende de y;,, j# i,/ =1,...,k pero
si de yi,1, I = 1,...,k. Por otro lado, si Afj = 0 para todo [ y j = i, entonces y;
no depende de y;;—, [ =1,...,k peroside y;;—;, j#i,{=1,...,k. Un ejemplo mas
detallado de dos dimensiones se puede encontrar en [68].

Los elementos de la matriz @ en la ecuacién (2.2) estdn relacionados con la
persistencia de los choques a la volatilidad y en el modelo propuesto —1 < ¢; <
1, i = 1,...,p. La persistencia de los choques a la volatilidad es el efecto del
choque actual sobre el prondstico de la volatilidad y eventualmente desaparece. La
vida media de un choque viene dada por —1log(2)/log|¢;|, que en series de tiempo
mensuales, es el nimero de meses transcurridos para que el impacto del choque
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se reduzca a la mitad [61]. Cuando ¢; es cercano a 1y 0, es cercano a cero, la
evolucién de la volatilidad de una serie de tiempo es muy suave [48].

La volatilidad estocastica pretende capturar la posible heterocedasticidad de
los choques y las posibles no linealidades en las relaciones simultdneas entre las
variables del modelo [49]. En series de tiempo mensuales, un mes en el que @, = 0
puede ser visto como un mes normal. Un mes normal es uno en el que la velocidad
de evolucién de la volatilidad no es ni demasiado rapida ni demasiado lenta y asume
un valor promedio. En un mes normal (condicionado a @, = 0), w;, tiene varianza
Ciige- Luego, 0z puede ser interpretado como la varianza condicional en un mes
normal. La varianza general de w;; se denota por iy ¥ 100(1 = 0 ce /Tiiw) €5 €l
porcentaje de la varianza atribuible a la presencia de heterocedasticidad en la serie
temporal i. El flujo de la volatilidad de w; es dado por exp{0,5 o, /(1 — ¢?)} [60].

La estacionariedad de (2.2) estd asegurada por la ecuacién (2.7). Las subma-
trices X. y Xy, se usan para capturar la posible correlacién entre los choques de
las variables enddgenas y los choques de la volatilidad, respectivamente. Ademas,
la submatriz de covarianza X, se usa para calcular la posible correlacién entre los
choques de las variables endégenas en el mes actual y los choques de la volatilidad
del siguiente mes.

Para el modelo de las ecuaciones (2.1)—(2.9) suponemos que y_gi1,...,yo SOn
valores premuestrales disponibles, @; = 0 para t = 0,—-1,-2,..., y y; = 0 para
t = —k,—k — 1,..., respectivamente. Ademds, cov(g,n;) = 0 para todo t # s y

cov(dy, &) = cov(As,m5;) =0 para todo t, s =1,...,n,i=1,...,p.

Para encontrar la funcién verosimilitud del modelo de las ecuaciones (2.1)-
(2.9) se hace una leve modificacién a la verosimilitud de Ishihara y Omori [24]
definiendo ¥, = [1,y[ ...,y 1T y B = vec(v,Ay,..., Ay), de dimensién (kp + 1) x 1
y (kp* + p) x 1, respectivamente. Luego reescribimos el modelo de la ecuacién (2.1)
de la siguiente manera:

=X @IL)B+w,. (2.10)

Luego se define 8 = (¢,X,8,v), ¢ = (¢1,....¢p)7, @ = (af,...,a))", A =
Ao s ), Y =10 Y0), Yk=(y_k+1,...,y0)y1p=[1,...,1]T,yse obtiene

fA,a, Y"1 0,Y) = f(Y",a|A,0,Y") f(1]6,Y")
n 1 ~
o« exp{ ZZZI - 50117):01(1'1

B (2.11)
(@1 — Da)'E, (@ — <I>a,>}

ptv

n
5 -1 —-1/2 1y -5t -1/2
x[ A’ ]|>:o| PIET B2,
£
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donde
l= =500~ (O @18+ ) E (0~ (] @ 1,)B+ )
- lWl, 1 » @ + const, (2.12)
= (/lt Ty, )m,, (2.13)
(/1, %V})S,( ;VZ) (2.14)
{OH (o =@, 1< . (2.15)
O =

2.1. Propiedades del modelo de las ecuaciones (2.1)—(2.9).

Antes de comenzar a describir las propiedades del modelo, comentaremos bre-
vemente la literatura relacionada con los modelos MSV. Es bien conocido que
Harvey et al. [22] propusieron el primer modelo MSV multivariado, dado por
vie = exp(hy/2)e;y, donde h; = y;i + ¢pihy—1 + 0y, i = 1,...,p. En este modelo, &
tiene vector de media cero y matriz de covarianza X, cuyos elementos de la dia-
gonal principal son la unidad y los elementos fuera de la diagonal se indican como
pij. Por su parte, 7, tiene vector de media cero y matriz de covarianza X,. Harvey
et al. [22] se concentran en el caso particular donde y; = 0 y ¢; = 1. Demuestran
que la matriz de covarianza de & = (£yy,...,&p) "7, donde & = log( )+ 1,27, es dada

% % s . . . 1-1
por (7r2/2)pij, donde p;; es igual a 1 sii = j, y es igual a ; pae ((1/2)),11011 sii#J.

La mayoria de la literatura hace referencia a este resultado cuando se trata de la
matriz de covarianza de &, por ejemplo, Asai y McAleer [1]. Para la elaboracién
de este articulo se realizd una revision exhaustiva sobre los segundos, terceros y
cuartos momentos de w; y no se encontré nada referente a estas propiedades (al
menos en la literatura que analizamos, que fue abundante). Tampoco se hallaron
referencias sobre la asimetria ni la curtosis de w,. Por lo que, a continuacién se
presentan la matriz de covarianza general, la asimetria de Mardia y la curtosis de
Koziol de w;. En el Apéndice A se presentan las demostraciones de los resultados
principales.

La matriz de covarianza general de w, es de la siguiente manera
VUiige 1 o-ii,rm

exp|= >
v=2 1-¢;

X, = VTijss exp l Tiiam + T jjm + 20',‘1‘,,,7] Siiij
v—2 8 1-¢7 1-¢> 1-¢i0;)) ’

La asimetria de Mardia [37] es una de las medidas més utilizadas, basada en los
momentos de tercer orden, calculados a partir de un vector aleatorio estandariza-

sii=j,
(2.17)
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do. De manera similar, la curtosis de Koziol [31] se define a partir de los momentos
de cuarto orden del mismo vector. Encontrar expresiones cerradas para las medi-
das de asimetria y curtosis en distribuciones multivariadas, como las propuestas
por Mardia y Koziol, es un tema activo de investigacién [25], especialmente en
distribuciones no normales [33].

En el caso de los errores w; del modelo VAR-MSV-t definido por las ecuaciones
(2.1)-(2.9), las expresiones cerradas de la asimetria de Mardia y la curtosis de
Koziol se obtienen de la siguiente manera

3

[E¥,, @ Y, @ Y| = > (L Ew, W ® w,))2 =0, (2.18)
i=1
4

[E(Yy, @ Yy, @ Y, @ V)| = > (LEEwW @ w, @ w, & w,))
i=1

g (2.19)

donde Y, = L;'(w, —p,,) = L;'w,, Ll y L2 corresponden a la i-ésima fila de L;;! ®
L'oL)' y L,'®L'®L,'®L;!, respectivamente. E(w,®@w,®w,) y E(w,®@w,@w,®w,)
son los vectores compuestos de todos los terceros y cuartos momentos de w, y son
definidos en el Apéndice A.

Es bien sabido que, bajo condiciones de estacionariedad, la media y la matriz
de covarianza de un modelo autorregresivo vectorial existen (ver, por ejemplo,
Liitkepohl [36], quien lo demuestra suponiendo que el proceso se inicié en un pasado
infinito). Sin embargo, en el modelo propuesto en este trabajo, la ecuacién (2.3)
tiene el supuesto de que @; ~ N,(0,X¢), por lo que no se puede suponer que el
proceso de las ecuaciones (2.1)—(2.9) comienza desde el pasado infinito. Aun asf,
es posible derivar la media y la matriz de covarianza de y, cuando el tamano de
la muestra es grande, a saber, cuando ¢ — oo. Por lo cual, la media y la matriz de
covarianza de y, son de la siguiente manera

I’l)’r = tlin; E(yt) = J(ka - A)_lvc’ (220)
vec(Xy,) = tlirg vec(cov(y)) = (J ® U2 — A ® A)' vec(Ty,), (2.21)

donde J, v., A y £, se definen en el Apéndice A. Una demostracién andloga de las
ecuaciones (2.20)—(2.21) se puede encontrar en Liitkepohl [36].

La ecuacién (2.17) es la matriz de covarianza de w, y sus elementos quedan
definidos en funcién de los pardmetros @, X, X, vy v. La ecuacién (2.18) es la
asimetria de Mardia y es igual a 0, mientras que la ecuacién (2.19) es la curtosis
de Korziol. Cabe resaltar que las ecuaciones (2.20)—(2.21) aseguran que el modelo
propuesto no diverja cuando el tamano de la muestra tiende a infinito.
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3. METODO DE ESTIMACION

Para estimar los pardmetros se usa inferencia bayesiana calculando las distri-
buciones a posteriori por medio del algoritmo MCMC de ocho bloques que es
dado por

Inicializar @, ¢,X,8,4 y v.
Generar | A, v,a, 9,2, Y", Y*.
Generar v | a,¢,X,8,4,Y", Y~
Generar 1| v,a,¢,%,B8,Y", Y~
Generar a | ¢,%,8,4,v,Y", Y~
Generar X | B,4,v,a,¢,Y", YF.
Generar ¢ | X,8,4,v,a,Y", Y~
Ir a 2.

I A T o o

3.1. Generacién de .

La distribucién a priori f(B8) de B es la de Litterman [16, 32] que corresponde a
una distribucién normal multivariante con media a priori gg y matriz de covarianza
priori Xg. dicha distribucién a priori de Litterman en este articulo configura pg =
0 y Xg # 0. Esto significa que se cree que la dependencia intertemporal de las
variables es débil. Nosotros configuramos la matriz de covarianza a priori Xg como
una matriz diagonal de la siguiente manera

2

A L

7 S1 1= ],
Ypiii =19 =L 3.1
Pt (wm)z . 3

sl 1#

lO’j

donde Xg , es la varianza a priori de A;; del rezago [, A es la desviacién estdndar
a priori de los coeficientes Az 1, £ = 1,2,...,k, 0 < <1y, O'i2 es el elemento de

la i-ésima diagonal de X,, o X, actualizado en cada iteracion del algoritmo. La
funcién de densidad de probabilidad posterior de 8 es dada por

1 * 571 *
f(ﬁ | a’ ¢7 Z? V’ /l’ Yn’ Yk) o eXp {_E(ﬂ - ”ﬁ)TZﬁ (ﬂ - I’lﬁ)} > (3'2)
donde

n -1
T = Z(Y, oI,) (Y] &I, +X;'|

t=1
Hy =X | > (V@ IE (v — o).

t=1

Se usa el algoritmo de muestreador de Gibbs para generar una muestra
de " ~ N(pp. Zp).
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3.2. Generacion de v.

Para generar v aplicamos el algoritmo MH de Ishihara y Omori [24] sustitu-
yendo y, por y; =y, — (Y] ®I,)B. La distribucién a priori es v ~ Gamma(my, sp) v
la funcién de densidad de probabilidad posterior condicional completa es

av|¢, 2, @, B, A, Y", Y5 o n(v) % (ﬁ A exp{— z”: /lt}]z . (3.3)
2 t=1 =1

Para muestrear esta distribucién posterior condicional se usa la transformacién 6, =
log(v). Se hace la expansion de Taylor de segundo orden a la distribucién posterior
condicional 7(6, | ¢, X, @, B, A, Y", Y*) alrededor de 0, y se aproxima a una densidad
normal. Nosotros usamos el algoritmo de Newton-Raphson para encontrar la moda
usando la funcién de puntaje y la matriz de informacién observada [38]. Se propone
un candidato de la distribucién normal 6 ~ N(u,,0?), donde

= ,[0logn(6, | $,Z, A, @, B,Y", YF))
My =6, + 0, 1,
a6, 0,3,
2 |8 logx (6, | 4.2, 4 @B Y, ¥H)) -1_
Y 693 0,0,

n(0;1¢.2.4,a.8.Y"Y*) f(6,lu,.0 ) 1
(6,14, B.Y".Y) f(6; Iy,

es la muestra actual, y f(x | u, 0%) denota una funcién de densidad de probabilidad

normal.

Se acepta el candidato con probabilidad min[ , donde 6,

3.3. Generacién de A

Para generar A aplicamos el algoritmo MH de Ishihara y Omori [24] sustitu-
yendo y; por yf =y, — (Y] ®Ip)ﬂ. La distribucién a priori es A, ~ Gamma( —) y la
funcién de densidad de probabilidad posterior condicional completa es

A | ¢, 2, a,B,v,Y", Yk) o /l,va_leXp {—%/lz +d; \//l_z} > (3.4)
G =vtYy, Z Y
di =y, Et M-

vip ¢
2°2

min [exp{d, ( \//l_f - \/7,)}, 1], donde A, es la muestra actual.

Se propone un candidato Ay ~ Gamma( ) y se acepta con probabilidad

3.4. Generacion de a.

Para generar @ se aplica el método de muestra de multiples movimientos de
Al N
Ishihara y Omori [24] sustituyendo y, por y; = A4y, — (Y] ® I,)B). Se divide
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@=(af,...,a,)" en K+1 bloques usando el algoritmo de Shephard y Pitt [53]. Se
encuentra la distribuciéon completa de densidad conjunta condicional de las per-
turbaciones del i-ésimo bloque y usando la expansion de Taylor de segundo orden
alrededor de la moda y se aproxima a una densidad normal que se usa para el
algoritmo de Aceptacién-Rechazo (AR). Como la dimensién de la matriz de cova-
rianza crece cuando el tamano de los bloques crece, se convierte la densidad normal
aproximada en un modelo de espacios de estado auxiliar. Se aplica el suavizador
de perturbaciones de Koopman [30] repetidas veces al modelo de espacios de esta-
do auxiliar para encontrar la moda y se obtiene un modelo de espacios de estado
gaussiano lineal aproximado. Por tultimo, se aplica un algoritmo de Metropolis-
Hastings de Aceptacién-Rechazo (AR-MH) en el que se utiliza un simulador de
perturbaciones [17, 26] al modelo de espacios de estado gaussiano lineal aproxima-
do para generar un candidato. Para mas detalles sobre el algoritmo de muestra de
multiples movimientos, ver [24].

3.5. Generacion de ¢

Para generar ¢ aplicamos el algoritmo MH de Ishihara y Omori [24] sustituyen-

do y; por y; = /l - ® Ip)ﬂ) La distribucién a priori es ¢’—+1 ~ Beta(a;, b)), i =

1,...,p, donde Beta(a,,b) denota la distribucién Beta. La func10n de densidad de
probabilidad posterior condicional completa es

1
ﬂ-(¢ | Z’ a”ﬂ’ v, l’ Yn’ Yk) o h(¢) exp {_§(¢ - ”¢)TE;1(¢ - l’l¢)} > (35)

donde

L 1
h(@) = [Zo| /> l_[(l +¢)%" (1 —¢,)"" x exp {—EO’ITZOOH},
=1

n—1
Hg = Xgb, Z(;l =X20A, A= Z ¢/, © es el producto de Hadamard,
=1
b = diag(B1y,...,By)), Bi es el (i, i)-ésimo elemento de B,
211 212}

n—1
B = {a/,y, 22‘.12 + a,a/Hlle}, >l = [
=1

221 222 .

Muestreamos de (3.5) usando un algoritmo MH generando un candidato de una
distribucién normal truncada sobre la regiéon R, ¢* ~ TNg(ug,Xg) y R = {¢
l¢jl < 1,j=1,...,p}y aceptando con probabilidad min{};l(zp)), 1} donde ¢ es la
muestra actual.

3.6. Generacion de X

Para generar X aplicamos el algoritmo MH de Ishihara y Omori [24] sustitu-

N .
yendo y, por y; = A7 (y, — (Y] ® I,)B). La distribucién a priori es X ~ IW(n, Ry),
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donde IW(ng, Ry) denota la distribuciéon Inversa Wishart. La funcién de densidad
de probabilidad posterior condicional completa es

ny+2p+

2| b, B v, A, Y,) o« [Z T exp {—%tr(Rl_l)Z_l)} x g(X), (3.6)

donde
1 1 1
() =[Eo| 2 [Zeel 2 exp {—5 (%Tzoch +y1V, 21V, y)}

1
-1
vy, v, = Vit |
a1 — P,

-1

n—1
n =np+n-1, R,_1 =R, +
1

1=

Muestreamos de (3.6) usando un algoritmo MH generando un candidato X* ~
{029)

el l}, donde X es la muestra actual.
8X)

IW(n, R;) y aceptando con probabilidad min {

4. SELECCION DEL ORDEN VAR-MSV

Para escoger el mejor modelo VAR-MSV-t usamos la metodologia propuesta
por Ishihara y Omori [24]. Para cada modelo estimado, se calcula el Criterio de
Informacién de Desviacién (DIC) de Spiegelhalter, Best, Carlin y Van Der Linde
[62]. La medida DIC es definida por

DIC =Eg‘yn [D(G)] + Pp, (41)
donde

Pp =Eqy:[D(®)] - D(Egy-[6]),  D(6) = ~2log f(Y" | 6). (4.2)

M
1
Para calcular Egy:[D(6)] se puede aproximar mediante % Z D(6"), donde 8" son
m=1
remuestreados a partir de la distribucién posterior. El error estandar del estimador

se obtiene al estimar repetidamente Egy:[D(0)]. Luego, D(Egy:[60]) es igual a D(6)
evaluado en la media posterior. Ishihara y Omori [24] configuraron M = 100,
I = 10000 y repitieron 10 veces Eqy:[D(6)] para obtener el error estandar. Utilizan
el filtro de particulas auxiliar propuesto por Shephard y Pitt [54] para calcular
la funcién verosimilitud ordinaria dada los pardmetros log f(Y" | 6) (para una
comprensién detallada del filtro de particulas ver [24]). Para escoger el mejor orden
VAR-MSV-t se aplican los siguientes pasos:

1. Suponiendo que se sabe que el orden VAR-MSV-t no puede exceder un entero
k1, se procede a estimar los modelos VAR-MSV-t comenzando desde 0 hasta
ki y se almacenan sus pardmetros estimados 6y, 6y, ..., 6, donde 6; son los
parametros estimados del modelo i.
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2. Para cada modelo se sustituye y, por y; = /Alt%(')(y, -y ®I,,)B(i)), donde /Al,%(l)
y B? son las variables no observables y matrices de coeficientes estimadas
del modelo i, respectivamente. Luego se procede a calcular la correspondien-
te funcién verosimilitud ordinaria dados los parametros log f(Y" | ;) y se
procede a calcular la medida DIC para cada modelo.

3. Se escoge el modelo que tenga la menor medida DIC.

5. EJEMPLO ILUSTRATIVO USANDO DATOS SIMULADOS

En esta seccién se aplica el método propuesto usando datos simulados para
observar que tan bien se estiman los parametros. Los métodos propuestos en este
trabajo requieren el célculo de algoritmos recursivos de operaciones con matrices,
por lo que el costo computacional aumenta a medida que el tamano de la mues-
tra n y la cantidad de las variables involucradas p aumenta. Debido al gran costo
computacional, nuestros resultados computacionales se generaron vinculando C++
con el software libre R por medio de las librerias de algebra lineal Rcpp y Rep-
pArmadillo. La implementacién del proceso de generacion de datos simulados, X,
X,,, la curtosis de Koziol, asf como los cuartos momentos (propiedades 4-8) y la
distribucién condicional completa de B, estd disponible en el repositorio [66].

La cantidad de pardmetros del modelo VAR-MSV-t propuesto en este trabajo
crece a medida que la dimensién p y el orden k crecen. En modelos donde la canti-
dad de pardmetros es grande se requieren muestras grandes para obtener estimacio-
nes precisas [29]. Sin embargo, en la préctica, es raro encontrar conjuntos de datos
macroeconémicos grandes. Debido a la importancia de medir el desempeno de la
metodologia propuesta en muestras grandes y pequenas, se divide esta seccién en
dos partes. La primera parte consiste en un andlisis donde se aplica la metodologia
a cuatro conjuntos de datos simulados de tamano n = 1000, 2000, 3000, 4000 ob-
servaciones. Para analizar el desempeno de la metodologia en muestras de tamano
menores que 1000, en la segunda parte se presenta un breve anélisis donde se aplica
la metodologia simulando conjuntos de datos de tamano n = 500, 625, 750, 850, ca-
da tamano con diferentes 6rdenes k = 1, 2, 3, 4, 5, siendo un total de 20 conjuntos
de datos simulados. Sin embargo, como se vera mas adelante, no es la intencién de
esta parte de la seccion realizar un andlisis exhaustivo sobre muestras pequenas.

5.1. Muestras grandes.

En esta parte los datos son simulados usando el modelo (2.1)-(2.9). El orden
del modelo MSV-VAR-t que se usa para simular datos es k = 5, la dimensién es
p =4y v =12. La matriz de covarianza X es tomada de [24]. Configuramos las
matrices de coeficientes de tal manera que refleje la creencia de que los coeficientes
de los rezagos de orden alto probablemente sean cercanos a cero y, la creencia de
que la mayor parte de la variacién en cada una de las variables se explica por los
rezagos propios. El término de intercepcién asi como las matrices de coeficientes
son dados por v; =0,i=1,...,4. Afl. =0,15-002,i=1,...,4,[=1,...,5. Afj =
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0,11-0,02L, i+ jl=1,2,y Afj =0,i# j,1=3,4,5. Los pardmetros ® y X vienen
dados por ¢i = 0,96, i= 1,...,4. Tiige = 1,44, i= 1,...,4, Y Oijes = 0,864, i+ j
Tiigm = 0,04,l = 1,...,4, Y Oijgp = 0,028,1 * ] Tiign = —0,096,i = 1,...,4, y
Tijen = —0,072, i # ]

Los hiperpardmetros de la distribucién a priori v y ¢ son los usuales de la
literatura, donde m(v) =1, sz)’ =005 a;, =20,i =1,...,4, b; = 15,i = 1,...,4.
Para los hiperpardmetros de la distribuciéon a priori X se configuré nyp = 2p y
Ry = (np2)~!, donde L* es la matriz de covarianza verdadera. Los hiperparametros
de la a priori de Litterman son los usuales de la literatura, yg = 0,6 = 02 y
A =0,5, mientras que los elementos 0% ,i=1,...,4, son tomados de la diagonal de
la varianza de ES‘{) en la iteracién j, por lo que son actualizados en cada iteracion.
Para el parametro de ajuste se usa K = 1 x 107n% y para evitar que el método
se atasque firmemente debido al rechazo excesivo se sigue la sugerencia de [53]
incrementando K unas pocas iteraciones en intervalos regulares.

Para ilustrar el rendimiento de la metodologia propuesta en las secciones an-
teriores generamos una muestra al azar de 4000 observaciones y se estimaron los
pardmetros usando cada una de las siguientes submuestras: (a) las 4000 observa-
ciones, (b) las primeras 3000 observaciones, (c) las primeras 2000 observaciones y
(d) las primeras 1000 observaciones.

A cada una de las submuestras se aplica el método de la Seccién 3 a un VAR-
MSV-t de orden 5, se generan 120000 muestras y se descartan las primeras 40000.
Las restantes 80000 muestras se dividen en 5 submuestras de la siguiente manera:
(a) las primeras 10000 muestras, (b) las primeras 20000 muestras, (c) las primeras
40000 muestras, (d) las primeras 60000 muestras y (e) las 80000 muestras. La Tabla
1 muestra los errores de estimacién relativos ||9 - 0“ OlE y el error estandar de

”9“  entre paréntesis. Lo primero que observamos es que, a excepcion del pardmetro
v, para cada muestra de las observaciones, los parametros del modelo VAR-MSV-t
se estimaron con aproximadamente la misma precision, independientemente del
tamano de las muestras generadas por las distribuciones condicionales completas.
Por otro lado, se observa que el menor error relativo para el pardmetro X fue
para la muestra de 2000 observaciones, siendo aproximadamente 1.064 veces mas
pequeno que el que se estimé con la muestra completa, y alrededor de 3.6 veces
méas pequeno que el que se estimé con la muestra de 1000 observaciones. Para el
pardmetro @, el menor error relativo fue para la muestra de 3000 observaciones
y es aproximadamente 1.31 veces mas pequeno que el de la muestra completa, y
alrededor de 2.81 veces méas pequeno que el de la muestra de 1000 observaciones.
En el caso del parametro B, el menor error relativo es el que se estimé con la
muestra completa, y es aproximadamente 1.18 veces mas pequeno que el de la
muestra de 3000 observaciones, y aproximadamente 1.92 veces mas pequeno que
el de la muestra de 1000 observaciones. En general, para el pardmetro v, el menor
error relativo fue para la muestra de 2000 observaciones. Especificamente, el valor
minimo fue 0.0004, aproximadamente 133 veces mas pequeno que el de la muestra
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completa y alrededor de 61 veces mas pequeno que el estimado con la muestra de
1000 observaciones.

Por lo mencionado en el parrafo anterior y los resultados de la Tabla 1, se
observa que, para el parametro B, el tamano de la muestra de las observaciones es
muy influyente en la precisiéon de su estimacién. Sin embargo, como se observa en
las Tablas 4-6, con una muestra de 2000 observaciones, la estimacién de f con la
metodologia propuesta en la seccién 3 es muy cercana a los parametros verdaderos.
Para los parametros X, @ y v, con una muestra de 2000 observaciones, existe la
posibilidad de obtener estimaciones precisas y esto se refleja en las Tablas 3 y 6.
Esto puede ser debido al azar de la muestra de 2000 observaciones, que preserva
adecuadamente la estructura del proceso de generacion de datos.

Adicionalmente, para demostrar el rendimiento del método de la Seccién 4,
a cada una de las muestras de tamano 4000, 3000, 2000 y 1000 observaciones se
estimaron los pardmetros del modelo VAR-MSV-t con diferentes érdenes, comen-
zando desde el 1 y llegando hasta el 5. Luego, a todos los modelos estimados se les
calcula la medida DIC. La Tabla 2 muestra las medidas DIC de todos los modelos
VAR-MSV-t estimados. Se puede observar que, en todas las muestras, la medida
DIC maés grande es para el VAR(1)-MSV-t y, a medida que el orden crece, la me-
dida DIC va disminuyendo. La menor medida DIC en todas las muestras es para
el VAR(5)-MSV-t. Por lo que la metodologia propuesta en la Seccién 4 es eficiente
para capturar el mejor orden VAR-MSV-t.

Las Tablas 3-6 muestran la media posterior e intervalos de credibilidad del
95 % de v, los elementos de la matriz @, la matriz de covarianza X, el término de
intercepcién v y las matrices de coeficientes A, A,, A3, Ay y As. Cabe resaltar
que estos parametros fueron estimados con la muestra de 2000 observaciones para
demostrar la robustez de la metodologia propuesta. Todos los intervalos de cre-
dibilidad con un 95 % de confianza contienen los pardmetros verdaderos (excepto
A{z7 A;Z y A§3). Una observacién que se debe tomar en cuenta es que los intervalos
de credibilidad de los pardmetros estimados Af,, A}, A}, A3,, A3,, A3, A}, v A},
contienen el cero cuando los pardmetros verdaderos son distintos de cero (aunque
pequenos, variando desde 0.05 a 0.09); sin embargo, contienen el cero cerca del
limite inferior, donde sus limites inferiores varian entre —0,008 y 0. Si el intervalo
de credibilidad de un parametro estimado contiene el cero y estd muy cerca de
alguno de sus limites cuando el parametro verdadero es distinto de cero, se puede
llegar a creer que es un indicador de que, aumentando el tamano de la muestra, el
intervalo de credibilidad no contendria el cero; sin embargo, el intervalo de credibi-
lidad del parametro estimado v contiene el cero cerca de su limite inferior cuando
el pardmetro verdadero es cero (ver Tabla 6).

En la muestra de 1000 observaciones, siete de los pardmetros verdaderos no
fueron contenidos por los intervalos de credibilidad del 95 % de sus parametros
estimados. Ademads, trece intervalos de credibilidad del 95 % de los parametros
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Tabla 1: Errores de estimacion relativos ||@ - BHF/||0||F y errores estandar de Hé’HF (entre
paréntesis) para las submuestras de tamafio 1000, 2000, 3000 y 4000.

Muestras

n 10000 20000 40000 60000 80000

4000  0.0728 0.0719 0.0734 0.0729 0.073
(0.2045) (0.2028) (0.2006) (0.1986)  (0.197)

3000  0.1009 0.0962 0.0935 0.0950 0.0948
y (0.2623) (0.2599) (0.2527) (0.2527) (0.2513)
2000  0.0695 0.0685 0.0671 0.0692 0.0678
(0.3176) (0.3215) (0.3143) (0.3101) (0.3125)

1000  0.2372 0.2493 0.2471 0.2461 0.2509
(0.4999) (0.5090) (0.5156) (0.5254) (0.5410)

4000  0.0056 0.0058 0.0061 0.006 0.006
(0.0075)  (0.0075) (0.0076) (0.0076) (0.0077)

3000  0.0044 0.0047 0.0045 0.0045 0.0044
@ (0.0083) (0.0084) (0.0083) (0.0084) (0.0084)
2000  0.0090 0.0090 0.0091 0.0091 0.0091
(0.0100) (0.0102) (0.0102) (0.0103) (0.0104)

1000  0.0142 0.0120 0.0123 0.0124 0.0123
(0.0158)  (0.0157) (0.0156) (0.0162) (0.0161)

4000  0.2051 0.2044 0.2039 0.2042 0.2042
(0.0218) (0.0218) (0.0218) (0.0218) (0.0217)

3000  0.2426 0.2429 0.2420 0.2419 0.2421
B (0.0265) (0.0265) (0.0264) (0.0264) (0.0264)
2000  0.3197 0.3195 0.3199 0.3204 0.3207
(0.0343) (0.0342) (0.0342) (0.0343) (0.0343)

1000  0.3920 0.3903 0.3905 0.3898 0.3902
(0.0536) (0.0535) (0.0534) (0.0535) (0.0536)

4000  0.0554 0.0565 0.0560 0.0540 0.0532
(1.1755) (1.1563) (1.1620) (1.1540) (1.1517)

3000  0.0214 0.0212 0.0275 0.0267 0.0287
(1.1660) (1.1770) (1.1887) (1.2023) (1.2094)

2000  0.0131 0.0033 0.0004 0.0036 0.0050
(1.6257) (1.5161) (1.4848) (1.4865) (1.4890)

1000  0.0130 0.0260 0.0245 0.0282 0.0275
(1.9124) (1.9561) (1.9713) (1.9742) (1.9875)

estimados de las matrices de coeficientes contienen el cero cuando sus parametros
verdaderos son distintos de cero (variando entre 0,05 y 0,09).

Debido al espacio limitado, solo presentamos los graficos de convergencia, his-
togramas y los graficos de las funciones de autocorrelacion de las muestras ge-
neradas por las distribuciones condicionales completas de v; y Afm. Sin embargo,
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Tabla 2: Estimadores, desviacién estandar, valores mas grandes y valores méas pequenos
DIC de los modelos VAR(1)-MSV-t, VAR(2)-MSV-t, VAR(3)-MSV-t, VAR(4)-MSV-t y
VAR(5)-MSV-t para las submuestras 1000, 2000, 3000 y 4000.

n 5 4 3 2 1
4000  39267.4  39328.49 39573.55 39892.82 41401.83
DIC 3000 29064.25 29129.99 29313.37 29604.39 30728.95
2000 18957.98 19008.64 19104.84 19299.26 20020.73
1000 10124.25 10151.52 10209.21 10327.26 10738.93
4000 39266.77 39327.42 39573.22 39892.20 41401.29
DIC... 3000 29063.84 29129.45 2931296 29603.79 30728.08
o 2000 18957.53 19008.18 19104.39 19298.77 20020.24
1000 10124.07 10151.25 10208.79 10327.01 10738.88
4000 39268.04 39328.99 39574.19 39893.39 41402.58
DIC,,; 3000 29064.64 29130.68 29313.9 29605.22 30729.39
* 2000 18958.42 19009.02 19105.22 19299.82 20021.17
1000 10124.45 10151.75 10209.5 10327.56 10738.97
4000 0.421641 0.478483 0.315336 0.347745 0.374204
Desviacién 3000 0.254719 0.364507 0.340827 0.418848 0.347939
2000 0.278370 0.359721 0.274035 0.353985 0.335569
1000 0.113382 0.178808 0.226657 0.184318 0.030657

las muestras de los demés elementos del término de intercepcién y las matrices
de coeficientes presentan los mismos comportamientos. Por otro lado, diagnésticos
de las muestras generadas por las distribuciones condicionales completas de los
elementos de X, @ y v se pueden encontrar en [24].

La Figura 1 muestra los graficos de convergencia, histogramas y las funciones
de autocorrelacion de las muestras de los parametros estimados v; y AL. En el
caso de vy, el grafico de convergencia varia en un rango fijo, lo que es un indicador
fuerte de convergencia. La funciéon de autocorrelacion alcanza su méximo en 0,333
y decrece lentamente, mostrando una alta dependencia de valores pasados. Esto
puede ser debido a la priori de Litterman, ya que las varianzas priori son infinitas
para v;, i = 1,...,p, reflejando que no se tiene ninguna conjetura a priori para
estos coeficientes. En el caso de Afw el grafico de convergencia varia en un rango
fijo, indicando fuerte convergencia. La funciéon de autocorrelacién muestra poca
correlacién, alcanzando su maximo en 0,286 y decreciendo rapidamente, mostrando
la poca dependencia de valores pasados. Como era de esperarse, debido a que
la distribucion condicional completa del término de intercepcién y las matrices
de coeficientes es normal multivariada, las muestras de sus respectivos elementos
estan distribuidas normalmente y esto se refleja en los histogramas de las muestras
de vy y AL. El diagnédstico de convergencia muestra que el enfoque bayesiano para
estimar los parametros es eficiente.
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Figura 1: Grafico de convergencia, histograma y funcién de autocorrelacién del elemento
5
vy A44.

Por la ecuacién (2.18), la asimetria de Mardia del modelo definido por las
ecuaciones (2.1)-(2.9) es cero, por lo que uno esperarfa que los residuales y, — (¥ ®
I,,)ﬁ, t=k+1,...,n, tengan asimetria de Mardia cercana a cero. En la primera fila
de la Tabla 7 se observa el estimador de asimetria muestral de Mardia (calculado
por medio de la funcién mardiaSkew de la libreria semTools de R) aplicado a los
residuales. A diferencia de la expresién tedrica de la asimetria de Mardia del modelo
(ecuacion (2.19)), que requiere estimar los pardmetros X, ® y v, y sustituirlos en la
férmula, el estimador de asimetria muestral de Mardia solo necesita los residuales.
El valor més alto es de 2,264 y corresponde a la muestra de tamano 1000. A medida
que el tamano de la muestra aumenta, el valor del estimador decrece. El valor més
bajo corresponde a la muestra de tamaino 4000 y es de 0,365, que es muy cercano
a cero. De esta manera, uno puede usar el estimador de asimetria muestral de
Mardia aplicado a los residuales como un indicador practico de qué tan bien se
estimaron los parametros del modelo.

La curtosis de Koziol calculada con los parametros verdaderos (X, ®, v) median-
te la ecuacién (2.19) es 288,95 (valor tedrico), mientras que los valores obtenidos
con los pardametros estimados (ﬁ‘., (i), 9) para los diferentes tamanos de muestra se
presentan en la segunda fila de la Tabla 7, variando entre 238,15 y 258,19. El valor
méas cercano al valor tedrico corresponde a la muestra de tamano 3000 y es de
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258,19, lo que implica una diferencia relativa del 10,6 % respecto al valor tedrico,
indicando que los parametros estimados a partir de esta muestra capturan ade-
cuadamente la heterocedasticidad del modelo (seguido de cerca por la muestra de
2000 con 255,86). El valor més lejano corresponde a los residuales de la muestra
de tamano 1000 y es 238,15, sugiriendo que los pardmetros estimados con esta
muestra subestiman el nivel de heterocedasticidad presente en el modelo. Estos
resultados concuerdan con los errores relativos de la Tabla 1. Por lo cual se aporta
mayor evidencia de que las muestras de tamano 2000 y 3000 preservan mejor la
estructura del proceso de generacién de datos.

En la tercera fila de la Tabla 7 se observa el estimador de curtosis muestral de
Koziol (calculado por medio de la funcién Kurt de la libreria mnt de R) aplicado
a los residuales y, — (Y ®Ip),[§, t=k+1,...,n A diferencia de la expresion tedrica
de la curtosis de Koziol del modelo (ecuacién (2.19)), que requiere estimar los
pardmetros X, @ y v, y sustituirlos en la formula, el estimador muestral de Koziol
solo necesita los residuales. Se puede observar que el estimador de curtosis muestral
de Koziol converge al valor tedrico a medida que el tamano de la muestra crece.
Para las muestras de tamano 1000, 2000 y 3000, el valor de curtosis obtenido
mediante la ecuacién (2.19), usando los pardmetros estimados del modelo, es més
cercano al valor tedrico de 288,95. Las diferencias relativas en estos casos fueron
de aproximadamente 17,6 %, 11,6 % y 10,6 %, respectivamente, en comparacion
con las diferencias del estimador muestral de Koziol, que fueron de 56,6 %, 31,8 %
y 16,5 %. En cambio, para la muestra de 4000, el estimador muestral fue el mas
preciso, con una diferencia de apenas 1,9 %, frente al 14,7 % de la estimacion basada
en el modelo.

En la cuarta y quinta fila de la Tabla 7 se observa el error relativo de la
matriz de covarianza estimada con la ecuacién (2.21) y con la funcién cov de
R respectivamente. Se puede observar que, para cada una de las muestras, el
error relativo es menor para la matriz de covarianza calculada con los parametros
estimados que la que fue calculada con las observaciones.

Podemos observar que, en general, la metodologia propuesta en las Secciones
3-4 permite estimar adecuadamente los valores verdaderos de los pardmetros cuan-
do se trabaja con muestras entre 1000 y 4000 observaciones. Esta capacidad de
estimacién se refleja también en los valores de asimetria de Mardia y la curto-
sis de Koziol calculados mediante las ecuaciones (2.18) y (2.19). No obstante, es
importante senalar que los resultados presentados en esta secciéon se basan en un
Unico conjunto de datos aleatorios para cada tamano de muestra. Por tanto, si bien
ofrecen evidencia 1til sobre el comportamiento de la metodologia propuesta, no
son suficientes por si solos para establecer conclusiones definitivas. Serfa necesario
realizar estudios adicionales con multiples réplicas para obtener resultados mas
robustos y generalizables.
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Tabla 3: Media posterior e intervalos de credibilidad del 95 % de los elementos de ® y X.

Pardmetro Media Intervalos de Credibilidad del 95 %

&1 0.960 0.965 [0.952,0.976]

103 0.960 0.956 [0.939,0.970]

3 0.960 0.962 [0.947,0.974]

04 0.960 0.944 [0.925,0.960]
O 1166 1.440 1.425 [1.189,1.701]
012,66 0.864 0.903 [0.763,1.062]
01366 0.864 0.856 [0.717,1.016]
O 14,66 0.864 0.914 [0.778,1.069]
O 1.440 1.574 [1.339,1.846]
02368 0.864 0.910 [0.768,1.073]
Coues | 0.864 0.964 0.829,1.116]
033 66 1.440 1.430 [1.196,1.706]
03466 0.864 0.909 [0.774,1.062]
O 44 ee 1.440 1.583 [1.376,1.819]
O 11,en -0.096 -0.112 [-0.150,-0.077]
12,69 -0.072 -0.071 [-0.107,-0.036]
T 13,69 -0.072 -0.079 [-0.115,-0.045]
O 14,61 -0.072 -0.080 [-0.118,-0.044]
O21,en -0.072 -0.090 [-0.129,-0.053]
022.6n -0.096 -0.098 [-0.137,-0.061]
023,69 -0.072 -0.077 [-0.116,-0.041]
24,69 -0.072 -0.100 [-0.142,-0.061]
O31.6n -0.072 -0.090 [-0.129,-0.054]
032,61 -0.072 -0.055 [-0.093,-0.020]
033,01 -0.096 -0.089 [-0.128,-0.052]
O 34.6n -0.072 -0.083 [-0.121,-0.047]
T4len -0.072 -0.073 [-0.110,-0.038]
T42.6n -0.072 -0.067 [-0.106,-0.031]
T 4361 -0.072 -0.065 [-0.102,-0.030]
O 44.6n -0.096 -0.113 [-0.154,-0.074]
Tl 0.040 0.037 [0.025,0.051]
T12.m 0.028 0.024 [0.015,0.034]
T 13, 0.028 0.027 [0.017,0.038]
T 14.m 0.028 0.026 [0.017,0.037]
T22.m 0.040 0.034 [0.023,0.050]
023, 0.028 0.024 [0.015,0.036]
T24.m 0.028 0.023 [0.015,0.034]
33, 0.040 0.036 [0.024,0.052]
T34, 0.028 0.026 [0.017,0.037]
T 44, 0.040 0.037 [0.026,0.052]
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Tabla 4: Media posterior e intervalos de credibilidad del 95 % de los elementos de las
primeras dos filas de los pardmetros Ay, A,, Az, Ay y As.

Pardmetro Media Intervalos de Credibilidad del 95 %
A}, 0.13 0.082 [0.028,0.135]
Al, 0.09 0.149 [0.102,0.196]
Al 0.09 0.101 [0.051,0.150]
A, 0.09 0.075 [0.028,0.122]
A, 0.11 0.114 [0.065,0.164]
A3, 0.07 0.089 [0.048,0.130]
AL, 0.07 0.085 [0.042,0.128]
A7, 0.07 0.033 -0.008,0.073]
A3 0.09 0.107 [0.062,0.152]
A3, 0 -0.007 [-0.042,0.028]
A, 0 -0.018 [-0.055,0.019]
A, 0 -0.006 [-0.041,0.029]
Al 0.07 0.112 [0.070,0.154]
Al 0 -0.024 [-0.054,0.007]
Al 0 -0.013 [-0.046,0.019]
Al, 0 0.009 [-0.021,0.040]
A 0.05 0.039 [0.000,0.078]
A, 0 -0.007 [-0.034,0.020]
Al 0 -0.003 [-0.031,0.026]
A3, 0 0.002 [-0.025,0.029]
Ay, 0.09 0.046 [-0.007,0.099]
Al 0.13 0.159 [0.103,0.215]
Al 0.09 0.106 [0.053,0.158]
AL, 0.09 0.097 [0.047,0.147]
A3, 0.07 0.088 [0.041,0.134]
A3, 0.11 0.075 [0.023,0.126]
A2, 0.07 0.116 [0.070,0.162]
A3, 0.07 0.044 [0.000,0.088]
Ay 0 0.015 [-0.025,0.054]
A5, 0.09 0.081 [0.034,0.128]
A, 0 -0.014 [-0.054,0.025]
A5, 0 -0.001 [-0.038,0.037]
A3, 0 -0.005 [-0.038,0.029]
A3, 0.07 0.07 [0.026,0.114]
A, 0 0.007 [-0.027,0.041]
A3, 0 -0.007 -0.039,0.025]
A3, 0 0.008 [-0.022,0.038]
A3, 0.05 0.04 [0.000,0.081]
A, 0 -0.005 [-0.035,0.025]
A5, 0 0.012 [-0.017,0.040]
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Tabla 5: Media posterior e intervalos de credibilidad del 95 % de los elementos de las
dltimas dos filas de los pardmetros A, A,, A3, Ay y As.

Pardmetro Media Intervalos de credibilidad del 95 %
A§1 0.09 0.09 [0.039,0.140]
A;z 0.09 0.083 [0.036,0.130]
A§3 0.13 0.17 [0.115,0.223]
A;4 0.09 0.059 [0.011,0.107]
A% 0.07 0.068 [0.024,0.111]
Agz 0.07 0.065 [0.024,0.106]
A§3 0.11 0.164 [0.115,0.214]
A§4 0.07 0.055 [0.015,0.096]
Agl 0 -0.01 [-0.048,0.027]
A3, 0 -0.024 [-0.060,0.012]
A; 0.09 0.092 [0.046,0.138]
A3, 0 0.01 [-0.025,0.045]
A‘S‘l 0 -0.003 [-0.035,0.029]
A‘3‘2 0 -0.009 [-0.040,0.022]
A‘3‘3 0.07 0.057 [0.015,0.100]
A;‘4 0 0.001 [-0.030,0.031]
A5l 0 -0.004 [-0.033,0.025]
A§2 0 0.009 [-0.018,0.036]
A§3 0.05 0.067 [0.027,0.107]
A§4 0 -0.009 [-0.036,0.018]
A}u 0.09 0.083 [0.030,0.136]
A}u 0.09 0.087 [0.035,0.138]
A}B 0.09 0.093 [0.040,0.146]
A}M 0.13 0.141 [0.086,0.196]
Af” 0.07 0.039 [-0.007,0.085]
Aiz 0.07 0.081 [0.036,0.126]
A?B 0.07 0.06 [0.014,0.106]
Afm 0.11 0.094 [0.044,0.145]
A?H 0 0.024 [-0.015,0.064]
Aiz 0 -0.003 [-0.041,0.035]
AfB 0 0.002 [-0.037,0.042]
Afm 0.09 0.115 [0.069,0.161]
Ail 0 0.001 [-0.033,0.034]
Ajz 0 0.001 [-0.032,0.033]
Aj3 0 0.022 [-0.013,0.056]
AL 0.07 0.041 [-0.002,0.085]
Af” 0 0.005 [-0.025,0.034]
A, 0 -0.015 -0.044,0.014]
AfB 0 0.01 [-0.020,0.041]
Ai4 0.05 0.036 [-0.004,0.077]
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Tabla 6: Media posterior e intervalos de credibilidad del 95% de v y los elementos del
término intercepcién v.

Pardmetro Media Intervalos de credibilidad del 95 %
% 12 12.060 [9.582,15.410]
Vi 0 0.042 [-0.009,0.093]
1% 0 0.01 [-0.045,0.065]
V3 0 0.018 [-0.032,0.069]
V4 0 0.013 [-0.043,0.069]

Tabla 7: En la primera fila se observa el estimador de asimetria muestral de Mardia. En la
segunda y tercera fila se observa la curtosis de Koziol estimada con la ecuacién (2.19) (el
valor tedrico 288.95) y el estimador de curtosis muestral de Koziol respectivamente (con
10000 errores simulados de tamano 4000, el estimador de curtosis multivariada obtuvo
una media de 302.37 y desviacién estdndar de 150.48). En la cuarta y quinta fila se
observa el error relativo de la ecuacién (2.21) y de la funcién cov de R respectivamente.

n 1000 2000 3000 4000
Asimetria muestral de Mardia | 2.264  1.172  0.615  0.365
Curtosis de Koziol 238.15 255.86 258.19 246.39
Curtosis muestral de Koziol | 452.59 380.72 336.65 294.42
1y, = 2y [l /112 - 0.277  0.035  0.008  0.024
l[covyn) = Zy, ||,-/||Zy. ]| 0.363  0.067 0.0271  0.051

5.2. Muestras pequenas.

En esta parte de la seccién se usa la misma configuraciéon de pardametros que
en la secciéon de muestras grandes para simular los conjuntos de datos. Como se
mencioné al principio de la seccién, se simulan conjuntos de datos de tamano
n = 500, 625, 750, 850, cada uno con diferentes 6rdenes k = 1, 2, 3, 4, 5, siendo un
total de 20 conjuntos de datos simulados. Se usé una semilla igual a 1989 para que
el andlisis sea replicable.

La Tabla 8 presenta los errores de estimacién relativos “9 - 0||F/||0||F y el error

estandar de ||9” p» entre paréntesis, de los pardmetros estimados. Se observa que
el error relativo para el parametro estimado X en todos los tamanos de muestra
y en todos los d6rdenes es menor que el error relativo de la muestra de tamano
1000 con orden 5. Esto puede ser debido a que la muestra generada con la semilla
1989 es bien representativa del proceso de generacién de datos. Cabe resaltar que
la muestra de tamafio 850 (que es la mds grande de esta parte de la seccién)
obtuvo los errores relativos mas grandes. Por el contrario, los errores relativos més
pequenos se observan mayoritariamente en la muestra de tamano n = 750, aunque
en ciertos érdenes especificos (como k = 3, 4) la muestra de tamano n = 625
alcanza valores ligeramente menores. Sin embargo, los errores estandar en todos
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los tamanos de muestra y en todos los 6rdenes son més grandes que los errores
estandar en la muestra de tamano 1000 con orden 5. En el caso del pardmetro @,
a medida que el tamano de la muestra crece, el error relativo y el error estandar
disminuyen en todos los tamafios de muestra y en todos los érdenes (excepto
algunos casos). Se puede observar que, en general, las muestras de tamafio 750
y 850 tienen menor error relativo que la muestra de tamano 1000; ademas, los
errores estandar de la muestra de 850 son aproximados a los errores estdandar de
la muestra de tamano 1000.

En el caso del pardmetro B, la tendencia que se observd en la seccién de mues-
tras grandes se mantiene. Todos los errores relativos y errores estdndar aumentan
en todos los tamanos de muestra y en todos los 6rdenes; ademds, son mayores que
los estimados en la muestra de tamano 1000. En el caso del pardmetro v, el error
relativo y el error estandar crecen a medida que el tamano de la muestra decrece.
Este resultado es similar a los expuestos en la seccién de muestras grandes. En el
orden k = 5, los errores relativos de las muestras de tamano 500 y 850 son apro-
ximadamente 27 y 16 veces méas grandes que el de la muestra de tamano 1000,
respectivamente.

En la Tabla 9 se presenta el estimador de asimetria muestral de Mardia, la
curtosis de Koziol calculada con los pardmetros verdaderos, el estimador de la
curtosis muestral de Koziol, el error relativo de la ecuacién (2.21) y el error relativo
de la funcién cov de R, para los tamanos de muestra n = 500, 625, 750, 850, cada
uno con diferentes érdenes k = 1, 2, 3, 4, 5. Se observa que, en todos los tamanos
de muestra y en todos los 6rdenes, el estimador de asimetria muestral de Mardia
es menor que el calculado con la muestra de 1000 observaciones. Las muestras
de tamano 500 y 850 son las que tienen menor estimador de asimetria muestral
de Mardia. Por otro lado, se observa que, a medida que el tamano de la muestra
crece, el estimador de la curtosis de Koziol se acerca al valor teérico (288.9), lo
cual concuerda con los resultados expuestos en la secciéon de muestras grandes. En
el caso del estimador de la curtosis muestral de Koziol, se observa que los valores
méas bajos corresponden a la muestra de tamano 500, mientras que la muestra de
tamano 750 reporta los valores mas altos. Por tltimo, se observa que la ecuacién
(2.21) presenta errores relativos menores que la funcién cov de R en la mayoria
de los casos, especialmente para las muestras de tamano 625 y 500. Sin embargo,
para n = 850, los errores de (2.21) son mayores en casi todos los 6rdenes.

Las Tablas 10-13 presentan la media posterior, la desviacién estandar y los
intervalos de credibilidad del 95 % correspondientes a v, los elementos de @, la
matriz de covarianza X, el término de intercepcién v y las matrices de coeficientes
A1, Ay, A3, Ay vy As. Estos pardmetros se estimaron con la muestra de tamano
850. En el caso de los parametros de persistencia estimados ¢;, i = 1,...,5, se
observa que son muy cercanos a los valores verdaderos. Esto también se refleja en
los sesgos, los cuales son pequenos, variando entre —0,015 y 0,005. Los intervalos
de credibilidad del 95 % de los elementos 013 ¢y, T 14,6y, O21,en ¥ T34,6n cOntienen el
cero, a pesar de que los valores verdaderos son distintos de cero. Estos 1ltimos son
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Tabla 8: Errores de estimacién relativos H@— 0||F/||0||F y errores estandar ”9”F (entre pa-
réntesis) para las muestras n = 500, 625, 750, 850, cada tamafno con diferentes 6rdenes
k=1,2,3,4,5.

k
n 1 2 3 4 5

850  0.1916  0.1950  0.1925  0.790  0.1796
(0.6220)  (0.6623)  (0.6174)  (0.6087)  (0.6187)

750 0.0990  0.1116  0.1216  0.1180  0.0995
. (0.6415)  (0.6287)  (0.6081)  (0.6220)  (0.5846)

625  0.1162  0.1344  0.1195  0.1084  0.1096
(0.6778)  (0.7045)  (0.6745)  (0.6420)  (0.6523)

500  0.1447  0.1572  0.1663  0.1556  0.1524
(0.5868)  (0.5749)  (0.6007)  (0.5864)  (0.6035)

850 0.0110  0.0104  0.0106 00113  0.0103
(0.0158)  (0.0156)  (0.0167)  (0.0160)  (0.0161)

750 0.0133  0.0104  0.0108  0.0101 0.0109
@ (0.0187)  (0.0177)  (0.0186)  (0.0179)  (0.0182)

625  0.0161 00133  0.0139  0.0150  0.0152
(0.0225)  (0.0205)  (0.0210)  (0.0226)  (0.0224)

500  0.0445  0.0388  0.0385 00394  0.0388
(0.0392)  (0.0368)  (0.0370)  (0.0405)  (0.0380)

850  0.4101 04390  0.4260  0.4323  0.4382
(0.0469)  (0.0491)  (0.0546)  (0.0583)  (0.0621)

750 04349 04186 04117 04209  0.4306
B (0.0501)  (0.0528)  (0.0591)  (0.0640)  (0.0677)

625 04494 04490 04499 05989  0.4682
(0.0563)  (0.0593)  (0.0659)  (0.0759)  (0.0753)

500 04522  0.4781 0.4627  0.4633  0.4918
(0.0649)  (0.0676)  (0.0760)  (0.0815)  (0.0859)

850 0.5286  0.4876 04613 04836  0.4485
(8.0678)  (7.8517)  (7.4465)  (7.7421)  (7.3591)

750 04254  0.4011 0.4691 04723  0.4507
(7.0892)  (6.7799)  (7.8057)  (7.8495)  (7.5315)

625  0.8449  0.7926  0.8284  0.7441 0.7272
(12.9035) (12.1304) (12.6374) (11.5609) (11.3698)

500  0.9228  0.9378  0.8982  0.8678  0.7404
(14.5248)  (14.3195) (13.9146) (13.6731) (11.7561)

pequenos, iguales a —0,072. Sin embargo, los pardametros estimados son cercanos
al valor verdadero, variando entre —0,027 y —0,05.

En el caso de las matrices de coeficientes, todos los intervalos de credibilidad

con un 95 % de confianza contienen los pardmetros verdaderos, excepto para A%l,
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Tabla 9: En la primera fila se observa el estimador de asimetria muestral de Mardia. En
la segunda fila se observa la curtosis de Koziol (con los pardmetros verdaderos es 288.9).
En la tercera fila se presenta el estimador muestral de Koziol. En la cuarta y quinta fila se
observa el error relativo de la ecuacién (2.21) y de la funcién cov de R respectivamente.

k

n 1 2 3 4 5
850 1.074 1.049 1.043 1.071  1.099
Asimetria muestral | 750  1.583 1.603 1.572 1.573 1.569
de Mardia 625 1.585 1.635 1.686 1.761  1.732
500 0.934  0.892  0.925 0962  0.986
850 242.95 24579 246.15 247.10 246.13
750 22295 22519 222.14 222.06 220.66
625 199.84 199.33 198.33 197.00 196.60
500 158.65 158.82 159.74 157.13 164.13
850 198.57 198.61 198.51 197.85 200.65
Curtosis muestral | 750 228.27 230.85 231.53 228.01 231.19
de Koziol 625 198.74 203.89 203.52 193.02 206.04
500 181.88 180.99 180.84 182.98 185.99
850 0.127 0.064 0.017 0.072 0.145
180 -2 I, 750  0.022  0.030 0.088 0.186  0.302
M= 1T 625 0.051 0.089 0.161 0.458  0.358
500 0.046 0.043 0.062 0.134  0.213
850 0.024 0.049 0.063 0.057 0.032
lleovi-Zy, ||, 750  0.079  0.031  0.020 0.037  0.061
M= 1T, 625 0.202 0.162 0.150 0.169  0.120
500 0.109 0.080 0.114 0.148  0.179

Curtosis de Koziol

A%p A§4, A‘313 y v4. Por otro lado, los intervalos de credibilidad del 95 % de los
elementos estimados A%, A%, A3, A}, A}, A},, A3, AS,, A,, A%, A%;, AL, A3,
Aiz, AfB y A}, contienen el cero cuando los pardmetros verdaderos son distintos
de cero. Estos parametros verdaderos son pequenos, variando entre 0.05 y 0.09, lo
cual es consistente con los resultados obtenidos en la muestra de tamano 1000. No
obstante, los valores estimados son cercanos a los parametros verdaderos, lo cual se
observa con mayor claridad al analizar el sesgo. En el caso de los elementos cuyo
valor verdadero es cero, los estimadores presentan valores absolutos que oscilan
entre 0.0002 y 0.086; de estos, 34 de 36 son menores o iguales a 0.0139. Por tltimo,
en la Tabla 13 se observa que el pardmetro estimado v es igual a 17.382, un valor
considerablemente mayor que el pardmetro verdadero, que es 12. Sin embargo, el
intervalo de credibilidad del 95 % incluye el valor verdadero, lo que indica una
estimacién razonable pese al sesgo.

Podemos observar por los resultados presentados en esta parte de la seccién
que, con muestras pequenas, la metodologia propuesta en las Secciones 3—4 estima
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Tabla 10: Media posterior e intervalos de credibilidad del 95 % de los elementos de @ y X.

Pardmetro Media Sesgo Intervalos de credibilidad del 95 %

o1 0.96 0.945 -0.015 [ 0.9165 , 0.967 |

10 0.96 0.966  0.006 [ 0.9467 , 0.982 ]

&3 0.96 0.950 -0.010 [ 0.9266 , 0.969 ]

o 0.96 0.965  0.005 [ 0.9478 | 0.980 ]
O 11 e 1.44 1.698  0.258 [1.356, 2.124 ]
01266 0.864 1.021  0.157 [0.791, 1.319 ]
013 66 0.864 1.042  0.178 [0.822,1.314 ]
O 1466 0.864 1.036  0.172 [0.810, 1.324 ]
02 ee 1.44 1.712  0.272 [1.276 , 2.322 ]
023 ee 0.864 1.028  0.164 [0.794 , 1.338 ]
024 e6 0.864 1.032  0.168 [0.791, 1.355 ]
03306 1.44 1.653  0.213 [1.286,2.119 ]
O34 e6 0.864 1.016  0.152 [0.788 , 1.314 ]
44 ee 1.44 1.620  0.180 [1.246 , 2.130 |
Tlilen -0.096 -0.057  0.039 [-0.116 , 0.000 ]
Tl12.6n -0.072 -0.059  0.013 [-0.113, -0.007 ]
O 13,6n -0.072 -0.047  0.025 [-0.109 , 0.013 ]
T 14,6n -0.072 -0.027  0.045 [-0.081 , 0.025 ]
O21en -0.072 -0.046  0.026 [-0.105 , 0.009 |
022.6n -0.096 -0.073  0.023 [-0.129 , -0.022 |
023.6n -0.072 -0.078 -0.006 [-0.144 , -0.016 ]
024, -0.072 -0.056  0.016 [-0.110 , -0.006 ]
T31,6n -0.072 -0.058 0.014 [-0.115 , -0.005 ]
O32,en -0.072 -0.088 -0.016 [-0.142 , -0.038 |
O 33,6n -0.096 -0.120 -0.024 [-0.189 , -0.060 |
O 34.6n -0.072 -0.050  0.022 [-0.104 , 0.000 ]
O4len -0.072 -0.090 -0.018 [-0.150 , -0.037 ]
Ta2.en -0.072 -0.094 -0.022 [-0.150 , -0.044 ]
O43,en -0.072 -0.089 -0.017 [-0.155 , -0.029 |
O d4en -0.096 -0.096  0.000 [-0.156 , -0.043 |
Tl 0.04 0.044  0.004 [ 0.027 , 0.068 ]
Ti2m 0.028 0.027  -0.001 [0.016 , 0.043 ]
T13,m 0.028 0.035  0.007 [0.021, 0.054 ]
T 14, 0.028 0.031  0.003 [0.019, 0.047 ]
O20.m 0.04 0.035 -0.005 [0.022 , 0.053 ]
023 0.028 0.029  0.001 [0.017 , 0.044 ]
T24.m 0.028 0.023  -0.005 [0.013, 0.036 ]
033, 0.04 0.054 0.014 [0.034 , 0.082 ]
O34 0.028 0.031  0.003 [0.019, 0.047 ]
a4 0.04 0.036  -0.004 [0.024 , 0.053 ]
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relativamente bien los valores de los pardmetros verdaderos. Sin embargo, es ne-
cesario realizar un analisis més detallado y profundo con muestras pequenas. Por
ejemplo, se usaron hiperparametros para las distribuciones a priori que aportan
mucha informacién sobre los parametros verdaderos. En este sentido, es conve-
niente realizar un andlisis mas exhaustivo con diferentes distribuciones a priori y
métodos alternativos para recolectar informacién sobre los parametros verdade-
ros. Por otro lado, en este andlisis solo se simulé un tnico conjunto de datos por
tamano y orden. Para evaluar con mayor precisiéon la robustez de la metodologia
propuesta, es fundamental simular varios conjuntos de datos del mismo tamano y
orden (al menos 1000) y, de esta manera, presentar diagndsticos estadisticos que
resuman el desempeno de la metodologia propuesta en muestras pequenas.

6. EJEMPLO ILUSTRATIVO USANDO DATOS REALES

En esta seccién presentamos una aplicacién del modelo VAR-MSV-t de las
ecuaciones (2.1)-(2.9) a datos de series de tiempo macroeconémicas clave para los
Estados Unidos. El objetivo es estimar los pardmetros del modelo y encontrar el
orden que mejor se ajuste a los datos. Ademds, proporcionar una breve interpre-
tacion de los parametros estimados.

6.1. Datos

La primera variable es la produccién industrial: indice total (ajustado esta-
cionalmente). Este indice mide la produccién real de sectores como la mineria, la
manufactura, servicios publicos de electricidad y gas. Es un indicador macroeco-
némico importante para economistas e inversionistas debido a que se cree que las
fluctuaciones dentro del sector industrial explican la mayor parte de la variacion
en el crecimiento econémico general. Se escoge esta variable porque se cree que
cambios en la demanda agregada conducen a que la industria cambie su produc-
cién, implicando cambios en la demanda de mano de obra que alteran las tasas
de desempleo [47].

La segunda variable es la tasa de desempleo (ajustada estacionalmente). Mide
el nimero de personas que buscan activamente un trabajo sin encontrarlo, como
porcentaje o fraccién de la fuerza laboral total. Se escoge esta variable debido
a que, segun la teoria econdémica, la mayoria de las personas obtienen la mayor
parte de los ingresos trabajando en una profesién. Con estos ingresos las personas
compran productos a las empresas. A su vez, una parte de los ingresos recibidos por
las empresas se distribuye en el pago de los salarios de los trabajadores. Ademas,
existe evidencia de que el desempleo responde de forma asimétrica a los cambios
de produccién [55].

La tercera variable es el indice del precio al consumidor para todos los con-
sumidores urbanos. Es un indice de precios de una canasta de bienes y servicios
pagados por los consumidores urbanos y constituye aproximadamente el 88 % de
la poblacién total. Los cambios porcentuales en el indice miden la tasa de infla-
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Tabla 11: Media posterior, sesgo e intervalos de credibilidad del 95 % de los elementos de
las ultimas dos filas de los parametros Ay, A,, Az, Ay v As.

Parametro Media Sesgo Intervalos de credibilidad del 95 %
A} 0.13 0.101  -0.029 [0.025,0.177 ]
Al, 0.09 0.093  0.003 [0.025, 0.161 |
Al 0.09 0.136  0.046 [0.065 , 0.208 |
Aj, 0.09 0.100  0.010 [0.027 ,0.173 ]
A% 0.11 0.178  0.068 [0.112,0.244 ]
A3, 0.07 0.005  -0.065 [-0.049 , 0.060 ]
A%, 0.07 0.031  -0.039 [-0.025 , 0.087 |
A3, 0.07 0.026  -0.044 [-0.032 , 0.083 ]
A3 0.09 0.105  0.015 [0.044 , 0.166 ]
AS, 0 0.007  0.007 [-0.036 , 0.050 ]
A3, 0 0.021  0.021 [-0.024 , 0.065 ]
A3, 0 -0.008  -0.008 [-0.055 , 0.037 ]
Al 0.07 0.100  0.030 [0.044 , 0.156 |
Al 0 0.001  0.001 [-0.035 , 0.037 |
Al 0 -0.005  -0.005 [-0.042 , 0.032 ]
Al 0 0.002  0.002 [-0.035 , 0.040 ]
A3 0.05 0.035  -0.015 [-0.016 , 0.086 ]
A3, 0 -0.010  -0.010 [-0.041 , 0.020 ]
A, 0 -0.007  -0.007 [-0.038 , 0.025 |
A3, 0 0.010  0.010 [-0.022, 0.042 ]
Al 0.09 0.055  -0.035 [-0.011,0.121 |
A, 0.13 0.165  0.035 [0.088 ,0.242 ]
Al 0.09 0.149  0.059 [0.080 , 0.218 ]
A, 0.09 0.064  -0.026 [-0.006 , 0.136 |
A3, 0.07 0.068  -0.002 [0.015, 0.121 |
A3, 0.11 0.091 -0.019 [0.023 , 0.159 |
A2, 0.07 0.091  0.021 [0.037 ,0.146 |
A5, 0.07 0.031  -0.039 [-0.024 , 0.087 ]
A5 0 -0.026  -0.026 [-0.068 , 0.017 ]
A5, 0.09 0.119  0.029 [0.058 ,0.181 |
A, 0 0.000  0.000 [-0.043 , 0.044 ]
A, 0 0.001  0.001 [-0.044 , 0.045 ]
A3, 0 -0.003  -0.003 [-0.039 , 0.033 ]
A3, 0.07 0.046  -0.024 [-0.011 , 0.102 ]
A3, 0 0.002  0.002 [-0.035 , 0.038 |
A%, 0 -0.004  -0.004 [-0.041 , 0.033 ]
A5 0 0.012  0.012 [-0.018, 0.043 |
A3, 0.05 0.039  -0.011 [-0.014 , 0.092 ]
A5, 0 0.014  0.014 [-0.017 , 0.045 ]
A5, 0 0.001  0.001 [-0.031 , 0.032 ]
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Tabla 12: Media posterior, sesgo e intervalos de credibilidad del 95 % de los elementos de
las ultimas dos filas de los parametros Ay, A,, Az, Ay v As.

Parametro Media Sesgo Intervalos de credibilidad del 95 %
Al 0.09 0.077  -0.013 [0.011,0.142 ]
A%, 0.09 0.105  0.015 [0.038, 0.171 ]
Al 0.13 0.150  0.020 [0.073 , 0.229 ]
Al 0.09 0.114  0.024 [0.043 , 0.185 ]
A3, 0.07 0.061  -0.009 [0.009 , 0.113 ]
A3, 0.07 0.045 -0.025 [-0.007 , 0.097 ]
A3, 0.11 0.145  0.035 [0.076 , 0.214 ]
A3, 0.07 0.008  -0.062 [-0.046 , 0.062 ]
A3, 0 -0.008 -0.008 [-0.050 , 0.034 ]
A3, 0 0.002  0.002 [-0.040 , 0.043 ]
A§3 0.09 0.071  -0.019 [0.010 , 0.131 ]
A3, 0 0.012  0.012 [-0.031 , 0.055 ]
A3, 0 -0.003  -0.003 [-0.038 , 0.032 ]
A%, 0 -0.003  -0.003 [-0.037 , 0.032 ]
A%, 0.07 0.012  -0.058 [-0.045 , 0.069 ]
A3, 0 0.006  0.006 [-0.030 , 0.042 ]
A3, 0 0.006  0.006 [-0.024 , 0.036 ]
A§2 0 0.022  0.022 [-0.008 , 0.052 ]
A3, 0.05 0.056  0.006 [ 0.004 , 0.108 ]
A3, 0 0.003  0.003 [-0.027 , 0.034 ]
Al 0.09 0.045 -0.045 [-0.021, 0.110 ]
A}, 0.09 0.084 -0.006 [0.018 , 0.150 ]
Al 0.09 0.127  0.037 [0.059 , 0.195 ]
Al 0.13 0.197  0.067 [0.120 , 0.273 ]
A% 0.07 0.049  -0.021 [-0.004 , 0.101 ]
A%, 0.07 0.043  -0.027 [-0.010 , 0.096 ]
AL 0.07 0.046 -0.024 [-0.007 , 0.100 ]
A%, 0.11 0.086 -0.024 [0.018 , 0.155 ]
A3, 0 0.037  0.037 [-0.005 , 0.079 ]
A3, 0 0.009  0.009 [-0.033 , 0.051 ]
Al 0 0.000  0.000 [-0.043 , 0.044 ]
A3, 0.09 0.098  0.008 [0.037 , 0.159 ]
Aj, 0 -0.014 -0.014 [-0.049 , 0.021 ]
A3, 0 -0.006  -0.006 [-0.041 , 0.029 ]
Al 0 0.007  0.007 [-0.029 , 0.043 ]
Aj, 0.07 0.057 -0.013 [0.001, 0.112 ]
A3, 0 -0.005 -0.005 [-0.035 , 0.025 ]
A3, 0 -0.010  -0.010 [-0.040 , 0.020 ]
A3, 0 0.006  0.006 [-0.024 , 0.037 ]
A3, 0.05 0.043  -0.007 [-0.008 , 0.094 ]
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Tabla 13: Media posterior e intervalos de credibilidad del 95% de v y los elementos del
término intercepcién v.

Pardmetro Media Sesgo Intervalos de credibilidad del 95 %
v 12 17.382  5.382 [11.104 , 28.111 |
Vi 0 0.000  0.000 [-0.077 , 0.077 ]
1) 0 -0.059  -0.059 [-0.134 , 0.015 ]
V3 0 0.011  0.011 [-0.060 , 0.083 |
V4 0 -0.086 -0.086 [-0.156 , -0.016 ]

cién entre dos periodos de tiempo cualesquiera, por lo que se puede utilizar para
reconocer periodos de inflacién y deflacion. Se escoge esta variable porque se cree
que incrementos en la volatilidad de la inflacién son asociados con un incremen-
to en el desempleo y una reduccién en el nivel de la produccién industrial [41].
Ademais, existe evidencia de un efecto negativo de los choques de inflacién en los
rendimientos de las acciones [19].

La cuarta variable es el indice del mercado de valores S&P 500. Se considera un
indicador del mercado de acciones de gran capitalizacién estadounidense e incluye
500 empresas lideres en la industria de la economia estadounidense. Se escogié esta
variable por la creciente evidencia sobre la influencia de las variables financieras
en las macroeconémicas [7, 63]. Ademads, se cree que cuando los choques al sistema
financiero aumentan la asimetria de la informacién (una situacién en la que una
parte de un contrato financiero tiene informaciéon mucho menos precisa que la otra
parte [39]), de modo que las fricciones financieras (imperfecciones en el mercado
financiero [21]) aumentan drasticamente, se produce inestabilidad financiera y el
sistema financiero ya no puede canalizar fondos hacia aquellos con oportunidades
de produccién productiva, con el resultado de que la economia puede experimentar
una grave recesion econémica [40].

Los datos son de frecuencia mensual, abarcando un periodo desde enero de
1947 hasta junio de 2019, consistiendo en 869 observaciones. Se usa la ecuacién
r, = 100 log(}%’l) para convertir las observaciones a rendimientos consistentes en:
ri; = rpr, = rendimiento de la produccién industrial: indice total (ajustado estacio-
nalmente), ry, = rrp, = rendimiento de la tasa de desempleo (ajustada estacional-
mente), r3; = rpc; = rendimiento del indice del precio al consumidor para todos
los consumidores urbanos y ry; = risp; = rendimiento del indice del mercado de
valores S&P 500. De ahora en adelante se usard esta notacién para referirse a los
rendimientos de las series cuando se requiera.

En la Figura 2 se presentan los graficos temporales mensuales de los rendi-
mientos de las cuatro variables. Se observan algunos rendimientos con valores muy
grandes en relacién con los demés; al menos 10 valores por serie superan 3 veces la
desviacion estandar respecto a la media, por lo que, en un modelo con distribucién
normal, se les asignarfa probabilidad casi cero [40]. Ademds, se observan perfodos
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de tiempo (por ejemplo, 1950-1960, 1970-1980 y 2000-2010) donde la variabilidad
de los rendimientos es mayor que en otros, lo cual puede considerarse evidencia de
que en esos periodos hay mayor volatilidad.
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Figura 2: Gréficos temporales mensuales de los rendimientos desde febrero de 1947 hasta
junio del 2019 de: (a) produccién industrial, (b) tasa de desempleo, (c) indice del precio
al consumidor, (d) indice del mercado de valores S&P 500. La linea roja es la media de la
serie, mientras que la linea azul es tres veces la desviacién estdndar respecto a la media.

Para aumentar la evidencia de que hay periodos mas variables, la Tabla 14
presenta la desviacién estandar de los rendimientos de las cuatro variables por
década (a excepcion del primer y dltimo intervalo). La desviacién estdndar de cada
década se presenta en relacién con la desviacién estandar de la muestra completa,
por lo que un valor inferior a uno indica un periodo con volatilidad relativamente
baja [64]. Se observa que hay perfodos donde la desviacién estdndar en relacién con
la desviaciéon estandar de la muestra completa es mayor que uno, especialmente el
periodo 1947-1960. Ademads, se observa que los aumentos en la variabilidad en los
rendimientos del indice de precios al consumidor van acompanados con aumentos
en la variabilidad en los rendimientos del indice S&P 500.

Estadisticos descriptivos de los rendimientos se presentan en la Tabla 15. Estos
estadisticos incluyen resultados sobre la media, asimetria y curtosis. Se observa que
hay exceso de curtosis en los rendimientos de las cuatro variables, variando desde
3.89 hasta 5.77, lo que aporta evidencia de que su distribucién tiene colas més
pesadas que la distribucién normal. Para aportar mayor evidencia a la hipdtesis
de no normalidad, se realizé la prueba de Jarque-Bera (JB) de normalidad. El
valor critico de la prueba es 5.9914 y es menor que todos los valores criticos de la
tabla, por lo que se rechaza la hipétesis de normalidad.

En las Tablas 16-17 se presentan las autocorrelaciones y autocorrelaciones cru-
zadas de las series rpy, Frps, Fipc: ¥ rispr- Se observa que las autocorrelaciones de
la serie rypc; en todos los rezagos son superiores a 0.3 por lo que estd muy influen-
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Tabla 14: Desviaciones estdndar por década en relacién con la desviacién estandar de
la muestra de los rendimientos de produccién industrial, tasa de desempleo, indice del
precio al consumidor e indice del mercado de valores S&P 500.

1900 2000
47-60 61-70 71-80 81-90 91-00 01-10 11-19
ren | 1.631  0.825 1.021 0.719 0.511 0.857 0.502
rroe | 1759 0.829  0.789 0.654 0.609 0.693 0.588
riec, | 1.266 0.604 1.010 0.775 0.387 1.045 0.569
rispe | 0.874  0.946  1.102 1.084 0.832 1.288 0.805

Tabla 15: Estadisticos descriptivos de los rendimientos de produccién industrial, tasa de
desempleo, indice del precio al consumidor e indice del mercado de valores S&P 500.

Media  Asimetria Curtosis JB

rp;; | 0.0023 0.1606 5.7760  1186.74
rrp: | 0.0000 0.4611 4.4331 727.50
riec: | 0.0028 0.4021 3.8903 560.19
risp: | 0.0063  -0.9980 3.9303 689.20

ciada por sus propios valores pasados. Las autocorrelaciones de la serie rjsp, son
las mds pequenas, variando entre -0.003 y 0.098 en los rezagos del 2 al 5 (excepto
el primer rezago, que tiene un valor relativamente grande de 0.233). Esto concuer-
da con la teoria de que las series de tiempo financieras se comportan como ruido
blanco. Algunas observaciones sobre las autocorrelaciones cruzadas son que varian
entre -0.44 y 0.215. De las 66 autocorrelaciones cruzadas, 15 son menores que -0.1
mientras que solo 6 son mayores que 0.1, por lo que aproximadamente el 68 % de
las autocorrelaciones cruzadas estan entre -0.1 y 0.1. Este breve anélisis de las
autocorrelaciones y autocorrelaciones cruzadas sugiere que muchos de los elemen-
tos de las matrices de coeficientes seran aproximadamente cero y sus intervalos de
credibilidad probablemente contengan el cero (la mayoria fuera de las diagonales).
Se analizé cada serie de retornos aplicando un modelo autorregresivo univariado
con volatilidad estocéstica, efecto de apalancamiento cruzado y distribucién ¢ de
Student. Se estimaron los pardmetros por medio de la funcién svtlsample de la
librerfa stochvol y factorstochvol de R [23, 27]. Se encontré que los pardmetros
estimados v de cada serie son 16.8 para rpy;, 14.8 para rrp;, 19.4 para ripc; v 16.32
para rsp;. Esto sugiere la posibilidad de colas pesadas en los retornos.

6.2. Configuracion de hiperparametros

Los modelos VAR no son modelos parsimoniosos. Tienen una gran cantidad
de coeficientes. En datos macroeconémicos mensuales, el nimero de observaciones
de cada variable podria ser menor que mil. Sin informacién a priori, es dificil
obtener estimaciones precisas de tantos coeficientes [29]. Para datos financieros,
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Tabla 16: Correlaciones de las series temporales de los rendimientos rpy;, rrps, Fipci Y Tispi-

h TPt rrpi Tieci TiIsp
+1 | 0.385 0.105 0.574 0.233
+2 | 0.257 0.216 0.413 -0.003
+3 | 0.212 0.146 0.382 0.027
+4 | 0.155 0.093 0.364 0.059
+5 | 0.047 0.145 0.355 0.098

Tabla 17: Correlaciones cruzadas de las series temporales de los rendimientos rpy;, r7pi,

ripce Y Tispr-

rpr rpr rpi 'TDt 'TDt rrpct
'TDt r'IpCt r'1s pt r'IpCt r'1S pt r'1S Pt
-5 | -0.157 0.006 -0.025 -0.041 0.061 -0.049
-4 | -0.194 0.031 -0.018 -0.080 0.052 -0.028
-3 1 -0.225 0.046 -0.017 -0.037 0.017 -0.048
-2 1 -0.265 0.048 0.007 -0.027 -0.031 -0.062
-1 |-0.313 -0.016 0.027 -0.023 0.022 -0.119
0 | -0.440 0.005 0.029 -0.035 -0.085 -0.043
-0.253  0.004 0.117 0.018 -0.095 0.049
-0.182 -0.040 0.215 -0.021 -0.103 -0.007
-0.108 -0.068 0.189 0.047 -0.149 -0.050
-0.067 -0.097 0.172 0.107 -0.134 -0.054
-0.057 -0.110 0.152 0.024 -0.111 -0.051

T W N~

existe evidencia empirica de que cuando el nimero de observaciones es menor
que mil, la eleccién de los hiperparametros influye bastante en las distribuciones
posteriores.

Nuestro modelo es un modelo VAR integrado con un modelo MSV y errores de
cola pesada, por lo que la cantidad de parametros es todavia mayor. Ademas, en
nuestro conjunto de datos para este ejemplo solo contamos con 869 observaciones.
Para obtener informacién a priori adecuada que permita una correcta eleccion
de hiperparametros de las distribuciones a priori v, ¢ y X, ajustamos a los datos
modelos autorregresivos univariados con volatilidad estocéstica (ar-sv), volatilidad
estocdstica con efecto de apalancamiento (ar-svl) y volatilidad estocdstica con efec-
to de apalancamiento y errores t (ar-svlt), y almacenamos sus parametros. Luego,
ajustamos un modelo VAR a los datos y estimamos su matriz de covarianza. Con
esta informacién y la propiedad 9 del Apéndice A obtuvimos los hiperparametros.
Debido a que la estimacién de la media posterior del parametro v es sensible a
la eleccién de su distribucién a priori [44, 45], ajustamos cinco configuraciones de
hiperparametros de la siguiente manera:
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Configuracién 1. £ ~ IW2p, 2pRy)™"), v ~ Gamma(l, 0,05), (a;, b;) = (20,1,5), i =
1,....p, Rél = R(l)2 = diag(Fi1,ey, 0,0, Gasen), R(Z)2 = diag(F 11> G 22> F33,5m Tad ),
R(l)1 = f‘.w, donde ﬁlss, 116> Caden, Oiiy, i = 1,..., p, son encontrados promediando
la informacién obtenida del anélisis de los tres modelos (ar-sv, ar-svl y ar-svlt) y la
matriz de covarianza del modelo VAR ajustado a los datos. Los hiperpardmetros
de la priori de Litterman son los usuales de la literatura pg = 0, 0=02,1=0,.5,
mientras que los elementos G, i = 1,..., p, son tomados de la diagonal de la matriz
de covarianza de £ en la iteracién J-

Conﬁguracién 2. RO = dlag(é—l l.ees 6—22,887 6-33,889 6’44,665 é\-l 1qm» 6—22,777]» 6-33,7ma 6-44,7]7])7 don-
de £, Giigys i = 1,..., p, son encontrados con el analisis del modelo ar-svlt y la

matriz de covarianza del modelo VAR ajustado a los datos, v ~ Gamma(1,2, 0,08).

Los demaés parametros son iguales a la configuracién 1.

Configuracion 3. v ~ Gamma(l,2,0,08). Ry es como la configuraciéon 1 pero con el
andlisis del modelo ar-svlt y la matriz de covarianza del modelo VAR ajustado a
los datos. Los deméds parametros son iguales a la configuracion 1.

Configuracion 4. v ~ Gamma(0,01,0,01), a = (22,22,22,15), b = (1,1,1,1,1,1, 1,5),

A = 0,25080, ajustado con la librerifa BVAR de R. Los demds pardametros son
iguales a la configuracién 3.

Configuracion 5. Ry = diag(0,0,0,0,0,8,0,8,0,8,0,8). Los demds pardmetros son
iguales a la configuracién 1.

El parametro de ajuste se configuré K = 0.014n. Para evitar que el método
se atasque firmemente debido al rechazo excesivo, se sigue la sugerencia de [53]
incrementando K unas pocas iteraciones en intervalos regulares. Nosotros usamos
incrementos regulares de 0.016n y 0.018n.

6.3. Resultados

Como en el ejemplo presentado en la Seccién 5, ajustamos las 869 observaciones
al modelo de las ecuaciones (2.1)—(2.9). Primero, para establecer la informacién a
priori més adecuada, supusimos que el orden VAR-MSV-t no puede exceder orden
5. Luego, estimamos el modelo VAR-MSV-t de orden 5 con las cinco diferentes
configuraciones de hiperpardmetros. Para cada modelo generamos 130000 mues-
tras y descartamos las primeras 40000. Con las 90000 muestras restantes de cada
modelo, estimamos los pardmetros y calculamos la medida DIC. En la Tabla 18
se presentan las medidas DIC del modelo VAR-MSV-t de orden 5 con las 5 con-
figuraciones de hiperpardmetros. Se observa que la menor medida DIC fue para
la configuracién 3, por lo que la configuracion 3 de hiperparametros nos provee la
informacion a priori mas adecuada.

Como suponemos que el orden VAR-MSV-t no puede exceder el orden 5, es-
timamos los modelos VAR-MSV-t del orden 1 al 5 (cada modelo con la configu-
racién 3 de hiperpardmetros). Para cada modelo generamos 130000 muestras y
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Tabla 18: Estimadores del DIC, desviaciones estdndar y valores méas grandes y mas peque-
nos del DIC para el modelo VAR(5)-MSV-t con las 5 configuraciones de hiperpardmetros.

Configuracién 5 4 3 2 1
DIC 8500.85 8547.04 8441.59 8474.74 8716.74
DICn 8500.52 8546.89 8441.08 8474.13 8716.42
DICax 8501.08 8547.22 8442.15 8475.22 8717.05
Desviacion 0.1764  0.1306  0.3315  0.3171  0.2097

descartamos las primeras 40000. Con las 90000 muestras restantes de cada mode-
lo, estimamos los parametros y calculamos la medida DIC. La Tabla 19 muestra
las medidas DIC, el estimador de asimetria muestral de Mardia, la curtosis de
Koziol y el estimador de curtosis muestral de Koziol de los residuales de todos los
modelos estimados con la configuracion 3 de los hiperpardametros. El modelo que
tiene la menor medida DIC es el modelo VAR(5)-MSV-t. Ademds, se observa que
el estimador de curtosis de Koziol es 258.54, valor que es 2.35 veces menor que
el estimador de curtosis muestral de Koziol, el cual es igual a 606.70. Asimismo,
el valor del estimador de asimetria muestral de Mardia obtenido a partir de los
residuos es 2.59, lo que sugiere que el modelo captura adecuadamente la simetria
tedrica del proceso subyacente.

Tabla 19: Estimadores del DIC, desviaciones estandar y valores més grandes y mas pe-
quenios del DIC de los modelos VAR(i)-MSV-t, i = 1,...,5, con la configuracién de hiper-
parametros 3. Ademads, se incluyen el estimador de asimetria muestral Mardia, curtosis
de Koziol y estimador de curtosis muestral de Koziol de cada modelo.

VAR-MSV-t ) 4 3 2 1
DIC 8441.59 8565.68 8643.67 8719.72 8854.26
DICn 8441.08 8565.43 8643.21 8719.20 8853.82
DICax 8442.15 8566.01 8644.33 8720.31 8854.63

Desviacién estandar 0.3315 0.1895 0.3580 0.3505 0.2651

Asimetria muestral de | ) oo \n 5 6003 99738 29396 2.2100
Mardia
Curtosis de Koziol 258.54 268.86 253.75 245.77 227.98

Curtosis muestral de | e o0 por 65 56177 55030 522.96
Koziol

En las Tablas 20-21 se presentan la media posterior, la desviacién estandar
y los intervalos de credibilidad del 95% de v y de los elementos de @, X, v, Ay,
Ao, Az, Ay y As. Ademsds, en la Tabla 22 se presentan los elementos de la matriz
de correlacién p (calculada a partir de la matriz de covarianza X). Cabe resaltar
que solo presentamos los pardmetros estimados cuyos intervalos de credibilidad no
contienen el cero. Por ultimo, en las Figuras 3-4 se presentan los gréficos de los
pesos raros o extremos y la evolucién de la volatilidad estimada, respectivamente.
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Lo primero que observamos es que el parametro estimado v es igual a 23.19,
un valor moderado que sugiere la presencia de colas mas pesadas que las de la
distribucién normal. Aunque, para valores de v cercanos a 23, la distribucién ¢ de
Student y la normal son muy similares, las diferencias ain pueden ser relevantes
en las colas, especialmente al modelar eventos extremos. Por otro lado, cuando v
es muy grande (empiricamente, mayor a 30), la evidencia sugiere que no hay mo-
vimientos de alta frecuencia y que los pesos generados por la distribucién de /l,_l/ 2
tienden a concentrarse cerca de 1 [34]. Sin embargo, en la Figura 3 se observan
catorce pesos que superan tres veces la desviacién estandar respecto a la media,
con magnitudes entre 1.2 y 1.31. El intervalo de credibilidad del 95 % para el valor
de 1.31 es [1,013, 1,936], el cual no incluye el valor 1, mientras que el intervalo
correspondiente para el valor 1.30 es [0,972, 2,050], conteniendo al 1 apenas en el
extremo inferior. Esto sugiere que algunos de estos pesos inusuales podrian efec-
tivamente diferenciarse de 1. Ademds, estos valores atipicos coinciden con eventos
inusuales ocurridos en esas fechas, como se describe a continuacion.

Los pesos de mayor magnitud corresponden a las fechas de febrero de 1986 y
octubre de 2008. El peso de febrero de 1986 corresponde al periodo conocido como
la gran moderacién (1984-2006), un periodo donde no existia mucha variacién
en las variables macroeconémicas y que se puede apreciar en la Figura 4. En
la Figura 5 se observa que, durante los anos 1985-1986, la volatilidad estimada
de los rendimientos de produccién industrial y la tasa de desempleo se mantuvo
claramente por debajo de 1. Para el indice de precios al consumidor, la volatilidad
superd ligeramente el valor de 1 en el dltimo trimestre de 1985. En cuanto al
indice S&P 500, la volatilidad estimada también superé el valor de 1 en el dltimo
trimestre de 1985.

En febrero de 1986, los rendimientos de la tasa de desempleo alcanzaron un
brusco 7,19 %, muy por encima de los rendimientos entre 1983 y enero de 1986,
que variaban entre —7,18% y 4,08 %, con una media de —1,29 %. La volatilidad
estimada de los rendimientos de la tasa de desempleo tuvo un promedio de 0.82,
con una desviacién estandar de 0.02 en el periodo de 1983-1986, por lo que no

refleja el rendimiento tan alto de febrero de 1986, pero la distribucién de 4, ?
estimé un peso de magnitud extrema de 1.31 en ese mismo mes. En febrero, marzo
y abril de 1986, los rendimientos del indice de precios al consumidor tuvieron
una disminucién brusca de —0,18 %, —0,54 % y —0,36 %, respectivamente, muy por
debajo de los rendimientos entre 1983 y enero de 1986, que variaban entre 0,1 % y
0,71 %, con una media de 0,32 %. Por otro lado, la volatilidad estimada comenzé
a aumentar en el cuarto trimestre de 1984 y superd el 1 en el cuarto trimestre
de 1985, alcanzando su méaximo de 1.35 en marzo de 1986. Este aumento gradual
en la volatilidad estimada en los rendimientos del indice de precios al consumidor
indica que en ese periodo hubo movimientos en los precios de la canasta de bienes
y servicios, lo que puede reflejar inestabilidad econémica o factores externos que
afectan el comportamiento de los precios. Comenzando el tercer trimestre de 1984,
la volatilidad estimada de los rendimientos de la produccién industrial comenzé a
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Tabla 20: Media posterior, desviacion estandar e intervalos de credibilidad del 95 % de v
y de los elementos de las matrices ® y X.

Media Desviacién estdndar Intervalos de credibilidad del 95 %

% 23.195 8.534 [12.570,44.176)
o 0.930 0.023 [0.878,0.967]
0> 0.997 0.002 [0.990,0.999]
o3 0.940 0.017 [0.901,0.970]
04 0.821 0.052 [0.701,0.902]
o | 0.341 0.060 [0.238,0.479]
o | -0.493 0.091 [-0.683,-0.324]
o5 | -0.083 0.024 [-0.133,-0.041]
o7 | -0.051 0.024 [-0.100,-0.008]
oy | 7.826 1.661 [4.598,11.077]
o4 | -0.629 0.284 [-1.208,-0.096]
oy | 0.262 0.111 [0.066,0.499]
o | -0.084 0.033 [-0.150,-0.020]
o33 | 0.038 0.007 [0.026,0.052]
os3g | 0.023 0.009 [0.006,0.041]
o4 | 7.356 0.692 [6.072,8.791]
o | -0.441 0.133 [-0.723,-0.197]
oss | 0.133 0.041 [0.068,0.230]
oes | 0.004 0.002 [0.002,0.008]
o77 | 0.099 0.028 [0.053,0.166]
ogg | 0.147 0.044 [0.077,0.252]

crecer lentamente, indicando un aumento leve en la variabilidad de la produccion
(aunque siempre por debajo de 1), alcanzando en marzo de 1986 el maximo de 1.

Nuestro modelo interpreta que en febrero de 1986 hubo un evento raro que
proporcioné un incremento del 31 % en la magnitud de los choques de los rendi-
mientos de las cuatro variables. Este evento raro puede ser debido a que en 1986
la economia de los Estados Unidos comenzaba su cuarto ano de expansién después
de la profunda recesién de 1981-1982. La inflacién y el desempleo estaban dismi-
nuyendo lentamente. Se estaban logrando nuevos avances hacia el objetivo de la
estabilidad de los precios. El comportamiento de los salarios y los precios siguié
estando influenciado por el impulso antiinflacionario de las politicas implementa-
das [4]. Sin embargo, los efectos adversos de la caida de los precios del petréleo
contribuyeron de manera importante a la marcada desaceleracion de la inflacion
en 1986 y a un aumento repentino de la tasa de desempleo de casi el doble para
los trabajadores mineros. Otro sector en el que la tasa de desempleo aumento fue
el manufacturero [51, 52].

El peso de octubre del 2008 corresponde al periodo conocido como la gran rece-
sién (2007-2009). Se observa en la Figura 4, y con més detalle en la Figura 6, que
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Tabla 21: Media posterior, desviacién estandar e intervalos de credibilidad del 95 % de los
elementos del vector término intercepcién v y de las matrices de coeficientes Ay,..., As
cuyos intervalos de credibilidad no contienen el cero.

Media Desviacién estdndar Intervalos de credibilidad del 95 %

Al 1 0.206 0.038 [0.132,0.280]
Al, | -0.019 0.006 [0.031,-0.006]
Al, | 0.013 0.006 [0.002,0.024]
A2, | 0.157 0.034 [0.090,0.224]
A2, | 0.015 0.005 [0.004,0.025]
A3 | 0.100 0.032 [0.037,0.162]
A3, | 0.014 0.005 [0.005,0.023]
A}, | 0.082 0.031 [0.021,0.142]
Al ] -0.996 0.135 [-1.260,-0.731]
Al | -0.138 0.035 [-0.208,-0.069]
Al, | -0.077 0.027 [-0.129,-0.025]
A2, | -0.333 0.124 [0.579,-0.092]
A3, | 0.069 0.032 [0.007,0.131]
A3, | 0.105 0.030 [0.046,0.165]
vi | 0.054 0.014 [0.027,0.080]
Al | 0.422 0.037 [0.351,0.494]
AZ; | 0.090 0.039 [0.014,0.166]
A3, | 0.101 0.034 [0.034,0.169]
A3, | 0.126 0.031 [0.065,0.188]
vy | 0.832 0.170 [0.501,1.165]
Al | -1.002 0.374 [-1.738,-0.272]
Ay, | 0.219 0.036 [0.149,0.289]
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Figura 3: Grafico temporal de /1;1/ 2. La linea roja son los valores estimados, las lineas

azules son sus respectivos intervalos de credibilidad del 95 %, la linea inferior verde co-
rresponden a uno, mientras que la superior corresponde a tres veces la desviacién estandar
respecto a la media de los valores estimados.
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durante el periodo 2006-2007 la tasa de desempleo se mantuvo estable, variando
entre 4,4% y 5 %, con una media de 4,61 %. Luego, en enero del 2008, comenzd a
aumentar gradualmente, alcanzando un méaximo de 10 % en octubre del 2009. En
ese periodo, la volatilidad estimada en los rendimientos de la tasa de desempleo se
mantuvo por debajo de 1, alcanzando su méaximo de 0.94 en noviembre del 2006
y un minimo de 0.72 en diciembre del 2009. En el caso de los rendimientos de la
produccién industrial, durante el periodo 2006-2007 los rendimientos eran estables,
con una media de 1,18 % y una desviacién estdndar de 0,35 %. Sin embargo, en
enero del 2008 se presenté una sucesion de rendimientos negativos que comenzé
con —0,11 % y alcanzé un minimo de —4,47 % en septiembre de ese mismo ano. La
volatilidad estimada en 2006—2007 fue inferior a 1, con un promedio de aproxima-
damente 0.76 y una desviacion estandar de 0.06. Sin embargo, en enero del 2008
comenz6 a aumentar gradualmente, alcanzando un méaximo de 2.26 en octubre
de ese mismo afno, lo que refleja inestabilidad econémica o factores externos que
afectan el comportamiento de la produccion. En 2006, la volatilidad estimada de
los rendimientos del indice S&P 500 fue inferior a 1. Luego, en diciembre, comenzé
a aumentar gradualmente, alcanzando 1 en abril del 2007 y un méximo de 2.32 en
octubre del 2008. Este incremento sostenido en la volatilidad sugiere que los par-
ticipantes del mercado financiero estaban reaccionando a algin evento que estaba
ocurriendo.

Entre enero y octubre de 2006, la volatilidad estimada de los rendimientos del
indice de precios al consumidor tuvo un promedio de 1.69 y una desviacion estandar
de 0.039. Luego, comenzé a decrecer, alcanzando un minimo de 1.17 en julio de
2007. En junio del 2007 volvié a crecer gradualmente y, en febrero del 2008, acelerd
el crecimiento, alcanzando un méximo de 3.2 en octubre de 2008. Este aumento
acelerado en la volatilidad sugiere que, en ese periodo, hubo movimientos en los
precios de la canasta de bienes y servicios, lo que refleja inestabilidad econémica
o factores externos que afectan el comportamiento de los precios.

Nuestro modelo interpreta que, en el periodo 2006-2010, hubo movimientos de
baja frecuencia en las variables produccién industrial, indice de precios al consu-
midor y el indice S&P 500. Ademds, sugiere que, en octubre de 2008, parte de la
fuerza en los choques de los rendimientos de las variables se debié a un evento raro
que les proporcioné un incremento del 30 % en su magnitud. Este evento raro se
relaciona con el aumento de la volatilidad en octubre de 2008 en las tres variables,
aunque en los rendimientos se refleja principalmente en el indice S&P 500. Este
evento raro puede ser debido a que, en Estados Unidos, después de un periodo de
varios anos de aumento de las ventas y construccién de las viviendas y un rapido
aumento en los precios de las viviendas, en 2006 los precios se desaceleraron drés-
ticamente. Este evento provocé tensiones sustanciales importantes y volatilidad
en los mercados financieros. Sumado a esto, aumentos en los precios del petréleo
crudo y de algunas otras materias primas erosionaron los ingresos reales de los
hogares y aumentaron los costos empresariales.
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Figura 4: Graficos temporales de la evolucién de la volatilidad estimada para los rendi-
mientos desde febrero de 1947 hasta junio del 2019 de: (a) Produccién industrial: indi-
ce total (ajustada estacionalmente), (b) tasa de desempleo (ajustada estacionalmente),
(c) indice del precio al consumidor para todos los consumidores urbanos e (d) indice
del mercado de valores S&P 500. La linea roja es la volatilidad estimada, las lineas
azules son sus respectivos intervalos de credibilidad del 95 % mientras que la linea verde
corresponde a uno.

En el mercado laboral, la demanda de mano de obra desaceleré a principios
de 2006 y en 2007 desaceler6 aun mas. Por otro lado, el comportamiento de la
inflacién basica en 2007 estuvo determinado por muchas de las mismas fuerzas
que actuaron en 2006. Inicialmente, los efectos de los problemas en los mercados
inmobiliario y financiero a otros sectores de la economia fueron limitados y la
actividad econémica general se mantuvo razonablemente bien, pero se desacele-
ré marcadamente en el cuarto trimestre de 2007 [5]. En 2008, la economia entré6
con poco impulso y, a mediados de ese mismo ano, las tensiones en los mercados
financieros se intensificaron. La economia, que en 2006-2007 se mantuvo razona-
blemente bien, experimentaba fuertes tensiones. Las condiciones en el mercado
laboral empeoraron significativamente. Por otro lado, los precios de la energia y
productos béasicos cayeron bruscamente, provocando que las presiones inflaciona-
rias disminuyeran apreciablemente. La inflacién general se volvié negativa en el
cuarto trimestre de 2008. En septiembre, varias empresas financieras se declararon
en quiebra, entre ellas Lehman Brothers Holding. La quiebra de la empresa finan-
ciera Lehman Brothers Holding provocé que la liquidez en los mercados financieros
a corto plazo desapareciera por un tiempo y los precios se desplomaran en todas
las clases de activos [6].

Los parametros de persistencia ¢;, i = 1,..., p, varian entre 0.8210 y 0.9966. En
el caso de los rendimientos de la tasa de desempleo, el parametro de persistencia
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Figura 5: Graficos temporales correspondientes al periodo 1983-1987. Las filas de los grafi-
cos corresponden a las graficas de las variables: produccién industrial, tasa de desempleo,
indice de precios al consumidor e indice S&P 500 respectivamente. Las columnas de los
graficos corresponden a las graficas de: Las observaciones, rendimientos y volatilidad es-
timada respectivamente. Las lineas verdes horizontales corresponden al cero y al uno.

estimado es ¢, = 0,9966, un valor muy cercano a uno. Ademsds, la varianza de la
volatilidad estimada es 02, = 0,0039, un valor cercano a cero, lo que indica que
la evolucién de la volatilidad es suave. Esto se observa en la Figura 4-(b), donde
la evolucién de la volatilidad decrece lentamente, sin movimientos bruscos, desde
principios de 1947 hasta llegar a principios de 1970. Luego se mantiene en un
promedio de aproximadamente 0.85, con una desviacién estandar de 0.06, hasta
finales de 2011. A partir de ese punto, crece gradualmente hasta finales de 2019. En
el caso de los rendimientos del indice S&P 500, se observa que presenta la varianza
de la volatilidad estimada més grande y el parametro de persistencia estimado mas
pequenio, con valores o4, = 0,1467 y ¢4 = 0,8210, respectivamente. Esto indica
que existe alta probabilidad de un choque relativamente grande en la volatilidad,
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pero que perderd su fuerza rapidamente. Esto se observa en la Tabla 23, ya que
un choque de la volatilidad pierde la mitad de su fuerza en aproximadamente 3.51
meses. Esto también se puede observar en la Figura 4-(d), donde los aumentos de
la volatilidad decrecen rapidamente una vez que alcanzan su maximo.

Tabla 22: Media posterior, desviacién estdndar e intervalos de credibilidad del 95 % de
los elementos de la matriz de correlacién p cuyos intervalos de credibilidad no contie-
nen el cero.

Media Desviacién estdndar Intervalos de credibilidad del 95 %
P12.ee | -0.304 0.034 [-0.369,-0.237]
Piiep | -0.398 0.095 [-0.573,-0.208]
Praen | -0.281 0.116 [-0.499,-0.046]
P2ee | -0.083 0.036 [-0.153,-0.013]
P21en | 0.262 0.099 [0.068,0.455]
P2y | -0.488 0.159 [-0.739,-0.127]
P3sen | 0.311 0.109 [0.086,0.510]
Pagen | -0.429 0.105 -0.626,-0.211]

La varianza y la persistencia de la volatilidad estimada del indice de precios
al consumidor es 033,, = 0,0989 y ¢3 = 0,9397, respectivamente. En la Tabla 23,
se observa que un choque de la volatilidad pierde la mitad de su fuerza en aproxi-
madamente 11.16 meses. Esto se observa en la Figura 4-(c), donde aumentos en la
volatilidad decrecen relativamente despacio una vez que alcanzan su méximo. Por
ultimo, la varianza y la persistencia de la volatilidad estimada de la produccién
industrial es oy, = 0,1327 y ¢; = 0,9298, respectivamente. En la Tabla 23, se
observa que un choque de la volatilidad pierde la mitad de su fuerza en aproxima-
damente 9.53 meses. Esto se observa en la Figura 4-(a), donde aumentos grandes
en la volatilidad decrecen relativamente despacio una vez que alcanzan su maximo.

El flujo de la volatilidad de los rendimientos de las cuatro variables varia entre
1.2523 y 1.6327, mientras que el porcentaje de la varianza general atribuible a la
heterocedasticidad de los choques varia entre 27,03 % y 44,03 %. Los rendimientos
del indice S&P 500 y la tasa de desempleo presentan los valores més bajos, 1.2523
y 1.3458, respectivamente, con porcentajes de varianza atribuida a la heteroce-
dasticidad de 27,03 % y 33,10 %. En contraste, los rendimientos de la produccion
industrial y el indice de precios al consumidor presentan los valores méas altos,
1.6327 y 1.5269, respectivamente, con porcentajes de varianza heterocedastica de
44,03 % y 40,15 %.

En la Tabla 21 se observa que los rendimientos de la produccién industrial son
explicados por los primeros cuatro rezagos pasados de sus propios rendimientos,
por el primer rezago pasado de los rendimientos de la tasa de desempleo y por los
primeros tres rezagos pasados de los rendimientos del indice S&P 500. A medida
que el orden de sus propios rezagos aumenta, la magnitud de los coeficientes decrece
gradualmente, desde Ah = (0,206 hasta A‘l‘1 = 0,082. Estos coeficientes, ademds de
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Figura 6: Graficos temporales correspondientes al periodo 2006-2010. Las filas del grafico
corresponden a las graficas de las variables: produccién industrial, Tasa de desempleo,
indice de precios al consumidor e indice S&P 500 respectivamente. Las columnas del
grafico corresponden a las graficas de: Las observaciones, rendimientos y volatilidad esti-
mada respectivamente. Las lineas verdes horizontales corresponden al cero y al uno.

ser positivos, son mayores que los coeficientes en valor absoluto de las otras series,
lo que refleja una fuerte persistencia de la produccién industrial en su dindmica
temporal. A corto plazo, se observa un efecto débil, pero negativo del desempleo
con un coeficiente A{z = -0,019, coherente con el ajuste asimétrico entre produccion
y empleo. Por tltimo, los coeficientes asociados a los rezagos del indice S&P 500,
A}4 = 0,013, A%4 = 0,015y A?4 = 0,014, aportan evidencia empirica de que las
variables financieras influyen en las variables econémicas.

Los rendimientos de la tasa de desempleo son explicados por el primer y segundo
rezago de los rendimientos de la produccién industrial, el primer, cuarto y quinto
rezago de sus propios rendimientos pasados y el primer rezago de los rendimientos
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Tabla 23: Flujo de la volatilidad, vida media de un choque en la volatilidad y porcentaje
de la varianza que pertenece a la heterocedasticidad de los choques de los rendimientos
de las variables.

exp|0,50im/(1 = ¢7)]  —log(2)/loglgil 10001 = T e/ Titgun)
Serie 1 1.6327 9.5310 44.0329
Serie 2 1.3458 209.4752 33.1061
Serie 3 1.5269 11.1630 40.1563
Serie 4 1.2523 3.5145 27.0377

del indice S&P 500. Los coeficientes asociados a los rezagos de la produccién in-
dustrial son negativos, aproximadamente Aél =-0,996 y A%l = —0,333, y en valor
absoluto, mayores que los rezagos de las otras series, lo que indica que la tasa de
desempleo es explicada principalmente por la produccion de los sectores industria-
les. En otras palabras, rendimientos negativos (positivos) en el primer y segundo
rezago de la produccién industrial implican un aumento (disminucién) en los rendi-
mientos actuales de la tasa de desempleo. Esto respalda la idea de que los cambios
en la demanda agregada inducen ajustes en la produccién, lo cual modifica la de-
manda de mano de obra y, por tanto, las tasas de desempleo. A corto y mediano
plazo, los rendimientos de la tasa de desempleo también son explicados, aunque
con menor fuerza, por sus propios rezagos. Por tltimo, el primer rezago de los
rendimientos del indice S&P 500 tiene un coeficiente estimado de A§4 = -0,077, lo
que indica que rendimientos negativos (positivos) en el mes anterior tienden a au-
mentar (disminuir) los rendimientos de la tasa de desempleo, mostrando influencia
de las variables financieras sobre el desempleo.

Los rendimientos del indice de precios al consumidor son explicados por un
término de intercepcién y sus propios rendimientos pasados (excepto el tercer
rezago). Por otro lado, los rendimientos del indice S&P 500 son explicados por un
término de intercepcion, el primer rezago de los rendimientos del indice de precios
al consumidor, A}B = —1,002, y el primer rezago de sus propios rendimientos,
A}M =0,219. En valor absoluto, el coeficiente del primer rezago de los rendimientos
del indice de precios al consumidor es mayor que el de su propio rezago, por
lo que los rendimientos del indice S&P 500 son explicados principalmente por los
rendimientos del indice de precios al consumidor. Esto significa que un rendimiento
positivo (negativo) del indice de precios al consumidor en el mes anterior implicarfa
una disminucién (aumento) en los rendimientos del indice S&P 500. El coeficiente
estimado A}B = —1,002 indica un efecto negativo casi unitario del rendimiento
pasado del indice de precios al consumidor sobre el rendimiento actual del S&P
500. Esto implica que un aumento (o caida) del 1% en la inflacién mensual se
asocia con una cafda (o aumento) aproximada del 1% en los rendimientos del
S&P 500. Este resultado evidencia una fuerte relacion inversa entre la inflacion
pasada y el desempeno financiero actual.
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En la Tabla 22 se observa que la correlacién entre los choques de los rendi-
mientos de la produccién industrial y la tasa de desempleo es pipe = —0,304,
indicando una relacién inversa. Esto sugiere que aumentos (disminuciones) en los
choques de los rendimientos de la tasa de desempleo son influenciados por disminu-
ciones (aumentos) en los choques de los rendimientos de la produccién industrial,
respectivamente. Por otro lado, los choques de los rendimientos de la produccion
industrial estdan correlacionados negativamente con los choques de la volatilidad
del siguiente mes de sus propios rendimientos y los rendimientos del indice de pre-
cios al consumidor, siendo de piie = —0,398 y p13e = —0,281, respectivamente.
Esto quiere decir que la volatilidad del siguiente mes de los rendimientos de la
produccién industrial y el indice de precios al consumidor son influenciadas por
disminuciones en los choques de los rendimientos de la produccién industrial en el
mes actual. Esto aporta evidencia de que los incrementos en la volatilidad de la
inflacién se asocian con una reduccién en el nivel de produccién industrial, y que
los cambios en la demanda agregada inducen ajustes en la actividad productiva.

Los choques de los rendimientos de la tasa de desempleo estan correlacionados
con los choques de la volatilidad del siguiente mes de los rendimientos de la pro-
duccién industrial y sus propios rendimientos, con correlaciones pyi ., = 0,262 y
P22, = —0,488, respectivamente. Esto indica que aumentos actuales en los choques
de la tasa de desempleo incrementan la incertidumbre sobre la actividad indus-
trial futura, mientras que disminuciones actuales en los choques propios elevan la
incertidumbre futura sobre el desempleo mismo. Ademads, los choques de la ta-
sa de desempleo estdn débilmente correlacionados negativamente con los choques
del indice S&P 500, py4.. = —0,083, lo que sugiere que disminuciones (aumentos)
en los rendimientos bursétiles estan asociadas, aunque levemente, con aumentos
(disminuciones) en los choques del desempleo.

Los choques de los rendimientos del indice de precios al consumidor en el mes
actual estan correlacionados positivamente con los choques de la volatilidad del
siguiente mes de los rendimientos del indice S&P 500, con un valor de ps4, = 0,311.
Esto quiere decir que la volatilidad del siguiente mes de los rendimientos del indice
S&P 500 es influenciada por aumentos en los choques de los rendimientos del
indice de precios al consumidor. Esto sugiere que los participantes del mercado
reaccionaran en el mes siguiente a aumentos en los choques de los rendimientos
del indice de precios al consumidor en el mes actual. Por otro lado, los choques
de los rendimientos del indice S&P 500 del mes actual estdn correlacionados con
los choques de la volatilidad del siguiente mes de sus propios rendimientos, siendo
de pssep = —0,429. Esto quiere decir que la volatilidad del siguiente mes de los
rendimientos del indice S&P 500 es influenciada por disminuciones en los choques
de sus propios rendimientos en el mes actual. Esto sugiere que los participantes
del mercado reaccionaran en el siguiente mes a disminuciones en los choques de
los rendimientos en el mes actual.
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7. CONCLUSIONES

En este articulo se propuso un modelo VAR-MSV-t para modelar series de
tiempo multivariadas. El modelo VAR tiene el propésito de medir el efecto de los
valores pasados de las variables involucradas en los valores actuales de cada varia-
ble. Por otro lado, la integracién del modelo MSV tiene el propdsito de capturar
los movimientos de baja frecuencia, medir el efecto de los choques en el tiempo ¢
de las variables enddgenas sobre los choques de la volatilidad en el tiempo ¢ + 1
y medir el efecto de un choque de la volatilidad actual sobre el prondstico de la
volatilidad. La integracién de la distribucién ¢ de Student tiene el propédsito de
capturar los movimientos de alta frecuencia y, de esta forma, medir el efecto de
los eventos raros en los choques de las variables endégenas.

Con el propdsito de ajustar el modelo VAR-MSV-t a series de tiempo multi-
variadas, se propuso una metodologia bayesiana para estimar los parametros del
modelo. Se aplicé la metodologia bayesiana a tamanos de muestra grandes y pe-
quenas, simuladas con el modelo propuesto, para poder medir la precision de los
pardametros estimados. Se encontré que, con un tamafno de muestra igual a 2000,
los pardmetros se estiman con mucha precisién. Para poder encontrar el mejor
orden VAR-MSV-t a partir de los datos, se propuso una metodologia que con-
siste en calcular el Criterio de Informacién de Desviacién (DIC) a cada modelo,
comenzando desde el orden 1 hasta el orden méximo que se cree que no puede
ser excedido. Se encontrd que la metodologia propuesta es eficiente para capturar
el orden VAR-MSV-t en todas las muestras simuladas. En el caso de muestras
pequenas, se encontré que la metodologia propuesta estima relativamente bien los
pardmetros del modelo.

El modelo se aplic a series de tiempo macroecondmicas clave de los Estados
Unidos, consistentes en: indice de produccion industrial, tasa de desempleo e indi-
ce de precios al consumidor. Con el propdsito de medir la influencia del mercado
financiero sobre las variables macroeconémicas, se agregoé el indice del mercado
de valores S&P 500. Algunos de los hallazgos encontrados son: (a) La produccién
de los sectores industriales es influenciada por los rendimientos pasados del indice
S&P 500 y de la tasa de desempleo. Se encontré que la mayor parte de su in-
fluencia proviene de sus propios rendimientos pasados, (b) La tasa de desempleo
es influenciada por los rendimientos pasados del indice S&P 500 y sus propios
rendimientos pasados. Se encontré que la mayor parte de su influencia proviene de
los rendimientos pasados de la produccién industrial, (¢) Los precios de la canasta
de bienes y servicios son influenciados por sus propios rendimientos pasados, (d)
Los precios de las acciones de los mercados financieros son influenciados por los
rendimientos pasados de los precios de la canasta de bienes y servicios y de sus
propios rendimientos pasados.

También se encontré que los choques de los rendimientos de la produccién
industrial en el mes actual estan correlacionados negativamente con la volatilidad
de los rendimientos del siguiente mes de la produccién industrial y del indice de
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precios al consumidor. Ademaés, se encontré que los choques de los rendimientos
de la tasa de desempleo en el mes actual estan correlacionados con la volatilidad
de los rendimientos del siguiente mes de la produccién industrial y de la tasa de
desemple. Por otro lado, la distribucién ¢ de Student capturé pesos de eventos
raros, independientes de los choques de la volatilidad y de las variables endégenas,
y coinciden con eventos que sucedieron en la economia de los Estados Unidos. Por
dltimo, se presentaron férmulas de la asimetria de Mardia y la curtosis de Koziol
del modelo. Se utilizaron datos simulados generados a partir del modelo propuesto
y se encontré evidencia empirica de que, a medida que el tamano de la muestra
aumenta, tanto la asimetria de Mardia como la curtosis de Koziol convergen hacia
sus valores teoricos.

Para trabajos futuros, se recomienda realizar un andlisis més detallado y pro-
fundo sobre el comportamiento de la metodologia en muestras pequenas, siguiendo
las sugerencias discutidas en la Seccién 5. Ademas, seria valioso desarrollar un estu-
dio empirico enfocado en la prediccién tanto en muestras pequenas como grandes,
con el objetivo de proporcionar evidencia sobre si la incorporacién de volatilidad
estocastica y errores t mejora el desempeno predictivo del modelo.
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A. APENDICE

Este apéndice tiene como proposito recordar algunas propiedades tutiles que se-
ran necesarias para las demostraciones de las ecuaciones (2.17)-(2.19) de
la seccién 2.

Observacion 1. Six = (x1,...,x)" ~Np,(0,X), entonces
i. B(xix;) = o),
ii. B(xjxjx;) =0,
iii. E(xinka[) =00 ij + 00 + 0Tk,
iv. E(xizxjxk) =00 jk + 20’,’j0’,’k,
V. E(xlzxf) =0i0jj + 2(0’,‘]‘)2,
vi. E()C?Xj) = 30',','0',']',
vii. B(x}) = 302,
Vviii. Xi +xj+xk+x1~N((),0',~i+0'~,~j+0'kk+0'11+2(a',-j+o'l~k+0',~l+0'jk+0'ﬂ+a'k1)).
Las distribuciones de x; + x; y x; + x;j + x; son andlogas.
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Observacion 2. Aplicando recursividad en (2.2) y usando (2.7) se obtiene @ =
D'y + T, D ~ N(0, @5 @ + X, @R, @) = N0, Z).

Observacion 3. cov(e;, @;) = cov(s,, Ol + Z;;% (I)Fl’]z—i) =0,r> 1.

., . 1o . .

Observacion 4. Si x ~ N(u,0%), entonces E[(x — )] = ’Z}"’"]' sin es par y 0 si
27 (4

ny es impar. Note que, si ny es par, existe un entero nj tal que n; = 2n] por lo que

Vo2
mlo  _ @)l

2F iy 2

ol—

Observacion 5. De [34] se tiene que si 4 ~ Gamma(u,%) entonces z = A72 se

distribuye Nakagami inversa con funcién de densidad de probabilidad

1
’u) z‘zﬂ‘lexp(—gi), 2>0,u>0yQ>0,

2
f(elu, Q) = l“_(p)(ﬁ 2

donde el r-ésimo momento es dado por E(7") = I.L(ﬂ)(g)il"(y - é) , > 5. El caso
V:

particular donde u = 5 y Q = 1 se obtiene E(z") = r(l )(g)ir(%’), v > r. Por lo

_1
cual, el segundo y cuarto momento de 4, > en la ecuacién (2.1) son dados por

I

(3)rE-1)

E(Zz)= F(%) =V_2, y > 2.
(3)T(3-2) 2

E() = N8 = 00— v > 4.

Observacion 6. De [35] se tiene que si D y E son matrices tales que se puede formar
el producto DE, entonces (D ® D)(E ® E) = (DE ® DE).

Usando las Observaciones 1-6 y el hecho de que, si x € R, entonces exp(x) = e* =
2o )lﬁ,, se desprenden las siguientes propiedades del modelo VAR-MSV-t de las
ecuaciones (2.1)—(2.9). Como las demostraciones solo requieren calculos elementa-
les, se demuestra la primera propiedad; el resto de las propiedades se demostraran

solo cuando sea necesario.
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Propiedad 1.
s 2 Qi + @y
E(wywj) = (z exp( > )5,, exp( 5 )81,) E(z exp(—2 )8,-,8j,)

o (i + @) eqpe) - (@i + ajp)"epe
= 2 A O L 2 e gy e
=E ¢ nZ:O 2"1(1/11!) B E(Z )Z_E 2”'(11]!)

_ 2 = (an )'((O—Ou + 0ojj + 20—01/) ) y
> ( @ e ery )7

n;*=0
o (0.0”__‘_0.0”__‘_20.0’,/_)”? 2
_ V0ijee 3 _ V0ijee « Ooii + 00jj + 200;;
oy =2 n*)! Cy=2 8
=8 (n1")

Propiedad 2.

E(wiowjwir) = E() Z (

0m ,)) ((an +aj + akt)nl)E(EitSjtSkt) =0

Propiedad 3.

E(WUW,,) E(z%) Z (an " ')) ((2a/l~, + ajt)nl)E(g?tsj,) =0

Propiedad 4. La demostracion de esta propiedad es similar a la Propiedad 1.

Sea o1 = o + 0ojj + Tork + Oou, 02 = 00ij + Ooik + Toil + Tojk + Toji + Topr Y
03 = Oklee0ijee + OkjecTilec + O jlecTik,ee; €NLONCES

2
Valo o+ 20,
Ewaw jiwewy) = 5 ( ) .

v=2)v - 8

Propiedad 5. La demostracion de esta propiedad es similar a la Propiedad 1.

2
Ewiw,) = 3V 0iiecTijee (90'0ii +0jj + 60’0ij)
ity — .

v=-2)v-4) 8

Propiedad 6. La demostracion de esta propiedad es similar a la Propiedad 1. Sea
01 =00 +00jj +200ij Y 02 = Tjjge0 jjss + 2(0-[j,88)27 entonces

N o SR (]
BOviws) (y—2)(v—4)eXp(2)’

Propiedad 7. La demostracion de esta propiedad es similar a la Propiedad 1. Sea
o1 = 4o + 00jj + Oork, 02 = 200ij + 200ik + O0jk Y O3 = Tiigs0 jkes + 20 jesT ik ees
entonces

2
E(wiw;wiy) =

V2o o1+ 20,
- -4 A
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Propiedad 8. La demostracion de esta propiedad es similar a la Propiedad 1.

. k i
E(w;(’l) = E((zexp (%) si,) ]) = E[z"l exp(]%) sﬁ‘}

ky
K oy ky! ( \/O'iigg)
1 v\ vk M iy ” .
_ r(%)(2)21"( 7 )eXp(S (1_¢l2)] 2&1 (kl)' si k; es par.
= 1 [K),
2
0 si k; es impar.

Nota: Se debe destacar que esta propiedad ya estd demostrada en la literatura de
modelos de volatilidad estocastica univariadas.

Propiedad 9. Por la propiedad 1 y 8 se obtiene la matriz de
covarianza X,, de w;.

Propiedad 10. La matriz de correlacién de w, es de la siguiente manera:

Diiwow, =€XP 1 _ Tiigm Tjjm N 20 m Tijee
L Wiw je 8 1- (}5[2) (1- ¢3) (1- ¢i¢j) ‘/m

Ahora se debe de demostrar que —1 < p;jy,,., < 1. Para poder lograr esto note que:
-1<¢i<1=0<¢?<1=0<1-¢><1y0<1-¢ip; <1y 2). El elemento

g0ij
entonces —1 < o

(1-¢i¢) \T0i 005

calculos se tiene que

.. 20,
ij de Xp es 0pjj = 752

< 1. Entonces, realizando simples

2
(\/0'0,‘,‘— W) >0= —O'(),','—O'Ojj+20'0,'j <0

1 Tiim T jjm 207
= 0 < exp §(_1—2_1_2+(1—~) <1
-9 A=-9¢9 bid;
= —1 <exp 1 [_ Giigm 9 jjm 20 ijm ] Tijee <1
B 8l d-¢H (- ¢§) (1= i) )| \Tiiee Tjjec

Propiedad 11. Sea X, = L, LT, donde la matriz L,, es la descomposicién de Cho-
lesky. Considere el vector estandarizado Y, = L;;!(w, — p,,) = L;,'w,. De [25, 28], y
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por las propiedades 2-8 anteriores, se tiene que
PP
[Eow&™)| = Z DD B wiwjwe) =0 (A1)
i=1 j=1 k=1
p P PP
||E(w,® )l = Z Z Z Z Ez(Wierszlet), (A.2)
i=1 j=1 k=1 I=1
||E(Yw,®~)|| = |[E(L;'we?) || = ||(L;1®3)E(w,®3)||2
[73
(LY Bw,®® ))
i=1
[ECu @I = [[B@weh| = [ eome)|
4
= |lLy e Eweh)| = 3 (L Ewe)
i=1
donde LY y L2 son la i-ésima fila de L;'®’ y L;'®" respectivamente.
Nota: AQ" =ARAQR...QA.
n—productos
Por dltimo, definimos J, v., A y L, de las ecuaciones (2.20)-(2.21). J = [I, :

0,---, 0]p><pk7 Ve = [vT’ o7, ... ’OT];kxl y
Al Ay ... A Ay
I, 0 0 0
a=|0 1, .. 0 o] oy _[
: : S Opi-pyp
0 0 IF 0 pkxpk
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