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118 J. SANCHEZ-GUEVARA.

Resumen

En este articulo se presenta una construccién en la categoria de operads
simétricos sobre médulos diferenciados graduados, la cual toma un operad
definido en un sub-S-mddulo y lo extiende a un operad cuyo S-mddulo sub-
yacente incluye al original. A este operad le llamamos operad polinomial.
Esta construcciéon depende de la existencia de colimites en la categoria de
operads, por lo que se incluye una revisién detallada de este resultado.
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Abstract

This article presents a construction in the category of symmetric operads
in differential graded modules, which takes an operad defined in a sub-S-
module and extends it to an operad whose underlying S-module includes the
original. We call this the polynomial operad. This construction depends on
the existence of colimits on the category of operads so a detailed review of
this result is included.
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1. INTRODUCCION

La teoria de operad es desarrollada a partir de los trabajos de Stasheff sobre Ag-
algebras como versiones de dlgebras con una nocién de asociatividad débil ([10]
y [11]), y presentada por primera vez por Peter May en [4] para caracterizar los
espacios de lazos iterados.

En este articulo se trabaja con operads simétricos sobre la categoria de médulos
diferenciales graduados, sobre los cuales, en un trabajo anterior del autor (ver [9]),
la adjuncién entre el funtor de operads libre y el funtor de olvido se usa para
describir el mecanismo del funtor libre de operads. Asi, en este trabajo, se extienden
un poco mas las propiedades del funtor libre de operads con la presentacién de
una construccién que extiende la estructura de operad cuando estd presente en un
sub-S-mdédulo, de tal manera que el S-mddulo subyacente del operad resultante
contenga como sub-S-mdédulo al original y como suboperad al operad inicial.

Luego de los preliminares con respecto a la terminologia de la categoria de
operads, la primera parte de este articulo revisa un tipo especial de colimite dado
por los ecualizadores reflexivos, los cuales simplifican la construcciéon de colimites
en la categoria de operads, como se detalla en la cuarta seccién. Aunque dicha
construccién es conocida, se presenta en todo su detalle para suplir la falta del
mismo en la literatura de operads y asi allanar el camino de las personas interesadas
en profundizar en esta clase de temas. A lo largo de este articulo, los colimites y
diagramas se asumen siempre pequenos; es decir, indexados por colecciones que
son conjuntos. En la quinta seccidn, se usa la existencia de colimites en la categoria
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EXTENSION DE UNA ESTRUCTURA DE OPERAD... 119

de operads para desarrollar el resultado principal de este articulo, expuesto en el
teorema 5.4 (presentado por el autor en el teorema 5.3.4 de [7]).

Asi, este trabajo se basa en el segundo y quinto capitulo de la tesis doctoral
del autor (ver [7]), en la cual se utilizan E-operads para describir estructuras
algebraicas asociadas a complejos de cadenas a partir de propiedades de unicidad
identificadas por Alain Prouté en [5] y [6].

2. PRELIMINARES

La categoria DGA-Mod tiene por objetos espacios vectoriales Z graduados M =
®ieZ M; dotados de un morfismo graduado d : M — M de grado —1 que satisface
000 =0, de una aumentacién € : M — F y de una coaumentacién  : F - M,
donde F es el cuerpo de base con una graduacién concentrada en cero, y € y n
son morfismos de grado 0 que satisfacen € o = 1p. Como estamos en un contexto
graduado, usamos la convencién de Koszul de signos (ver [2]).

Los operads simétricos u operads (ver [8]) son colecciones de objetos con ac-
ciones de los grupos simétricos X,, relacionados entre ellos por una estructura
que se comporta como la composicién de funciones de diferentes aridades. Asi,
un operad P es una coleccién de DGA-médulos {P(n)},>0 junto con un morfismo
n: F — P(1), llamado la unidad de P, una accién a la derecha por el grupo simétri-
co X, sobre P(n) para cada n, P(n) ® F[X,] — P(n) y morfismo de DGA-mddulos,
v:PH)OP>U)®: - ®P(iy) — Pn) donde n = ij + - - + i,. Estos morfismos deben
cumplir con ser asociativos, conmutar con n y ser equivariantes.

Cada M € DGA-Mod se puede asociar a un operad End(M), llamado el operad
de endomorfismos de M. Sus objetos son End(M)(n) = Hom(M®*, M), es decir es
el DGA-médulo de aplicaciones homogéneas de M®" a M, cuya unidad n : F —
End(M)(1) es la identidad de M. La accién derecha de X, sobre End(M) es inducida
por la accién izquierda de Z, sobre M®"; es decir, fo(x; ® - ®x,) = [lolf(xp-1(1) ®
-+ +®Xgs1(y))- Donde ||| es el signo de la permutacion o. Finalmente, la composicién
v estd dada por y(fp ® /;, ® - ® fi) =foo (fi, ® - ® f;,)-

Un morfismo f de un operad P a otro operad Q estd dado por una coleccién de
morfismos de DGA-médulos, f, : P(n) —» Q(n), que satisfacen condiciones de pre-
servacién de la unidad, equivarianza y preservacién de la composicién. La categoria

de operads sobre DGA-Mod se denota OP.

3. COECUALIZADORES REFLEXIVOS

El coecualizador Ceq(f, g) de dos morfismos f,g : X — Y en una categoria C es el
colimite sobre el diagrama formado por ellos.
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120 J. SANCHEZ-GUEVARA.

f
_—

X Y —L5 Ceq(f,g) (3.1)
8

De forma equivalente, dicho coecualizador se puede ver como el objeto inicial
q Y — Ceq(f,g) de la categoria de morfismos [ : ¥ — Z que ecualizan a la
izquierda f y g; es decir, [f = Ig. Nos interesa un tipo especial de coecualizadores,
llamados coecualizadores reflexivos. Ellos juegan un rol importante en la prueba
de la existencia de pequenos colimites en la categoria de operads.

Definicién 3.1. Un par reflexivo es un par de morfismos f, g : X — Y tal que existe
s:Y —> X con fs=gs =1, es decir, que tienen una seccién en comun.

VRN (3.2)

Proposicion 3.2. En una categoria C sean f,g: X — Y un par reflexivo con seccion
s Y - X. Si existe el coecualizador de f y g, entonces es isomorfo al colimite
sobre el diagrama formado por f, g y s.

Demostracion. Es claro que g en el diagrama 3 es un epimorfismo. Sea (B,a : X —
B,B : Y — B) el colimite sobre el diagrama formado por f, g y s. Entonces a y
B satisfacen B8f = @ = Bg y as = B. También, tenemos que a es un epimorfismo.
De hecho, si r,s : B — Z son dos morfismos tales que ra = sa, entonces (Z, raf :
X > Z,ra : Y > Z) es un cocono sobre f, gy s (ya que fs = 1), lo cual implica,
por la propiedad universal de colimites, que ra se factoriza de manera tnica por
r a través de @. Lo mismo aplica para s, pero ra = s, entonces r = s, y asi, @
es un epimorfismo. Para mostrar que B y Ceq(f,g) son isomorfos, primero note
que a ecualiza a la izquierda a f y g. En efecto, af = 8 = ag. Entonces existe
un unico morfismo 4 : Ceq(f,g) — B tal que hg = a. Ahora, (Ceq(f,g),qf : X —
Ceq(f,g),q : Y — Ceq(f,g)) es un cocono sobre f, g v s, ya que gfs = gl = q.
Entonces, existe un dnico morfismo & : B — Ceq(f,g) tal que ha = g y hB = fq.
Pero g y a son epimorfismos, asf que tenemos que hha = hg = a implica hh =1, y
que hhq = ha = q implica hh = 1. Por lo tanto, B y Ceq(f, g) son isomorfos. O

Definicién 3.3. Para todo par reflexivo f,g : X — Y, la proposicién 3.2 dice que la
seccién comun s no modifica el coecualizador, por lo que se mantiene la notacion
Ceq(f, ) para el colimite de un par reflexivo y lo llamaremos coecualizador reflexivo

de fyg.

Definicién 3.4. Un funtor covariante F : C — D se dice final si satisface las siguien-
tes condiciones para cada objeto X € D:
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EXTENSION DE UNA ESTRUCTURA DE OPERAD... 121

1. Existe un morfismo desde X hasta los objetos de la forma F(Y).

2. Para cada par de tales morfismos desde X, @ : X - F(Y) y @' : X —» F("),
existe una secuencia finita g, ..., gx de morfismos de C, haciendo el diagrama
3.3 conmutativo.

// \\ (33)

PO = PO s ey P00 = OO

Observacion 3.5. De forma equivalente, un funtor F : C — D es final si, para cada
X € D, la categoria coma X/F es no vacia y conexa (ver [3, §9]).

Proposicién 3.6. Sea Dy la categoria generada por un diagrama de la forma

. T~
X0 T x, (3.4)
j
donde is = js = 1. Entonces, el funtor diagonal D : Dy — Dy es final para todo

enteron > 1.

Demostracion. Tome X un objeto de D), entonces tiene la forma X = (x;, ..., x;,),
con i; € 0,1. Existe un morfismo f de X a D(x;) dado por f = (fi,..., f;,), donde
fiy =1y sii; =1y fi, = fsiij=0. Note que ain se puede tener un morfismo de
X a D(x;) al tomar arbitrariamente f de g en las entradas f;, cuando i; = 0. Pero
el inico morfismo de X a D(xo) estd dado por s = (sj;,...,s;,), donde s;; = 1, si
ij =0,y s; =ssii;=1. Ahora se verifica la segunda condicién en la definicién
3.4. Tome @, a’ dos morfismos de X a D(x;). Sea 8 = (b;, b;,) el morfismo de X a
D(xo) definido por b;; = s sii; =1,y b;; = 1, si i; = 0. Entonces, el diagrama 3.5

es conmutativo.
X
/ lﬁ\ (3.5)

D(xy) o) D(xo) ) D(xy)

Esto es suficiente para mostrar que D es un funtor final. O

Los funtores finales son ttiles para calcular colimites, como lo muestra la pro-
posicién 3.7. Para una prueba, ver [3, §9].

Proposicién 3.7. Considere F : D — C un diagrama en una categoria C y I : D" —

D un funtor final tal que el colimite de F o I existe. Entonces, el colimite de F
existe y es canonicamente isomorfo al colimite de F o I.
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122 J. SANCHEZ-GUEVARA.

4. COLIMITES DE OPERADS

En esta seccién vamos a detallar la construccién de colimites en la categoria de
operads, a partir de la existencia del caso particular de colimites dado por los
coecualizadores reflexivos y las propiedades de preservacion de colimites del pro-
ductor tensorial en la categoria de DGA-médulos.

Si F 4G :C — D son funtores adjuntos con biyecciéon natural 6 : D(F(X),Y) —
C(X,G(Y)), su unidad 57 : 1¢ = GF y counidad € : FG — 1y satisfacen las ecuacio-
nes triangulares:

GF'FT]=1F, GE'Tlgzlg. (41)

Una manera de construir funtores adjuntos es mediante flechas universales.
Recuerde que si G : D — C es un funtor covariante y X un objeto de C, una flecha
universal desde X a G es un morfismo de la forma ny : X —» GF(X), tal que para
cada morfismo f : X — G(Y) hay en D un tnico morfismo 67'(f) : F(X) = Y que
satisface GO~ '(f))nx = f.

X -2 GF(X)
p LG(G‘(f» (4.2)
G(Y)

La aplicacion F entre los objetos de C y D se extiende de manera tinica en un
funtor F : C — D tal que F 4 G, siempre que el funtor G : D — C tenga para cada
objeto X € C una flecha universal nx : X —» G(F(X)). Para mds detalles, ver [3, §4
Teorema 2]. En la extensién de F para las flechas, si f : X — Y un morfismo en C,
F(f), cuya existencia y unicidad de F(f) es garantizada por la propiedad universal
de nx, debe hacer el diagrama 4.3 conmutativo.

X 2 G(F(X))
|

ft | GF(f) (4.3)
Y
Y 2 G(F(Y))

Las adjunciones nos interesan por su comportamiento con respecto a la toma
de colimites, ya que todo funtor adjunto a la izquierda preserva colimites (ver [3,
§5]). En la categoria de DGA-mddulos, el productor tensorial preserva colimites en
cada componente, en particular, coecualizadores reflexivos. Esto por ser adjunto
a la izquierda del funtor Hom Asi, el producto tensorial satisface las condiciones
del siguiente lema (ver [1]), y por lo tanto, preserva coecualizadores reflexivos en
productos cartesianos de esta categoria.
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Lema 4.1. Sea F : C" — C un funtor covariante. Si para cada 1 < i < n y cada

diagrama reflexivo X; 3 Y; en C, el morfismo dado por la propiedad universal de
coecualizadores desde el coecualizador del diagrama en C,

)
FAy, ..., A, X, A, .. A) S FAL . LACL YL A, LAY,
)
al objeto F(Ay,...,Ai_1, Ceq(X; 3 Yi),Air1,.-.,A,), es un isomorfismo, entonces

para cada coleccion de diagramas reflexivos {X; =3 Yili<i<n €l morfismo desde el
coecualizador del diagrama en C,

v\
F(Xy,....X,) 3 F(Yy,.... Y,

al objeto F(Ceq(X; 23 Y)),..., Ceq(X, ;; Y,)) es un isomorfismo.

E2)
Demostracion. La coleccion de diagramas reflexivos {X; =3 Y;}i<i<n define una
coleccién de funtores {T; : Dy — Cli<i<n. Se usa la notacién coliz)m Ti(a) para
a€d)y
)
Ceq(X; 3 Y;). Asi, la hipétesis puede escribirse como

COliz)mF(Als'--aAiflsTl'(a)9Al'+l9 "9An) = F(Al"
aed)y —

A, colim Ti(a@), Ayt - ., Ap).
aeDy

Por proposicién 3.6, la diagonal D : Dy — Dy es un funtor final. Considere el
funtor Ty x --- x T, : D — C". Entonces, la proposicién 3.7 dice que existe un
isomorfismo desde el colimite de F(T X ---X T,)D al colimite de F(T; X ---XT,), y
tenemos que

Ceq(F(Xi,...,Xn) 3 F(Y1,...,Yy))

= colim F(T; X - -+ X T,)D(a@)
(UED()

= colim F(T\(ay),...,T.(a,) (por 3.7),

— (@1,,@)ED]

= li lim F(T ,~--3Tn n
colim ... colim (T1(ay) (an))

= F(colim T (ay),...,colim T,(a,))
— a1€Dy @, €Dy

(por hipoétesis),
= F(Ceq(X; 3 Y1),...,Ceq(X, 3 Y))).

Proposicion 4.2. En la categoria OP, el funtor de olvido U : OP — S-Mod crea
coecualizadores reflexivos.
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124 J. SANCHEZ-GUEVARA.

')
Demostracion. Sea P =3 Q un par reflexivo en OP. Se construird el coecualizador
reflexivo O del diagrama en OP. Para eso, primero se definen los componentes del

operad O como O(n) = Ceq(P(n) 2; Q(n)). Este coecualizador existe debido a que
en S-Mod como DGA-Mod todos los colimites existen.

Para definir la composicién y de O, considere el morfismo 4.4 de DGA-médulos
CGQ[P(k) @P>I)® - ®P>) 30Kk)®Q()®--® Q(ik)]

J v (4.4)

Cea| P 5 000 @ Cea [Pl 5 (i @+ Cea [Pl 5 00|

Por lema 4.1, este morfismo es un isomorfismo, por lo que se puede tomar su
inversa ¥~ y definir y como la composicién 4.5, dada por

Ok)®0(i))®---®0(iy) =
Ceq [P(k) 3 Q(k)] ® Ceq [P(ik) = Q(ik)] ® - ®Ceq [P(io 3 Q(ik)]
IJ’_I
Ceq [P(k) ®P(i)®- ® Piy) 3 0 ® Qi) ® - ® Q(ik)]

Y

Ceq[P(i1+---ik)§ QG+ i0)| = 0l + -+ ip),

donde ¥ es el morfismo inducido por la composicién de los operads P y Q.

Para definir la unidad de O, considere el diagrama 4.6 conmutativo obtenido

de P 2; Q y las propiedades del coecualizador.

P irg
D=
e

F o(1) (4.6)

Entonces la unidad para O es definida como la composicién ipgyne : F — O(1). Note
que la eleccion de igynq da el mismo resultado, como consecuencia de la existencia
de las flechas reflexivas. No es complicado verificar que O con esta estructura
satisface los axiomas de operads y la propiedad universal para coecualizadores. O
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Lema 4.3. Considere {P;}ic; y{Qi}icr dos colecciones de objetos en la categoria C tal
que los colimites co‘liImPi Y co}lz’lm Q; existan. Denote por i€ I el cocono de aristas
LE. 1€

pi: Pi = colimP; y qg; : Q; — colim Q;.
iel iel

1. Toda coleccion de morfismos f; : P; — co'lz'lm Q;, i € 1, determina un morfismo
1€
f: co'lz'ImPi - co}lilm Q;, tal que f; = fp; para cada i € 1.
1€ 1€

2. Cada coleccion de morfismos f; : P; — Q;, i € I, determina un morfismo
f: co'lz'ImPi — co}lz'[m Q;, tal que q;f = fip; para cada i € 1.
1€ 1€

Demostracion. La coleccién f; : P; — colim Q;, i € I exhibe a colim Q; como un
i€l i€l

cocono sobre el diagrama {P;};c;, entonces, por la propiedad universal de copro-
ductos, existe un tinico morfismo en C f : colim P; — colim Q; tal que f; = f o p;
i€l i€l

para cada i € I.

Para el segundo enunciado, componga cada f; : P; — Q; con la respectiva arista
del cocono ¢; : Q; — colim Q;, asi se tiene la colecciéon g; : P; — colim Q;, con
i€l i€l

gi = ¢; o f; para i € I. Aplicando la primera parte, se obtiene que esto determina
f=g: colilrrl P — COliII’n 0. ]
1€ 1€

Teorema 4.4. En la categoria de operads existen todos los colimites.

Demostracion. Considere {P;};,c; una coleccion de operads. Con ella es posible cons-
truir un par reflexivo en OP, y por proposicién 4.2 su coecualizador reflexivo existe
en OP. La tultima parte de la prueba consiste en chequear que este coecualizador
reflexivo coincida con el colimite de {P;};;.

De {P;}ic; se obtiene en S-Mod a la coleccién {U(P;)}ic;. Denote a su colimite
por coli;n UP),y a;: UP;) > colilrrl U(P;) a su cocono de aristas.
1€ 1€

Los morfismos «; : U(P;)) — colilrn U(P;) inducen al morfismo UF(«;)
IS
UFU(P;) — UF(COhIHl U(P;)), el cual determina al morfismo 4.7.
1€

d|
colim UFU(P) =, UF(colim U(P) (4.7)
IE. IS

Considere la unidad € y counidad n de la adjuncién F 4 U, asi como la compo-
sicion 4.8 en S-Mod.

Uter,) @ . .
UFUP) —> U(P;) — > colim U(P;) s UF(colim U(P)) (4.8)
1€ IE.
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126 J. SANCHEZ-GUEVARA.

Estas composiciones determinan el morfismo en S-Mod,

d
colim UFU(P) = UF(colim U(P)
1€ 1E.

Debido a la propiedad universal de operads libres, dy y d; determinan los mor-
fismos dy y dy en OP en el diagrama conmutativo 4.9.

UF (colilrn UFU(P,-)) cohm UFU(P; ))
IS
U(d)
n - (4.9)
dy
cohm UFUP;) ———< UF(cohm U((P))) F(cohlm U(P)))
d, i€

2

Ahora se da la contraccién s para dy y di. Con la counidad n considere los mor-
fismos nyp, : U(P;) = UFU(P;). Por las propiedades del colimite 4.3, ellos de-
terminan un morfismo de S-moddulos S : coli;n Up;) — coli;n UFU(P;), y se toma

1E. 1€

s = F(B). Asi, se tiene el diagrama 4.10 en OP.

s

/d\ (4.10)

F (Coli[rn UFU(P,-)) — F(colim U(P,)
i€ d i€

0

Antes de tomar el coproducto reflexivo de este diagrama, se debe verificar que
dis = dys = 1. Para mostrar esto iinicamente hay que verificar que sus componentes
definidas sobre U(P;), dis y dps, sean ambas iguales a la identidad.

El morfismo s es determinado por nyp,) : U(P;)) = UFU(P;), dy por UF(a;) :
UFU(P;) — UF(coliIrn U(P))).
IS

La naturalidad de n hace el diagrama 4.11 conmutativo.

uP) —— s UFUP)

a,l lUF(a,-) (4.11)
colim U(P,) . UF(colim U(P))
€ IS

Asi, se tiene que UF(e)nup,) = na; : U(P;) — UF(coliIIn U(P))), lo cual induce la
1€

identidad sobre UF (colilrn U(P;)). Para d;s, d; es determinado por la composicién
IS
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EXTENSION DE UNA ESTRUCTURA DE OPERAD... 127

4.8, entonces se tiene que d;s es determinado por la composicién na;U(ep)nup,)-

Por las ecuaciones triangulares de la unidad y la counidad (ecuacién 4.1), esto

es igual a na;, lo cual, como antes, induce la identidad sobre UF (colilrn U(P))).
1€

Entonces, por proposicion 4.2 existe el coecualizador del diagrama 4.10, de forma

que
s

/dl\ ,

F (Colilm UFU(P,-)) ——= Fleolim U(P) ——— Q.
i€ do i€

El operad Q serd el colimite de la coleccion {P;};c;. Solo se debe verificar la
existencia de los morfismos de operads desde cada P; a Q y la propiedad universal
para los colimites. Para hacer eso, primero vamos a ver la informacién que da el
ser un coecualizador de dy y d;.

Considere R un operad y un morfismo de operads f : F (colilrrl U(P;)) — R tal que
1€,

fdy = fd;. Este morfismo esta determinado por sus componentes h; : U(P;) — U(R)
dadas por las siguientes composiciones:

U(P) — = colim U(P) P UR) .
IS

S~

Los morfismos fdy y fd; son determinados por los morfismos de UFU(P;) a
U(R) en S-Mod, entonces la relaciéon fd; = fdy se describird en términos de sus
componentes. En el caso de fdy, recuerde que d; estd determinado por los morfis-
mos UF(«a;) : UFU(P;) —» UF (coleilrn U(P;)), y considere el diagrama conmutativo
4.12. l

UFUWP)— =~ ==~ _ _

UF (@) T~
\ S LU )
N

N
UF(colim U(P;)) N
i€l N\

nupy) ,7]

colim U(P;)
iel

/

U(P) - UR)

-

\ (4.12)

El cuadrilatero es conmutativo por la naturalidad de la counidad. Por lo tanto, la
composicion en la diagonal U(f)UF («;) esta determinada por la ultima parte, es de-
cir h;, y la biyeccién de la adjuncién F 4 U dice que U(f)UF (a;) es igual a U0~ (h;)),
lo cual significa que fdy estd determinado por U(6~' (k) : UFU(P;) — U(R).
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Para fd,, recuerde que d; es determinado por la composicion 4.8, entonces fd;
es determinado por la composiciéon

Ulep,) ; . n . U(f)
UFU(P;) U(P,) colim U(P;) —= UF(colim U(P)) —->= U(R)
i€ ie

Por 4.12, se tiene que U(f)na; = 6(f)a; = h;, entonces fd; estd determinado por
la composicién U(ep,)h; : UFU(P;) — U(R). Junto con el resultado para fdy, esto
establece que fd; = fdy si y solo si el diagrama 4.13 es conmutativo:

UFU(P;)

"
U(epi)l W‘)) (4.13)

U(Pi)T UR)

Este diagrama es conmutativo si y solo si &; es un morfismo de operads; en otras
palabras, inicamente si existe un morfismo de operads f; : P; — R tal que U(f;) = h;.

Suponga que 4.13 es conmutativo. Se necesita probar que h; preserva la estruc-
tura operddica en P;. Para evitar confusiones, se denota como A a la unidad del
operad en esta parte.

1. La unidad:

hiU(Ap,) = U (ep, Arupy)
= hU(ep)U(Arucpy)
= UO' (h)U(Arucp,)
= U0 (h)Aru,) = U(dg).

2. Equivarianza es consecuencia del hecho de que todos son morfismos de S-
médulos.

Rev.Mate. Teor.Aplic. (ISSN print: 1409-2433; online: 2215-3373) Vol. 32(2): 117-136, Jul — Dic 2025



EXTENSION DE UNA ESTRUCTURA DE OPERAD... 129

3. La composicién:

hiU(yp,) = hiU(yp,1p,)
=hU(yp)lue,
= hU(yp)U(ep)nuce,
= hU(yp.er)nup,)
= hU(ep,yruwey)nue,
= hU(ep)U(yruey)nue,
= UE (DU yrue)nue,
= UE (hyyrue)ue)
= Uyr0™ (h))mue,
= UlypUO ' (h)nueey
= U(yr)hi.

Reciprocamente, suponga que existe una coleccién de morfismos de operads
{fi + Pi = R}, tal que U(f;) = h; para cada i € I. Entonces, el tridngulo 4.14 es
conmutativo por la naturalidad de 7.

FU(P,) OP(FU(P,), R) <— S-Mod(U(P,), U(R))
, l w(f“” fT TU(ﬁ» (4.14)
Pi——=R OP(FU(P), P;) <—— S-Mod(U(Py), U(P,))

Asi, el diagrama 4.13 es conmutativo. Ahora se procede a verificar que Q es
el colimite de la colecciéon de operads {P;}ic;. Se vio que esta coleccién induce
morfismos #4; : U(P;) = U(Q) de S-médulos que satisfacen 4.13, por lo que definen
morfismos de operads f; : P; —» Q, tal que U(f;) = h;. Estos morfismos son las
aristas del cocono.

Cualquier coleccién de morfismos de operads f; : P; = R define un morfismo
de operads f de F(colilrrl U(P;)) a R de mode que fdy = fd;. Entonces, existe un
1€

Unico morfismo de operads g : @ — R tal que gg = f. El morfismo g conmuta con
las aristas del cocono, lo que exhibe a Q como el colimite de {P;};c;. O

5. OPERADS POLINOMIALES

La técnica descrita en esta seccién busca crear un nuevo operad E[M] a partir de
un S-médulo M y un operad & cuyo S-médulo estd incluido en M, de tal manera
que E[M] tenga como suboperad a & y su S-mddulo subyacente contenga a M. Al
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operad E[M] le llamamos operad polinomial en M con coeficientes en &, en claro
paralelismo con estructuras como R[x].

En el contexto de los operads simétricos, se tiene la adjuncién F 4 U : S-Mod —
OP (ver [9]), donde U es el funtor de olvido y F el funtor de operads simétricos libre.

Definicion 5.1. Sea € la categoria que satisface las siguientes condiciones.

1. Sus objetos son pares de la forma (&, M), donde M es un S-médulo y & es
un operad tal que U(E) es un S-submédulo de M. La inclusion candnica se
denota ig : U(E) — M.

2. Un morfismo de (&, M) a (¥, N), es un par (f, j_‘) con f: & — F morfismo de
operads, v f : M — N morfismo de S-médulos, tal que el
diagrama 5.1 conmute.

Uue) W Ur)

Observacion 5.2. Esencialmente, un morfismo de (&, M) a (F, N) en € es un morfis-
mo de §-moédulos de M a N cuya restriccion a U(E) respeta la estructura de operad.

Definicién 5.3. Se define U : OP — € como el funtor que envia cada operad & al
par (&, U(E)). En otras palabras, todo operad es enviado al par formado por él
mismo y su §-mdédulo implicito.

Teorema 5.4. El funtor W tiene una adjunta izquierda J 40 : € —» OP. La imagen
de (&, M) bajo I se escribe E[M]. A este operad le llamamos el operad polinomial
en M con coeficientes en &.

Demostracion. Sea € : FU — 1lop la counidad de la adjunciéon F 4 U : §-Mod —
OP. A cada (E, M) € € se le asocia el diagrama 5.2 en OP.

FU@E) —=&
ml (5:2)
F(M)
Esta asociaciéon es funtorial por la naturalidad de la counidad € y la definicién

de morfismos en €. En efecto, para todo morfismo (f, 7) (EM) > (D,N)en €, el
diagrama 5.3 es conmutativo.
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FUE) —= &

FU(f) f
el NN

F(M) FU(D) — D (5.3)

\ lF(im
F(H

F(N)

Asi, se tiene un funtor H desde € a la categoria de diagramas en OP de la forma
e < e —— o . Entonces, se define el funtor J : € - OP como la composicién
de H con el funtor en colimites de OP, consecuencia del teorema 4.4.

Para demostrar que se tiene la adjuncién J 4 U : € — OP, basta con cons-
truir para cada objeto (&, M) € € una flecha universal ¥ de (&, M) a UJ(E, M) =
(E[M], U(E[M])), segun se explico al inicio de la seccion 4.

Sea (&, M) un objeto de € y considere el diagrama 5.4 dado por el colimite
(&, M) = E[M].

FU@E) —2—=&

F(ia)l ja (5.4)

F(M) — E[M]

Ahora, considere el par de flechas (a, 8(8)), donde 0 es el isomorfismo

OP(F(M), E[M]) —2— S (M, UE[M])) (5.5)

dado por la adjuncién F 4 U. Esta pareja serd nuestra flecha universal ¥ =
(a,0(B)) : (E,M) — UJ(E, M) = (E[M], U(E[M])). Resta verificar que ¥ es un mor-
fismo de € y que satisface la propiedad universal. Para lo primero, se debe verificar
que el diagrama 5.6 es conmutativo.

M2 ueEm)

isT ] 1 (5.6)
U(E) —r UEIM)
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Para esta verificacién se necesitaran los siguientes diagramas conmutativos.

1. Naturalidad de 6:

EIM] OP(F(M), EIM]) —— S (M, UEM])) fr—— 6(8) = UB)n
ﬁ] ﬁ*T ]U(ﬂ)* I I
F(M) OP(F(M), F(M)) —— S (M, UF(M) pary —— 0(Lran) = u
(5.7)

2. Naturalidad de 7:

M—" = UF(M)

z‘g] TUFU&) . (5.8)
U(&) —— UFU(®)

3. Ecuaciones triangulares para n y e:

U~ UFU UP) 2 UFU®P)
\ lU& =para todo PeOP \ lU(EP) . (59)
v U@)
Ahora, se verifica que el diagrama 5.6 sea conmutativo.
0B)is = UBnumis (por diagrama 5.7),
= U UF(ig)ue) (por diagrama 5.8),
= U(o)U(es)nue (por diagrama 5.4),
=U(a) (por diagrama 5.9).

Por definicion, (a, (8)) satisface la propiedad universal si para todo operad Q
y todo morfismo (g,2) : (&, M) — (Q, U(Q)) existe un unico morfismo (h,h) en €
que hace al diagrama 5.10 conmutativo.

& M) —=2 . &M, UEIM))

<g,g>j / (5.10)
(h

QU@
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Considere el diagrama 5.11 conmutativo asociado al par (g, g).

FUE) —2 =&
F(l’s)l l" ¢
F(M) —— E[M] (5.11)
N
< h
AN
\

67'®

En este diagrama, & es el morfismo que se quiere construir, y el morfismo 67'(g)
estd dado por la biyeccién 6 asociada a F + U.

OP(F(M),Q) —— S (M, U(Q)

07'(g) ~—ig

Para construir & se usa la propiedad universal del colimite E[M]; es decir,
si se cumple que ges = 671 (g)F(ig) en el diagrama 5.11, entonces existe un tinico
morfismo de operads & : E[]M] — Q, tal que ha = g v hB = 6~' (). Ambos morfismos,
ges y 01 (2)F(ig), van desde FU(E) hasta Q. Asi que se usar4 la propiedad universal
de la unidad 5 de F + U para mostrar que son el mismo morfismo. Esto dice en
particular que existe un tnico morfismo de operads p : FU(E) — Q tal que el
diagrama 5.12 es conmutativo.

nuE)

UE)——=UFU(&)
|
12
o) ¢ U(p) (5.12)
f(9)]

De esta manera, basta con verificar que U(geg)nue) ¥ U@ '(@)F (ie))nu) son
iguales a U(g). Para lo cual se detallan algunos diagramas conmutativos necesarios
para su justificacién.

1. Naturalidad de 67!:

6!

OP(F(M),Q) SMUQ) eF(@=60"@7~<—32

F@*T Tg* I T . (5.13)

OP(FU(Q)» Q) T S(U(Q)7 U(Q)) €Q = 971(1[](@)) <~ lU(Q)
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2. Definicién de (g,g) como morfismo de €:

M—sUv@ FM L FUu@

i&T T1 = F(ia)T A . (5.14)

UE) U@  FUE)

3. Naturalidad de e:

FUQ —2>Q
FU(g)T Tg . (5.15)
FU@E) —2=§&

4. Naturalidad de n:

M —" o UF(M)

gt lUF(g> . (5.16)
UQ —— UFUQ

M@

Primero, se verifica que U(ges)nue) = U(g).

Ugeenue = U@U(eenue)
=U(g) (por diagrama 5.9).

Luego, se verifica que U0~ (g)F Ie)nue = Ug).

UO™' @F(ie)nue) = UleaF @) F (ie)nue, (por diagrama 5.13),
= U(eaF'U(g)nue) (por diagrama 5.14),
= U(gesnues) (por diagrama 5.15),
= U(@)U(es)nue
=U(g) (por diagrama 5.9).

Debido a la propiedad universal de colimites, existe un tnico morfismo de
operads h : E[M] — Q tal que ha = gy hff = 67'(g). Al tomar h como U(h), el par
(h, h) es un morfismo en €. Como se tiene que ha = g, resta mostrar que h6(8) = g
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para tener que (h, h) hace conmutativo al diagrama 5.10.

ho(B) = U)6(B)

=UMUPBNM (por diagrama 5.7),
= U@ ' @)nu (propiedad de h),

= U(eF (®)nu (por diagrama 5.13),
= U(eUF(@)nu

= Ulenmuwg (por diagrama 5.16),
=g (por diagrama 5.9).

La unicidad de (4, h) es consecuencia de la unicidad de h, y el hecho de que
cada morfismo (f, f) satisface f = U(f). O

La flecha universal en la prueba del teorema 5.4 se extiende a la unidad de la
adjuncién J 4 U : C —» OP. Se mantiene la notacién ¥ para esta unidad.

Corolario 5.5. Sean (&, M) € € y A € OP. Para cada morfismo (f, f) : (& M) —
U(A) = (A, U(A)), existe un unico morfismo de operads ¢ : E[M] — A tal que

Up)VY = f. Asi, se tiene el diagrama conmutativo

(& M) ———— (E[M], UE[M]))
D (0, U(p)
(A, U(A))

Demostracion. Se obtiene de la propiedad universal de la unidad ¥ : 1¢ —» UJ. 0O
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